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this property if and only if for any two different intervals 4; and 4,
of the partition the relation x<y for any wed; and any ye 4,
implies that 4;<4y. In this case we shall call {4;}; a p.-ordered
partition. If the partial order induced in I is an order relation we
shall call it an ordered partition. The type of a p.-ordered partition
is the partial order type induced in the set of indices. Hence a par-
tition of real type is always ordered, but an enumerable p.-ordered
partition may not be an ordered partition.

‘With these remarks in mind it is easy to extend the notions
and theorems of the present paper to partially ordered sets. Since
we consider mostly partitions of real type this extension will deal
essentially only with ordered partitions of p.-ordered sets.

- We add finally that following a communication by A. Tarski,
the congiderations and results of the present paper con be extended
to types of general relations. The main additional tool used in this
extension is a theorem proved by A. Tarski and Bjarni Jénson (as
yet not published) that every relations-type admits of a unique
ordered partition into indecomposable relations-types (a relations-
type £ is called indecompogsable if é=a--# implies a=0 or f=0).
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Sur la représentation des ensembles ordonnés.
Par

Miroslav Novotny (Brno).

M. W. Sierpinski a prouvél) le théordme suivant: » étans.
un nombre ordinal queleongue, tout ensemble ordonné de puis-
sance 8, est semblable & un ensemble de suites transfinies de type w,,
formées de nombres 0 et 1 et ordonnées d’aprés le principe de pre-
midres différences. Pour les continus ordonnés, M. J. Novak a éta-
bli?) le résultat suivant: Soit ¢ un continu ordenné dont la sépa-
rabilité soit égale & m(C). Il existe un nombre ordinal ¢ de puis-
sance au plus égale & m(C), tel que C est semblable & un ensemble
de suites transfinies de type <(¢ formées de nombres 0 et 1 et or-
données d’aprés le principe de premiéres différences. Il a posé le
probléme, §’1 est possible de poser ¢ égal au nombre ordinal initial
de puissance m(C). Le théoréme 1 du travail présent donne une
réponse affirmative.

M. J. Novik a prouvé?) le théoréme suivant: Soit P.un con-
tinu ordonné; P un systéme disjoint d’intervalles fermés et de sous-
ensembles de P composés d’un seul point. Supposons que $P pos-
séde au moins deux éléments et qu’on ait UP=P. Dans ces hypo-
théses, P est un continu ordonné.

Dans le théoréme 2, j’ai établi ce résultat inverse: Tout con-
tinu ordonné est semblable & un systdme M d’intervalles fermés
et de sous-ensembles composés d’un seul point d’un certain continu
ordonné V., , ce systéme vérifiant la relation UH=V,,.

Enfin, M. Novak a défini%) un systéme P d’intervalles fer-
més du continu ordonné ¢ jouissant de certaines propriétés qu’il

1) W. Sierpinski, Sur une propridté des ensembles ordonnés, Fundamenta
Mathematicae 34 (1949), p. 56.

%) J. Novak, On Partition of an Ordered Continuum, Fundamenta Mathe-
maticae 39 (1952).

3) J. Novik, On some Ordered Continua of Power 8% Containing o Dense
Subset of Power %, Czechoslovak Mathematical Journal 76 (1951), 63-79.
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98 M. Novotny:

appelle partition du continu . A toute partition, il a fait corres-
pondre un nombre ordinal «(P) qui est dit ordre de lo partition du
continu C. La séparabilité du continu ¢ étant égale & m((), il exigte,
d’aprés le théoréme 3 du travail présent, une partition de ¢ dont
Pordre est au plus égal au nombre ordinal initial de puissance m(0)
ce qui est la solution d’un probléme de M. Novik.

Soit Y un ensemble ordonné non vide. D’aprés Hausdortf 4),
on dit que son sous-ensemble non vide HCM est dense en If , 8l
existe un couple d’éléments o' < b’ de H correspondant & tout couple
d’éléments a<bd de M tel que a<a’'<b'<h. Jappelle séparabilite
ordinale ®) de ensemble M la puissance minimale de sous-ensemble H
dense en M. .

D’aprés M. Sierpinskit), désignons par le symbole U, 'en-
semble de toutes les suites transfinies de type w, formées de nom-
bres 0 et 1 ot ordonnées d’aprés le Principe de premiéres différences.
Cet ensemble est dépourvu de lacunes selon le lemme T de M. Sier-
pinski.

Théorémie 1. v diant un nombre ordinal donné quelcongue, tout
ensemble ordonmé de séparabilité ordinale 8, est semblable & un en-
semble de suites tramsfinies de type wy, formées de nombres 0 et 1 et
ordonndes d'aprés le principe de premiéres différences.

Démonstration. Soit I ’engemble ordonné donné, H son
sous-ensemble dense en M de Ppuissance 8,: nous pouvons supposer
sans restriction de généralité que les points extrémes de Pensemble
M — si ceux-ci existent — appartiennent & I'ensemble H. D’aprés
le théordme I de M. Sierpinski, ’ensemble H egt semblable & un
ensemble de suites transfinies de type o, formées de nombres 0 et 1
et ordonnées d’apreés le principe de premidres différences. Désignons
par le symbole H* ce dernier engemble, 8i ensemble M —H est
vide, le théoréme est &tabli. Au contraire, xi M—H est non vide,
toubi élément ‘¢ ¢ M— H définit une lacune [4,B] de H. Une lacune
—

%) F. ‘Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (1914), p. 89,

5)' §i M est un continu ordonné, la séparabilité ovdinale est égale & la
sépa.ra:bxhté topologique. 81 M n’est pas un continu, les deux séparabilités peuvent
&tre différentes, comme il résulte de Pexemple suivant: Soit U le systéme de tous
les couples (z,y), olt . est un nombre réel et y=0 ou y=1. i & st rationnel, et
seulement dans ce cas, il est toujours y=10. La séparabilité ordinale de I'en-
semble M, ordonné @’aprés le principe de premitres différences, est égale 3 <N
tandis que la-séparabilité topologique est égale & Ny N
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[-4* B*] de Pensemble H* semblable & H correspond & la lacune
[4,B]. Faisons correspondre & la lacune [A*, B*] une suite trans-
finie a*={as}ico, de type o, formée de nombres 0 et 1 et définie
par la construction suivante: )

L’ensemble H* est un sous-ensemble de Uy,. Définissons une
coupure de U,, dont la section finissante est formée de tous les
éléments de T, ultérieurs & tous ceux de 4*; la section commen-
cante est formée de tous les autres éléments de T.,. Oette coupure
n’est pas une lacune; par conséquent, elle définit yn oun deux élé-
ments de [7,,. Désignons par le symbole a* I’dlément minimal de
Pensemble ", défini par cette coupure. Pour tout ¢* e A* mnous
avons évidemment *2> a*; identité est exclue, car sinon [4*B*]
ne serait pas une lacune. Pareillement, pour tout élément @* ¢ B*,
nous avons d*>a*.

Alors, tout élément @ e J—H peut étre représenté par la
suite a*={a}s. », définie ci-dessus. Le théoréme est établi.

Soit P un ensemble ordonné, € un systéme disjoint d’inter-
valles et de sous-ensembles de P composés d’un seul point vérifiant
la relation UECP. Seit T,Y deux éléments quelconques de &.
Posons V¥, si <y dans P pour tous les éléments z e X, XCcp
et pour tous les éléments y ¢ T, YCP. Par ce procédé, une relation
d’ordre de ensemble & est définie.

Désignons par le symbole T, Pensemble obtenu de I’en-
semble U, en identifiant les suites {2:}ico,, {¥4}1<w, pour lesquelles
existe un indice d<e, tel que #=y; pour tout Ai<d, x5+ ys=1,
#a27F I, Y2y pour tout 1>4. L’ensemble T, est un continu ordonné.

Théoreme 2. Soit v un nombre ordinal donné quelcongue. Tout
continu ordonné de séparabilité 8, est semblable & un systéme dis-
joint M dintervalles fermés et de sous-ensembles composés d’un seul
point du continu Ta,, Ce systéme vérifiant lo relation U]lT:T%.

Démonstration. Soit M le continu donné et M* Pensemble
de suites transfinies de type o, formées de nombres 0 et 1 et or-
données d’aprés le principe de premisres différences, ’ensemble A*
étant semblable & M d’aprés le théoréme 1; M* est un sous-en-
semble de T, .

Soit @ e M* un élément quelcongue. Désignons par 4 Pen-
semble de tous les éléments ¢ ¢ M* tels que t<a, par B Pensemble
de tous les éléments 2 ¢ M* téls que z>z. ... '
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Si 40, détinissons une coupure de lengempble Ve, dont Ia
seetion finissante est formée de tous les éléments de Vo, ultérieurs
4 tous ceux de 4, la seetion commengante de tous les autres élé-
ments de V,,. Cette coupure définit un seul élément aeV,,, parce
que Vo, est un continu ordonné. 8i 4=0, posons a={t}1<a,, OU
%2=0 pour tout A<w,. Pour tout ¢e4, nous avons ¢ o b l'iden-
tité est exclue, parce que A est dépourvu de dernier élément. Alors
¢<a; pareillement, pour tout deB, on a a<d.

Par un procédé analogne, nous allons définir encore un élé-
ment du continu V., appartenant au couple de sous-ensembles 4, B.
Si B==0, définissons une coupure de V,, dont la section commen-
¢ante est formée de tous les éléments de Vo, antérieurs 4 tous ceux
de B, la section finissante de tous les autres éléments de Ve, Soit b
le seul élément défini par la coupure. Si B=0, posons b={b}sca,
ol =1 pour tout A< w;. Ainsi, comme ci-dessus, nous avons ¢c<b<d
pour tout ¢ed, deB. On a évidemment o<b.

Soibt @=a,b>, si a<bh, et @=(a), si a=b. Désignons par le
symbole M l'ensemble de tous les intervalles fermés @ et de tous
les sous-ensembles @ composés d'un seul point, construits & tous
les éléments x ¢ M*.

On voit sans peine que deux éléments diffévents a, @, ¢ I
sont disjoints et que 'on a UM =F,,. Un seul élément T=g(ux)e M
appartient & tout élément wedl* on a weg(w) et w==m;, entraine
9(®)==g(2,). Si nous ordonnns Penosemble J7 par la régle rappelée
ci-dessus, Papplication g réalise une similitude de M* et .

M. Novék appelle partition du continu O un systéme 9§ d’inter-
valles fermés de O vérifiant les axiomes suivants:

1. Pour XePB, YePB, on 2 XNY=X ou XNY =¥ ou encore
XOY n’est pas un intervalle.

2. CeP.

3. Pour X ¢, deux éléments X, X, P existent tels que
X=X,UX, et X,NX, est un point (appeld point de division).

4. L’intersection de tout systéme décroissant d*intervalles de B
est un point ou un intervalle de P.

M. Novak appelle ordre d’un intervalle ICQ le type du sy-
stéme de tous les intervalles X e contenant I, ce systéme étant
ordonné inversement 3 Pinclusion. I ordre de Pintervalle 7CO étant
d§signé var ofI), Vordre de la partstion P est le nombre ordinal
minimal o) tel que larelation a(I )>a(P) estinexacte pour tout IeP.
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Théoréme 3. v diant un nombre ordinal donné quelcongue, il
existe une partition d'ordre au plus égal & m, & tout continy ordonné
de séparabilité &,,.

Démonstration. Soit M* Ia représentation du continu M
@’apres le théoréme 1, 7 un intervalle fermé quelconque de M*.
11 existe un indice minimal §(I)<w, tel que, pour un couple quel-
conque de points intérieurs de I, s={&2}2:0,, Y={Yi}1co,, ON ait
=y; pour tout A<d, et qu’il existe an moins un couple de dif-
Bérents points intérieurs de I, #={}1<0,, t={lz}1<a,, Pour lesquels
on ait zs=7;. Evidemment, I,CI, implique 6(1,)=0(1,). Définissons
le point de division de lintervalle I par la coupure de I’ensemble
de tous ses points intérieurs dont la section commencante est for-
mée de tous les points w:{‘vz}Kmﬂ tels que #6=0, la section finis-
sante de tous les points Yy={y2}2-u, tels que ys=1. On voit faci-
lement gu’aucune de ces secticns nest vide ni composée d'un senl
point.

Définissons maintenant le systéme P dintervalles fermés
de M* comme suit: Faisons correspondre & M* son point de di-
vision d construit par le procédé précédent; d est un point extréme
de deux intervalles fermés I,. <1I,9) tels que I,UIL =*, I,NI,=d.
Les intervalles I, Toly.dz (<) étant construits pour tout A< a, ol 4;=0
ou iz=1, définisscns les intervalles Tigiy..is..(<ey COMMe suit: Si a est
un nombre ordinal de premiére espéce, construisons 3 Pintérieur
de tout intervalle T ioly..ig..(8<e—y) UD point de division par le procédé
précédent; ce point aivise l'intervalle 11011...1§_..(§<¢_1) en deux in}:er-
valles fermés 7, oty 0G<e)” < Ligty. e 1¢6<ey- Si a est un noxbre ordinal

de seconde espéce, construisons toutes les interseetionsﬂQaI oyl <) 5
olt i;=0 ou bien ;=1 pour £<a. Chacune de ces intersections est
un intervalle fermé ou un point; dans le premier cas, nous le dé-
signons par T, oty g (E<a) Nous continuous & construire jusqu’a un
certain nombre ordinal minimal 9, pour lequel aucun intervalle
Ir‘olx~-ds-~-(§<~9) n’existe. Le nombre « sera appelé indice de Dinter-
valle Ty 1, (1<e)- )

La démonstration du théoréme 3 résulte de trois lemmes qui
peuvent étre facilement3) démontrés.

% XCO, ¥CO étant deux intervalles fermés du continu ordonné ¢,
Jéeris X+ <7, si x<y dans O pour tout couple de points intérieurs xe X, ye¥.
Cf. Novik, 1. e. sub 3).
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102 M. Novotny.

Lemane 1, Pour tout I = Ipy..ip iy € P nous avons a<o(I).

Puisque a<<d(I)<w,, il résulte de ce lemme que lindice «
de Pintervalle arbitraire I iptgiy(a<ey AU Systéme P présente la pro-
Priété o< wy.

Lemme 2. Pouwr que deuw iniervalles différents Ligiynigiacay
Tpipedp-i<py du systéme P présentent la propridié Tigtytyiace) C
CIpista<e, B faut et il suffit que a>p, ir=1{, pour tout A<p.

Lemme 3. Pour que deuw intervalles Tpgy s, cas Ly toa<s),
du systéme P aient un seul point commun, il faut et il suffit qu'il
ewiste un nombre ordinal 6 <min(a,B) tel que iy=7; pour tout 1< é,
ts+ja=1, tazk1s pour tout A vérifiant la relation S<A<a, j,4=js pour
tout A wveérifiant la relation §<Ai<§p.

D’apréds les lemmes 2 et 3, dans tout couple d’intervalles du
systéme P ceux-ci sont disjoint ou n’ont qu’un seul point commun
ou encore I'un d’eux est sous-ensemble de Vautre. Par conséquent,
le systéme P vérifie 'axiome 1. Les axiomes 2-4 sont vérifiés d’apres
la, définition du systéme P; alors, P est une partition. L'ordre de
Pintervalle I=Ty 1, < est égal & son indice g, car tout inter-
valle du systéme P contenant Pintervalle I et différent de I peut
8tre éerit sous la forme 7 Joitedz<gyy OU f<a et dy=j, pour tout A< p
a’aprés le lemme 2. Alors, Pordre de la partition o) est au plus
égal & o, d’aprés le lemme 1.

" Nous avons construit une partition du continu M* d’ordre < wyp;
la similitude de 31 et M* entrafne facilement Pexistence de la par-
tition du continu M d’ordre <w,.
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On the Concepts of Completeness and Interpretation
of Formal Systems. "

By

G. Kreisel (Reading).

Introduction.

1. When in the history of mathematics new methods of proof
or new concepts were introduced, e. g. the duality principle in geo-
metry, complex or continuous variables, doubts often arose about
these methods; that is, doubts whether the methods had the pro-
perties which were expected of them. To resolve these objections
required two pieces of work: stating what conditions the new
methods had to satisfy, and deciding whether they did. These two
problems have often been called the problem of giving foundations
for the new branch of mathematics.

Now, the properties which one.needs in a mathematical sys-
tem, naturally depend on the applications for which the system is
intended, and often one system has many interesting applications,
either in mathematics or outside it a8 a scientific theory. It is there-
fore natural that the problem of foundations should have been
formulated in quite different ways.

2. Hilbert decided that the problem should be formulated as
the consistency problem, that is, the new system should be formal-
ized so that the idea of ,,provability in the system” is made precise,
and it should be established (by suitable methods) that not all
formulae of the system are provable. This decision is readily mo-
tivated by the use of a formal system as a seientific theory (see
e. g. [1], § 6); Hilbert’s special interest in this formulation is per-
haps due to the fact that his first logieal investigations concerned
Euclidean geometry, which is traditionally applied as a theory of
a certain branch of physics. . ‘ .
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