Un lemme sur les F,
Par
B. Knaster et M. Reichbach (Wroclaw)
Soit & un espace métrique compact. Tout ensemble fermé FCE

de dimension n >0 se laisse représenter, d’aprés un théoréme de Men-
gerl), comme somme finie d’ensembles fermés de diamétre aussi petit

que Ton veut et tels que les parties communes de queleconques d’entre

eux, ot 7=1,2,...,n--2, sont de dimension n—7r+1 au plus 2). Nous
ferons plusieurs fois Pnsage de ce théoréme sans le citer désormais ex-
pressément.

I v a des guestions3) dans lesquelles la propriété suivante des
ensembles ¥, s’impose comme un lemme assez naturel, sinon indispen-
sable pour la solution, et que nous n’avons pas trouvé dans les traités:

Lemme, Tout ensemble @CE de dimension n=0 qui est un F; se
laisse représenter comme somme d'une suite (infinie) d’ensembles compacts
{F,} de diaméire aussi petit que V'on veut et tendant & 0 avec v—»oo, toute
partic commune de r queleongues dentre eux, ot r=1,2,...,n+2, éfant
de dimension n—r+1 au plus.

En voici la démonstration:

Soit (D..) la propriété en question. D’abord, étant donné un &>0,
Pensemble @ est somme d’une suite d’ensembles compacts de diamétre
inférieur & ¢ et tendant & 0. 11 suffit, en effet, de représenter le i-&me
sommande compact de @ comme somme finie d’ensembles compacts de
diamétre inférieur 4 ¢/i par exemple et de transformer en une suite simple
la suite double ainsi formée. On pent donc¢ admettre que

(1) =Py,

=1
(2) @) <e pour i=1,2,..,
3) lim 6(®;) =0,

1) Voir [1], p. 156. :
?) Voir {2], p. 181, condition Dp.
%) Voir par exemple [3], p. 18 (cas n=0).
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P—1
oft @; sont des ensembles compacts. Posons d;=®;— ) @;. On a alors
=1 .

en vertu de (1), (2) et (3)

(4) @:E-Ji:
=1
(5) 6(d)<ce pour i=1,2,.5,
(6) lim §(;) =0,
i>oo
(7 Ap ;=0  pour izEj.

Il reste done¢ & décomposer convenablement chacun des ensem-
bles 4;, qui sont, par définition, des différences d’ensembles compacts.
Nous allons nous servir & cet effet du théoréme suivant, di & C. Ku-
ratowski:

(1) Etant donnée, dans un espace compact E de dimension n, une
suite (finie ou infinie] d’ensembles fermés {@;} tels que
(8) dim (Q; - Qs - Q) <n—s powr tout systéme de s=1,2,..,n+1

indices distinets,

il existe pour tout & >0 wne décompasition finie de E en ensembles fermés

(9 E=F,+F,+~..+F

tels que O(Fy)-<e pour tout k=1,2,...,1 et

(10) dim (@, - Qjp----- OJ}'st—:rka:—;-z-"“'Fkr) <n—r+1 pour tout systéme
de r=1,2,..., n+2 indices distinets dont 5x=10,1,...,1.

En effet, {P;} étant une suite queleonque @ ensembles fermés, il

existe 4) une décomposition (9) de E en ensembles fermés tels que
(11) dim (P;-Fy - Fr,- .- Fr )< dim (P;)—t+1 pour t=1,2,..,dim(P;) +2.

Rangeons en uue suite Pespace E, tous les Q; ol j=1,2,... et les
produits d’au plus n +1 ensembles Q. (s, ..., et désignons par P; le j-éme
terme de cette snite. Quel que soit j=2,3,..., on a done par définition
Pj=0Q;, - Qjy* .-~ @, pour un systéme de s=1,2,..., n -1 indices distinets
et dim (P))<<n—s en vertu de (8). Il en résulte en vertu de (11) que

dim (@, - Qj, - ()js-.If’kHl-,F;‘S‘_HA...~Fkl_) <(n—8)—(r—s8)—l=n—r-+1,

cest-d-dire la theése (10), qu’il s'agissait de déduire.

4 Voir [4], p. 58, théoréme III, 1. Pour le cas particulier olt la suite {F7} est
finje (le seul que nous aurons A appliquer dans la suite), voir aussi [1}, p. 170.
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Le théoréme (T) permet d’établir la propriété (d.) suivante des
différences @’ensembles compacts:

(d..) Etant donné dans &F un ensemble quelconque 4=4-—B ok A et B
sont des ensembles compacts, 4-B=£0 et dim (4)<<n, il existe powr tout
e>0 une décomposition de A en ensembles compacts, J=2Fk, tels que

k=1

(12) F)y<e pour k=1,2,..,
(13) lim 6(F%) =0,
koo
(14) dim (Fy - Fry-ooo - Fr ) <n—1+1 pour tout systéme de r=1,2,...,n-+2
indices distinets.

Pour le montrer, nous allons procéder par induction. Décompogons
Pensemble A4, =4 en une somme finie d’ensembles compacts

(15) Ay =F + Pyt 4T,
tels que Ia partie commune de  quelcongues d’entre eux, olt #=1 32,0, n 42,

soit de dimension n—r+1 au plus et que le diamétre de chacun d’eux
soit inférieur &

(16) e;=min [&/2, max o(p, B)],
nsAl

o désignant la distance. Par conséquent la somme

(17) Dy =F 4 Fy+..+Fy

de ceux qui sont disjoint de B est un ensemble compact non-vide. Il en
est de méme de la somme de ceux qui restent; désignons-la par 4,. I1 est
facile de voir que les ensembles By, Fy,...,F,, , A, satisfont & (14). On n’a,
en effet, & envisager que le cas ol Fp =4, Cet ensemble étant par dé-
finition une somme finie d’ensembles compacts dont chacun a avec l'en-
semble Fy -Fy,-... “Fy,_,, ol les indices sont des entiers positifs distincts
et au plus égaux 4 iy, une partie commune de dimension —r +1 au
plus, ensemble If"k1~Fk2~...‘11"kr_l»A2, comme somme finie de ces parties
communes, est encore de dimension n—r-41 au plus. La propriété (14)
de la décomposition

(18) ‘41=F1+F2—‘,—...—;—F,,,1+A2
est ainsi établie. Il en résulte que les ensembles
(19) Q;=F;-4, ou j=1,2,..,m,

sont tout au plus de dimension n—1 et quils satisfont a (8), car

O Qs e Q= (Fy - Ag) - (Fy- Ay)- .. (Fy Ag) =Fy - By By Ay,

dolt dim (le-sz-...’ij)gn——(s +1)+1=n—s. En méme temps, tous les

Q o j=1,2,.. m, sont, en vertu de (19), contenus dans l’ensemble
compact A,.

o .
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Il existe done, en vertu du théoréme (T), en ¥ posant E=4, une
décomposition finie de cet ensemble en sommandes compacts

(20) 4, =:le+1 FFpipo e +Fy,

assujettis & (10) pour les indices k,yq,k ..,k, prenant des valeurs

s2y .

my+1,m 42,01, le diamétre de chaque sommande étant inférieur é,'
(21) ey=min [sy/2, o(Dy, B)J2, max o(p, B)}

Par conséquent, la somme o
(22) Dy=Fp p1+Fmg2+ ...+ Fp,

de ceux qui sont disjoints de B est un ensemble compact non-vide, de
méme que la somme 4, de ceux qui restent.

Or, la propriété (10) de la décomposition (20) a pour effet que la
décomposition .

(23) D1—§—_D2=F1+F2~;—...—{—F,,,1+Fm —Ll+~--+Fmg

-t

satisfait & (14). On n’a, en effet, & envisager que le cas oiL s premiers
facteurs de I’ensemble Fkl'Fkg'---'Fkr sont des sommandes de D, et les
autres — de D,. Mais alors, quel que soit {=1,2,...,s, on a

Fii'Fk.c+1'F":+2"“'FerFJ‘i'D‘—’CEi'AB:QJi
d’apres (22), (20) et (19). Il en résulte que

By - Fjy- o By 'st+1'st+2' e B C Q- Gy Qs F"s+1'F"s+2' v e,
eb, la dimension de cet ensemble ne dépassant pas n—r-+1 d’aprés (10),
la propriété (14) de la décomposition (23) se trouve établie.

Notons que

(24) 4,-Dy =0,

la distance entre les points de 4, et ensemble B étant par définition
inférieure & &, donc & celle entre D, et B en vertu de (21).

Admettons & présent que les ensembles compacts Az, De et les
nombres &, aient été définis pour un % de maniére que les conditions
suivantes soient satisfaites: :

(25) Ap=Dp+Ar.q,

(26) Dy B=0 et Agq-BDA-BAO,
F—1

(27) Ak+1'_2:;-Dj:0a B
e

(28) D] +Dz+ -~-+Dk=F1+F2+~-+Fm + .. +Fm2+~-~+ka7

1
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(29)9) ex=min [&1/2, o(Dx—1,B)/2, max o(p, B)],
peAy

(30) HF)<e pour j=mgg+1, Mp g+ 2,0,

(81) les sommandes du membre droit de la décomposition (28) ont la
propriété (14).
Posons

(32) Qi=F;- Ay ot j=1,2,..,my

eb Ay =Fp oy Fmpgat e +F,k+1 ot les F; pour d="n+1, My~ 2, ..., byq
sont des ensembles compacts, assujettis & (14) et de diamétre inférieur &

(33) 6x41=min [ex/2, o(Ds, B)/2, max o(p, B)].
. Pedppy
Alors 1a somme

(34) Dk+1 :lﬂmk+1 +ka—i—2 + . +Fnlk+1

de ceux qui sont disjoints de B est un ensemble compact non-vide, de
méme que la somme d,;, de ceux qui regtent. Les conditions (25) et (26),
en y remplagant k par k41, se trouvent donc satisfaites. Il en est de
méme de la condition (27), car d’une pa}:rbl la condition (25), établie pour
k+1, entraine A;.,Cdsyy, dolt Ak.’_g‘E‘Dj:(j d’apres (27), et d’autre
part on a Ap.-Dy=0, puisque la distailce entre les points de 4.y, et B
est par définition inférieure & ey, done & celle entre Dy et B en vertu
de (33). La condition (28) pour % -+1 résulte de la méme condition pour %
en vertu de (34) et la condition (29) pour k-1 résulte directement de (33),
qui entraine aussi la condition (30) pour k-+1. Enfin, la démonstration
de la condition (31) pour k+1, c’est-a-dire de la propriété (14) pour (28)
avec k-1 au Heu de %, ne différe de celle pour (23) que par l'emploi
de (32) au lieu de (19) dans le raisonnement.

Les conditions (25)-(31) étant satisfaites pour k=1 et 2 en vertu
de (15)-(18) et (20)-(24), les suites {4x}, {Dx} et {s} assujetties & ces con-
ditions pour tout k=1,2,... se trouvent ainsi définies.

Or, on a
(35) A= D.
k=1
En effet, 4-BC[[ A, en vertu de (26) et
k=1
(36) lim e =0
k>

*)} Lorsqu'on n'exige pas que tous les sommandes Fy de A soient d’emblée non-

vides, les formules (16), (21) et (29) peuvent &tre simplifiées en les remplagant par,

Tégalité g,= 2/2¢ pour.k =1,2,... Toutes les auntres formules restent alors vraies et les
Fy vides peuvent &tre €liminés collectivement & la fin de la démonstration (remarque
de C. Kuratowski).
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en vertu de (29). Par conséquent 4.8 = IT 4, puisque la distance entre

. =1
les points de 4, et B est par définition inférieure 4 & et B est compacet.
On a donc

K=

(87) Ad=d—B=A—[[d,= 3 (4—4, ),
k=1

-

car 4 =4, par définition et la suite {dx} est descendante en vertu de (23).
11 g’ensuit en outre de (25) que 4;—4,.,CD;, dol

(38) 2 (A—4,4)C Y Dy,
k=1 k=1

et que DyCd,, d’ott DyCA, done Y DCA et par suite S DyCA—B en
P! =

vertu de (26). L’égalité (35) en résulte en vertu de (38) et (37).

Les formules (35) et {28) établissent la décomposition de 4 en en-
sembles compacts Fy,F,,...,F), ... (sommandes des I dans leur ordre
naturel) qui satisfait & (12) en vertu de (16) et {29), & {13) en vertu de
(30) et (36), enfin & (14) en vertu de (31). La propriété (d.) de .1 est
ainsi démontrée.

La démonstration de la propriété (D..) de @ s'achéve i présent
comme il suit. Vu (4), considérons pour tout .1, oi i=1,2,... une dé-
composition )

(39) di=Fy+Fp+. ..+ Fyi ...

conforme & (d), en prenant pour & dans (16) un nombre inféricur i o(d;)
(lorsque 6(4;) >0). Alors, un 4 >0 arbitraire étant donné, il n'y a en
vertu de (6) qu'un nombre fini des .1; qui contiennent des sommandes
Fy. de diamétre dépassant 4 et, en vertu de (13), le nombre de tels som-
mandes dans chacun de ces 4; est également fini. En rangeant donc la
suite double {Fy} en une suite simple {F.}, Pinégaiité &(F,) > ij ne pent
se présenter que pour un nombre fini des valeurs ¢ ». La suite {8(F.)}
converge donc vers 0 avee »-+oo. Quant & la dimension des parties com-
munes de r sommandes F,, elle est déterminde par {31) lorsqu’ils font
partie d'un méme 1; et elle est nulle en vertu de (v) toutes les fois que
deux d’entre eux font partie des .I; différents. Elle satistait done dans
les deux cas 4 la derniére theése du lemme, c. q. f. d.

Ajoutons quatre remarques:

1. Le lemme subsiste évidemment lorsque @ est en particulier un
ensemble compact; aussi est-il aisé d’y adapter la démonstration. Soit,
en effet, F, un sous-ensemble quelconque d'un tel @, de diametre infé-
rieur & ¢ et compact (composé d’un point par exemple). Alors @ —F,
Fundamenta Mathematicae T. XL. 12
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est un F, dont la déeomposition &—F,= >'F, engendrée par la pro-
=1 (==}
priété (D) fournit immédiatement celle de @, & savoir &= 3 F,, qui
=0
a trivialement la méme propriété.

2. La propriété (d..), établie pour les différences d’ensembles com-
pacts, est plus faible que (D..), car dans la thése (14) de (dw) le nem-
bre a désigne la dimension de 4 au lieu de celle de 4, qui peut étre infé-
rieure. Toutefois la propriété (D..) de A — c’est-a-dire avec n==dim (4)
dans (14) — résulte du lemme a posteriori, toute différence (’ensembles
compacts étant un F.

3. On a le corollaire:

G,Gy,...,G; étant des ensembles ouverts dans un ensemble compaci
ACH, disjoints dewxr & deur et ayant les dimensions

[E163) Hy < Re< . <Wy<dim(4A)=n
respectivement, il existe pour tout e >0 une décomposition de A en une suite

o
infinie densembles compacts, =23 Fy, assujettis aux conditions (12)-(14)
£=1

et aur deux suivantes:
(41) tout Fy est contenu soit dans un G ol i=1,2,...,j, soit dans Uen

F
semble compact B=A—3, G,
=

(42)  dim(Fi, -Fry-.o. - Fr) <y—r +1 pour tout systéme de r=1,2,... ;n;+2
indices distincts appartenant aux sommandes de G;.

On n’a, en effet, que d’appliquer le lemme & chacun des Gy, olt
i==1,2,...,j, séparément, tout sous-ensemble ouvert d’un ensemble com-
pact étant un F,.

La décomposition de P'ensernble compact B peut é&tre, & volonté,
finie ou infinie (suivant la remarque 1); la condition (14) ne se laisse

J
pas améliorer pour lui, car on a nécessairement dim (B)= dim (4 — 3 @) =n
en vertu de (40). =

La condition (42) reste évidemment valable & plus forte raison
lorsque i est le plus petit indice powr lequel &, contient un facteur de
Pensemble Fy - Fr,-...-Fy , puisque cet ensemble est vide en vertu de (41)
toutes les fois que deux de ses facteurs sont des sommandes de deux @G
différents, done disjoints par hypothése; il en est de méme lorsque 'un
des facteurs est un sommande de B.

4. La formule (24) et sa généralisation (27) ne sont pas indispen-

sables pour la démonstration du lemme, mais ont été établies en vue de
Papplication qui suit. .

icm
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Si Pon renonce & la deuxiéme thése du lemme, cest-a-dire
2 lim §(F,)= 0, tout en conservant la premiére (la présence des 6(F,) aussi

= 00

petits que Pon veut, done des suites partielles {Fy} telles que lim &(F,,)=0),
s

on peut remplacer la troisiéme thése, & savoir qui concerne la dimension
des parties communes, par la suivante, qui est manifestement plus forte:

toutes les parties communes de r=2 sommandes étant de dimension n—1
au plus et celles de r>=3 sommandes étant vides.

Il suffit, en effet, de remplacer (39) par la décomposition
Ai=Dy+Dp+...+Dy + ... — c'est-a-dire conforme & (35) — et de ranger
la suite double {Dy} en une suite simple {D,}. Alors la décomposition

i

&= Y D, satisfait 4 la premiére thése du lemme en vertu de (5). En

=1
méme temps,
Di k 'Dx' kvlCDik ° Alk~:~1

= (Fimy_gt1+Fim_yrot oo TFim) - Aipa = 2 @

en vertu de (34) avee k au lien de k-1 et de (32). Il en résulte tout
comme pour les ¢; figurant dans (19) que dim(Dy;-Djpr)<<n—1. Par
contre, D;;D;;11CDij-Aippa =0 pour tout j=1,2,...,k—1 en vertu de
(27) et Dip-DjprCA;-4;=0 pour i==j en vertu de (7). La variante du
lemme est ainsi établie.

Elle subsiste, évidemment, aussi pour des ¢ compacts (voir la
remarque 1).
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