Notion d’homogénéité
et prolongements des homéomorphies
Par
B. Knaster et M. Reichbach (Wroctaw)

1. Un ensemble % est dit homogéne (au sens topologique) lorsque
pour tout ecouple a,b de ses points il se laisse transformer en lui-méme
par homéomorphie (e’est-a-dire par fonetion biunivoque et bicontinue)
de fagon que & passe en b. Il sagit dome d*une homéomorphie & telle
que W(E)=FE et h{a)=01). )

La notion d’homogénéité se laisse graduer de diverses manieres.
On 2 étudié les ensembles bihomogenes, & savoir en soumettant Phoméo-
morphie h aux conditions h(a)=10 et h(d)=a simultanément. On peud
exiger anssi Pexistence d'une homéomorphie kb qui transforme un couple
de points de F en un autre, les deux couples étant arbitrairement don-
nés d’avance (homogénéité au degré 2), ou bien un triple en un triple et
ainsi de suite, enfin un sous-ensemble dénombrable fermé de E en un autre,
bien entendu homéomorphe & lui et également arbitraive (homogénéité
au degré xy). On peut aussi combiner les deux gradations. Ainsi la droite,
par exemple, est homogéne au degré 2, la eirconférence I'est au degré 3
et le plan — & tout degré fini; tous les trois ensembles sont bihomogénes
an degré 1.

Quel est le degré @’homogénéité du discontinu de Cantor C, qui
est — comme on sait —un ensemble homogéne contenant des images
homéomorphes de tous les espaces séparables de dimension 0? Ce degré
dépasse-t-il ceux définis plus haut? Plus précisément, deux sous-ensem-
bles fermés P et @ de €, homdéomorphes et non-denses dans C étant

arbitrairement donnés, est-ce que toute homéomorphie h(P)=¢ se laisse

prolonger & une homéomorphie 7*(C)=C"

Le probléme posé ainsi par Pun de nous (Knaster) a été résolu
affirmativement par C. Ryll-Nardzewski (voir le corollaire 2). Sa dé-
monstration 2), eongue en termes de 'algébre de Boole, n’est pas encore
publiée. Une démonstration topologique, trouvée plus récemment par

o 1) Yoir {1, p. 80. Pour les applieations aux groupes topologiques, voir ibidem,
p. 82

2} présentée 4 Ia séance du 30 novembre 1851 de la Bociété Polonaise de Mathé-
matique, Section de Wroclaw.
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T'autre de nous (Reichbach), nous a conduits & des généralisations
concernant les.prolongements des homéomorphies (voir les théorémes 1 et 4)
et entrainant quelques conséquences nouveiles sur les ensembles donb
la partie clairsemée n'est pas vide (voir en particulier le théoréme 5 et
Ie corollaire 5). Tels sont les principaux résultats exposés dans 1a suite.

2. Nous n’aurons & considérer que les espaces métrignes séparables
et leurs sous-ensembles. Tous les discontinus (c’est-2-dire ensembles par-
faits de dimension 0) étant homéomorphes, la lettre C, avec ou sans
indice, désignera désormais un discontinu quelconque. Enfin, & désignera
partout une homéomorphie et h* — son prolongement.

Un ensemble P sera dit compact du c6té dune suite densembles (U}
lorsque P contient, pour fout i=1,2,.., un point p; tel que

. Q(ITiipi):('(Ui)P}f
o désignant la distance, et que la fermeture de ’ensemble de ces points
est.un sous-ensemble compact de P. Tout P compact est évidemment
compact du coté de toute suite d’ensembles.

TUne homéomorphie h(P)=¢ étant donnée, nous dirons que deux
suites d’ensembles, {U;} et {V;} concourent vers les ensembles P eb @,
supposés compacts du cité de ces suites respectivement, lorsqu’elles
g'en approchent -indéfiniment et satisfont amx deux conditions symé-
triques suivantes: ‘

(I) 1L existe pour tout i=1,2,... un indice j= f(#) tel gue

() i;s=i, entraine f(i))=f(f2)
(i) V@ est homéomorphe & Ui,
i) o( Ui, p1) 2 o[V, MpD)-

(IT) 11 existe pour tout j=1,2,... un indice i=g(j) tel que

(iv) ji#~j. entraine gli)7=9(iz)
(v) U, est homéomorphe 4 ¥,
(vi) o(Vy,07) = el Uyan B ()]s

les ¢; étant définis d'une fagon analogue aux p;.

Théoréme 1. Hypothéses: Soient M et N des espaces métriques
séparables,

) PCHM, Q=HhP)CN,
(2) M—P=3T N-@=2T;,
i=1 =

ot les ensembles U;, de méme que les ensembles V;, sont fermés-ouverts,

disjoints dewr & deux et de diamitre tendant & 0,

(3) P et @ sont compacts du cbté des suites {U;} et {Vi} respectivement
et ces suiles concourent vers euL.
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Thése: I eriste une homéomorphie W (M)=N qui est un prolon-
gement de h.

Démonstration. Les conditions (I) et (II) étant satisfaites en
vertu de (3), la fonetion f, qui transforme l’ensemble I des valeurs de ¢
(done Iensemble de tous les entiers positifs) en un sous-ensemble de 1’en-
semble J=1I des valeurs de j, est biunivoque d’aprés (i). 1l en est de méme,

d’aprés (iv), de la fonction g, qui transforme J en un sous-ensemble de I.

En vertu d'un théoréme de Banach?), ces fonetions donnent done lieu
aux décompositions simultanées

(4) I=I-+1", J=J +J,
chacune en sommandes disjoints et tels que
(3) J'={I,  I"=g(J").

Décomposons conformément & (4) et (5) chacune des suites {U;}
et {V;} en deux suites partielles disjointes ’
(6) U ={U} +{Ur},  {Vi}={r} +{Vp}
en convenant que
(7 relly  Megld”),  JefI'),  jTed".

Soit ¢ la fonction qui transforme U, en Ve par homéomorphie
et qui existe en vertn de (ii). Les ensembles Uy, de méme que les en-

sembles Ty, étant ouverts et disjoints deux & deux en vertu de (2),
la fonetion ¢ définie par la condition

(8) g(x)=qr(x) pour xrely
est une homéomorphie transformant "= Y U, en V'—= 2 ¥p. On a done
iel” Fefny
w(T)=V".

Soient, pareillement, 4y~ Ihoméomorphie de Vie en Ugpym qui
existe en vertu de (v) et y celle de V= Y Vieen U= ) Uy, détinie
W

par la condition ’ v
{9) wy)=yr(y) pour yeV;
on a done

(V) =T

La fonction
(10) k=] #@  pour zel,
H"‘l(.r) pour zel"

3) Voir [2] et (31
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est une homéomorphie de M —P en N— @, puisque
M—-P=U"+T", NeQ=V"+1"

Q’aprés les formules (2), (6) et les définitions des couples U, 17" et
V', 7", les termes de ces couples étant des ensembles onverts tels que
U'-U"=0=V"T" en vertu de I’hypothése (2).

Les ensembles M —P et N — @ étant ouverts en vertu de la méms
hypothése, les ensembles P et Q= h(P) sont fermés. 11 reste done 2 mon-
trer que la fonction

h{x) w el
(11) () :] (x) po re P,

| k(z) pour weM—P
est bicontinue aux points de I —P.P.

Soit {x,} nne suite de points de M —P, convergente vers un point
p eP. Donc
(12) : 9('lfn7p)<"“-

Les ensembles U; étant fermés en vertu de (2), il résulte de (12) que

. (13) ZneU; pour une infinité de valeurs de i,.
in

En vertu de I'hypothése (3), les ensembles U; s'approchent indéfi-
niment de P d’aprés la définition de la concurrence, d’oll

(14) o(Ussps,) >0

d’aprés la définition des points p;e P, qui existent en vertu de la méme
hypothése. En vertu de ’hypothése (2), on a en méme temps &(U, )0,
8 désignant le diamétre; il s’ensuit en vertu de (13) et (14) que o(z,,ps,) =0,
ce qui entraine en vertu de (12) que o(p;,p)—0 (loi dn triangle). Ainsi
la suite {p;} de points de P converge vers le point p. Par conséquent,
h étant une homéomorphie définie dans P d’aprés (1), la suite {A(p;)}
de points de @ converge vers le point k(p)eQ:

(1) o[(p;,), h(p)]—0.
Partageons la suite d’ensembles {T; }, conformément & (6), en deux
suites partielles disjointes
(U y =AUy} +{U

et considérons d’abord la suite partielle de {z,} formée de points @, eUy,.
En vertu de (3), nous pouvons appliquer (iii) et en conclure d’apres
(14) que

(16) o[V, Mpi)1—0.
Vu (13), on a conformément & la définition des fonctions ¢y, et & {8)

a7 a(@n) =g, (@) € Vra-
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Comme §(Vy,)—0 en vertu de (2), il vient d’aprés (16) ef (17)
olg(ar), h(p:)]—0, Aot en vertu de (15)
(18) ole(@), i(p)]—0
(loi du triangle). Il est ainsi établi que (12) et (13) entrainent (18); en
d’autres termes, p étant un point de P,
(19) o(z,,p)—~0 entraine gle(x),h(p)]—>0 pour @, eUy,
c’est-a-dire que.' .
(20) o(@n,p)—>0 entraine o[h*(x,), ¥*(p)]— 0
en vertu des définitions (10) et (11) de %k et .

Notons qu’il résulte de (19) par raison de symétrie, en remplacant
(i)-(iii) de (I) par (iv)-(vi) de (II), que ¢ étant un point de @,
(21)  oyiyg)—>0 entraine o[y(y;),h ()]0 pour y eV

Considérons & son tour Vautre suite partielle de {z,}, formée de
points xe Uy, Quel que soit n=1,2,..., il existe d’aprés (5) et (7) un
j"ed" tel que i;=g(j;). Conformément & la définition de y;» et & (9),
on a done

(22) & =p(yx) = ()
pour un point
(23) Yne Vi

Soit ¢;7 le point de @ le plus proche de Vs un tel point existe,
Q étant supposé compact du coté de la suite {V;}. Pour la méme raison,
@ contient la fermeture F de I’ensemble F des points de la suite {a}
et F est un ensemble compact. Nous allons montrer que Pensemble F—F
se réduit & un seul point, & savoir au point h(p).

Soit, en effet, ge F—F. Il existe donc dans F une suite partielle
de {g;7} qui converge vers ¢. Convenons de la désigner de méme par {g;"'}
pour ne pas compliquer les notations. On a done

(24) o(g5,0) 0.

En vertu de (3), les ensembles Vi2 s’approchent indéfiniment de @
Q’aprés la définition de la concurrence. On a done

n

(25) oV305) 0.

En vyert,u de (2), on a en méme temps (V) = 0. 11 s’ensuit d’aprés
(23) et (25) que g(y,',’,q,;')—>0, ce qui entraine en vertu de (24) que

(26) o{¥ng) >0
(loi du triangle) pour la suite partielle de {yn

N N . } qui vient correspondre
2 la suite partielle considérée de {g;" F P

#}- On conclut de (23) et (26) en vertu
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de (21) que o[w(yx),F ()10, cest-d-dire que o[z}, k()] —0 en vertu
de (22), d’ott Y (g)=p en vertu de (12), les points x, considérés for-
mant par définition une suite partielle de {z;}, donc de {z,}.

Il est ainsi démontré que geF—F entraine ¢=h(p), c’est-a-dire
que F—F=h(p), ce qui revient d’aprés (26) & la convergence de la suite
{y:} vers le point h(p). Vu (22), nous pouvons done écrire

oy, p)—+0  entraine = ofy—2(x;),h(p)]—0,
c’est-d-dire

(27) o(xy,p)—=0  entraine ofh¥(a),F*(p)]-—+0

en vertu des définitions (10) et (11) de % et A*.

En résumant (20) et (27) pour la suite {z,} tout entitre, la con-
tinuité de la fonetion k* aux points p de M —P-P se trouve ainsi établie.
La démonstration de la continuité de la fonction inverse h* ™ aux mémes
points (évidemment superflue dans le cas particulier oft M est compact)
est tout-a-fait symétrique.

Le corollaire suivant montre comment I’hypothése (3) du théo-
réme 1, qui vient d’étre établi, est applicable dans un cas moins général
dont nous aurons constamment besoin dans la suite:

Corollaire 1. Les hypothéses (1) et (2) étant satisfaites et les suites
{U:} et {V;} Sapprochant indéfiniment de P et @, Uhypothése (3) est aussi
satisfaite toutes les fois que la condition suivante se trowve réalisée avec
sa symétrique:

(28) Il ewiste pour tout i=1,2,... uh point p; et une infinité de valeurs
de j telles que
(vii) o( Uiy p1) 2 o[V}, h(pi)]

el pour lesquelles les ensembles V; sont homéomorphes & Uensemble U;.

Il s’agit, en effet, de montrer qu’en admettant (1) et (2), la con-
dition (28) entraine (3). Par raison de symétrie, on peut se borner & dé-
finir la fonction f(7) assujettie & (I), ce qui est facile & faire par une simple
induction.

Soit f(1) 'indice j le plus petit satisfaisant & (vii) et tel que V; est
homéomorphe & U;; un tel j existe en vertu de (28) et satisfait évidem-
ment & (ii) et (iii) pour ¢=1. Reste & définir f(n) en admettant les pro-
priétés (i)-(iii) de f(f) pour ¢=1,2,..., n—1. Soit f(n) le plus petit j >f(i),
oll i=1,2,...,n—1, parmi ceux satisfaisant & (vii) et pour lesquels V;
est homéomorphe & U,; existence d’un tel j est encore postulée expli-
citement dans (28) et il satisfait non seulement & (ii) et (iii), mais évi-
demment aussi & (i) pour %, et 4, parcourant les valeurs 1,2,...,%. La fone-
tion f(7) conforme & (I) pour tout i=1,2,... est ainsi définie.
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Remarque 1. Nous n'aurons & appliquer le corollaire 1 qu’aux
ensembles U; et V; homéomorphes entre eux, & savoir fermés-ouverts
dans C ou se réduisant & des points individuels. Il en est toujours aingi
pour M et N comphets (pas nécessairement parfaits) de dimension 0,
mais une situation analogue peut se présenter aussi pour M —P et N —Q
de dimension positive, formés par exemple d’une infinité de compo-
santes fermées-ouvertes, homéomorphes et de diameétre tendant & 0 (voir
la remarque 5).

Théoréeme 2. PCM=C, e QCN=C, btant des ensembles non-
-denses tels que P=P=£0 et h(P)=0Q), il existe un prolongement h*(Cy) =, de h.

En effet, ’hypothése (1) du théoréme 1 est alors satisfaite. II
sagit donc de montrer que les hypothéses (2) et (3) le sont éga-
lement.

M—P et N—¢, comme sous-ensembles ouverts des discontinus,
sont des sommes d’ensembles fermés-ouverts disjoints et non-vides T,
et V;, puisés de leurs hases (au sens de Paxiome V de Kuratowski)
respectivement *). P et @ étant non-denses et non-vides, ces sommes
sont infinies et le diamétre de leurs sommandes tend 4 0. On a done (2).
En méme temps, ils s'approchent indéfiniment de P et ), qui sont com-
pacts du cdté des suites {U;} et {V;} respectivement, car ils sont des
ensembles compacts; il en résulte en particulier I'existence des points p;
et ¢; pour toutes les valeurs de ces indices. Q=0 étant, comme sous-
-ensemble fermé et non-dense de C,, la frontitre de I’ensemble ouvert

C,—Q =j>:" V;, il existe pour tout point ge@, donc en particulier pour
=1

le point g=h(p;), un j satisfaisant & (vii). Enfin, fous les ensembles fer-

més-ouverts non-vides des discontinus étant homéomorphes (comme

parfaits de dimension 0), on conclut que la condition (28), qui entraine (3)

en vertu du corollaire 1, se trouve réalisée avec surplus. I1 en est de méme,

et pour les mémes raisons, de sa symétrique. Reste & appliquer la thése
du théoréme 1.

Corollaire 2 (Ryll-Nardzewski). PCC, et QCC, &ant tels que

P=P, Fr(P)£0, (P)=Q et
(29 H[Fr(P)]=Fr(Q),

il existe un prolongement *(C)=C, de h.
Il suffit, en effet, d’établir Vexistence d:

—~

un prolongement

(30) C—P)=C,—Q

de Yhoméomorphie KP)=0, 1a coincidence de h* avec elle
tidre Fr(P) étant alors assurée par (29)

4 la fron-

%) Voir [1], p. 131 et 166.
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Comme P=P et Fr(P)#Q, ou a C,—P=£0 et Fr(P)CP, don

(31) Fr(P)-(C,—P)=0.
L'identité Fr(P)=P.-C,—P (définition de la frontiére ) entraine
Fr(P)CC,—P. 1 en résulte que Fr(P) est non-dense dang C,—P, puisque

déja lensemble non-vide C;—P, qui est contenu Qaprés (31) dans le
complémentaire de Fr(P), est trivialement dense dans C.—P. Comme
fermeture d’un sous-ensemble ouvert non-vide du discontinu G, P'en-
semble C;—P est un discontinu. Enfin, une frontitre est toujours en-
semble fermé par définition. Toutes ces propriétés se transportant par
P’homéomorphie h(P)=@, il reste & poser

M*=C—P=C, N*=C,=0=Cl, P'=Fu(P), @'=Fr(g)
et & appliquer le théoréme 2 aux ensembles munis Q’astérisque, pour
que Pexistence du prolongement (30) soit établie.

Remarqie 2, 11 est manifeste que le théoréme 2 et le corollaire 2
expriment, en deux variantes, ’homogénéité topologique particuliérement;
prononcée du discontinu. Les problémes suivants restent ouverts: les
ensembles métriques parfaits de dimension 0 sont-ils les seuls espaces
métrigques séparables compacts doués de ce degré d’homogénéité? Existe-
-t-il une homogénéité topologique encore plus haute, c’est-d-dire qui
implique celle-14 sans &tre impliquée par elle? Bt si oui, est-ce que le
discontinu la posséde?

3. Le théoréme qui snit permet, dans certaines conditions fort
générales, d’appliquer le théoréme 2 aux ensembles qui contiennent des
discontinus sans qu’ils les soient eux-mémes.

Théoréme 3. Soient M==C, +P, N=C,-+@, P-C,=P-C, Fr(P)#£0,
WP)=Q et (29). Alors il existe un prolongement W(M)=XN de k.

Il suffit, en effet, d’établir Pexistence d'un prolongement
(32) WM —Py=N—¢
de I'homéomorphie h(P)==@), la coincidence de h* avec elle & la fron-
tiére Fr(P) étant alors assurée par (29). Or, M —P=(C,+P)—P=C,—P,
@0t M—P.P=C,—P.P. En outre, cet ensemble étant (comme le montre

son symbole) contenu dans €, il vient (en tenant compte de I'hypo-
thése que P.C,=P.(¢,)

C—P.P=C, PP C,=C—P P.C,=C—P-P=M—P.P=Fr(P)

et on a les égalités tout-a-fait analogues pour N, Q et C;. .L’ég_a]i‘té (32)
prend done la forme (30), de sorte que la démonstration se réduit & poser

Jk[*=€l7 N*=€2; P*=P'elr Q*=Q'Cg
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et & appliquer le corollaire 2 aux ensembles munis d’astérisque en en-
tendant par Fr(P*) et Fr(@*), dans Phypothése (29) du corollaire 2 ainsi

appliqué, les ensembles 'C’Itfl’:@l—l’-P-C’;=EI—P~C“‘1~P-C’1 (car

P-Gi=P-C=P-C) et @.—0Q-0Q, cest-h-dire bien les frontidres des en-
sembles P* et QF relatives & C, eb C, respectivement.

Corollaire 3. Soient M=C,+B, et N=Cy+B, les décompositions
de Cantor-Bendizson des ensembles M et N en parties disjointes parfaie
et clairsemée respectivement. Si

(33) h(B,) = B,

est une homéomorphie telle que lz(]?l-(?:;E):=§2~é;;4B‘ﬁé(), il existe un
prolongement W¥(M)=N de k.

Si, en particulier, les espaces M et N sont compacts e les ensembles
B, et B, sont isolés, on peut remplacer Phypothése (33) par

Ul 731'61) =E2‘€a-

En effet, la premiére partie de ce corollaire est un cas particulier
du théoréme 3 pour P=B, et Q=5, Pour en établir la seconde partie,
on n’a qud représenter d’abord Densemble M—B; dans la forme

M—B, =U; -+ (@) + Us+ (22) + -

ot {U;} est la snite des ensembles fermés-ouverts formant C,—B, et {m)}
est celle des points de B, (les deux suites s’approchant indéfiniment de
B,-CG, & cause de la compacité de M), puis & représenter d'une fagon
analogue l'ensemble ¥ —B, et enfin & appliquer le corollaire 1, Ia condi-
tion (28) étant manifestement réalisée.

Remarque 3. L'hypothdse (29) du corollaire 2 est évidemment
une condition non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour Iexi-
stence du prolongement h*, puisque la frontidre d’un ensemble est un
invariant de cette homéomorphie. Il en est de méme, pour les raisons
analogues, de I'hypothése (33) du corollaire 3.

T’hypothése Fr(P)s£0 du corollaire 2 et du théoréme 3 et essen-
tielle. Bn effet, Fr(P)=0 entrainerait Fr(@)=0 en vertu de (29), de
sorte que P et G, —P, de méme que Q et C,—@Q seraient fermés-ouverts
dans G, et C, respectivement. Comme sous-ensembles des discontinus,
ils le seraient donc eux-mémes. Trois cas peuvent se présenter:

10 C,—P=0=C,—Q. Alors on aurait P=C, et @=C,, donc h*=h
et le corollaire 2 serait trivial. )

20 C,—P=£0£C,—Q. Alors toute homéomorphie entre les discon-
tinus C;—P et C,—Q serait de la forme (30) et sa coincidence avec 1’ho-
méomorphie h(P)=Q sur Fr(P)=0 serait triviale.

2
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30 C—P=0+~C,—Q. Alors le corollaire 2 —de méme que le
théoréme 3 — seraient faux, comme le montre lexemple dans lequel
P=C;=C,=C (le discontinu de Cantor) et @ est la partie de C situde
sur le segment O0<Cx<C1/3. Il est évident gu’aucune homéomorphie
h(P)=@, voire aucune fonction biunivoque, ne se laisse prolonger dans
ce cas sur C tout entier.

4. A présent, nous allons déduire du théoréme 1 un théoréme sur
le prolongement des homéomorphies qui sont données entre les dérivés
d’ensembles compacts.

E’ désignant le dérivé de E (c'est-a-dire I'ensemble de tous les
points x=1lim a; ou @;e F, x;5=a; pour iz=j et i,j=1,2,...), soit, plus

i»oo .
généralement, E“ le a-éme dérivé de E (¢’est-d-dire Pensemble défini par
les conditions E'=E, E“=(E“™") lorsque u«—1 existe et E“=[]

(3

2L
lorsque « est un nombre limite transfini). Dans cette notation, on
a donc en particulier E'=E'.

Si F est séparable, il existe notoirement un <20 (le plus petit)
et tel que tous les dérivés suivants de E sont vides ou identiques & B,
A4 savoir suivant que lensemble E’ est vide on parfait. Si E est com-
pact, on a
(34) E= Y F
et les termes de cette série constituent une snite descendante d’ensem-
bles compacts. :

Appelons a-éme isolat de E et désignons par E, Pensemble E” — Bt
il est donc igolé par définition et par conséquent dénombrable. En par-
tHeulier, £ étant compact, on conclut de (34) que

(35)
ot

(36)

les termies du premier facteur étant d’ailleurs également disjoints deux
a deux. :

D’aprés un théoréme de Mazurkiewicz et Sierpinski®), tlous
les ensembles compacts dénombrables dont le g-éme dérivé se Compose
de s points, sont homéomorphes (4 savoeir, & ’ensemble bien ordonné
de type wi.s+41). Le couple ordonné f,s les caractérise donc topologi-
quement; nous en dirons brievement qu'ils sont de type f,s. L’indice a
du dérivé, de mime que celui de Pisolat aunquel appartient un point est
un invariant d’homéomorphie. Notons que

5) Voir [4], p. 2L
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(87) Si E est compact et p eE"C—EE pour wn E<<as{f, tout ensemble R
owvert (dans B) et contenant le point p contient, pour tout entier
positif s, umn sous-ensemble 8 fermé-owvert (dans E) de type s,

En effet, comme pEETg, il existe dans R une suite infinie {pk} de
points de Lensemble isolé E:. Soit done R.CR—E" un ensemble ouvert
(dans B) contenant p, sans contenir aucun autre point de Z¢. T ensemble
E—E" étant dénombrable en vertu de (35) et (36), done de dimension 0,
Ry peut étre choisi fermé-ouvert (dans E) et il est de type £,1, puisque
pkéEch::. Reste & poser S:R1+lﬂ2+“"t}3"'

Evidemment, les hypothéses que B“CE; ¢ partir d'un &-<a ou pour
tout &< o sont équivalentes.

Théoréme 4. Sotent M et N des ensembles compacts tels que h( M*)=N®
pour un « et que M°CIs, de méme que N CN:, pour tout &<a. Alors il
existe un prolongement h*(M)=N de h.

Posons, en effet, P=M" et @=N". L’hypothdse (1) du théoréme 1
est done satisfaite et, vu (36), on a

M—P= } M; et N—Q= 3 N,
0<i<e 0<E<e
La marche de la.construetion des suites {U;} et {V,} satisfaisant
aux hypothéses (2) et (3) du théoréme 1 sera la suivante: i
Aprés avoir fait correspondre aux n, premiers ensembles U, les
ensembles Vy,...,V, , nous ferons correspondre & ces derniers et & cer-
tains ensembles I’,,1+1,...,V,,1+,,2 des nouveaux ensembles Unptaseens Ug,,1+,,2,
puis & ces derniers et & certaing ensembles UZ,IIAWH,...,Ug,,l+,,2+,,3 des
nouveaux ensembles V,,l+n2+1,...,V2"1+2,,2+,,3 et ainsi de ‘suite. De cette
fagon, les conditions (i) et (iv) se trouveront réalisées et il en sera de
méme des conditions (ii) et (v), les correspondances en question étant
des homéomorphies. Les ensembles P et @ étant compacts par défini-
tion, donc compacts du eoté des suites queleconques d’ensembles, il s'agira
de choisir les ensembles U; et V; de maniére quils soient fermég-ouverts,
de diamétre tendant & 0, disjoints deux & deux ef conformes aux con-
ditions (iii) et (vi), réalisables facilement grace & (37).
Passons & la construction. L’ensemble compact P=M" peut étre
couvert d’un nombre fini d’ensembles ouverts Ay, 45,054y, de diamétre
inférieur &4 1, ne couvrant pas M tout entier et dont les frontiéres sont

disjointes de ’ensemble M—P, qui est dénombrable, done de dimension 0.
Ky

L'ensemble M — 3 A,CH—P est donc non-vide, fermé-ouvert (dans M)
i=1
et dénombrable. Il existe par conséquent une décomposition finie
Ky '
M~Z,’A,-=U1+U3+...+U,,1
i=1
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en ensembles fermés-ouverts (dans M)
rieur & 1.

Soit &, le type de U, pour i=1,2,..,u,. On a &<, puisque,
par définition, U,CM—P = pX My, dolt en partiemlier N CN. en

0<é e

, disjoints et de diamétre infé-

vertu de I’hypothése.

Désignons par p; le point de M® le plus proche de [U; et consideé-
rons le point h(p;) =g; de N® Par suite de Pinvariance du type, il existe
en vertu de (37) & la distance de g; inférienre i o(C:,p;) un ensemble ¥,
de diamétre inférieur & 1, fermé-ouvert (dans ) et de type &,s;, done
homéomorphe & U;. En posant f(€)=1, les conditions (1)-(iii) de (I) sont
done satisfaites par les ensembles e pour i=1,2,...,n, et on peut évi-
demment admettre que les ensembles V,,Vz,...,V,,l sont disjoints denx
a deux, puisqu'ils sont fermés-ouverts et peuvent éfre choisis d’aprés (37)
dans des entourages arbitrairement petits de ¢;.

Pour continuer 1’induction, POSONS ¥ =14 iy ...-ba, et admet-
tons que nous avons fait correspondre aux ensembles fermés-ouverts
disjoints Uy, UsyeoeyUyptrr, ordonnés d’apres le diamétre non-croigsant, les
ensembles fermés-ouverts disjoints I’I,VQ,...,V,W‘., , ordonnés de méme
et tels que, pour tout i=1,2 yeeesUet1py i1y & parmi eux un Vi homéo-
morphe & [7;, en méme temps que, pour tout j=1,2,..,0, i v a parmi
les U; un Uy, homéomorphe & V. ;- Admettons en particulier que
flur+3)=v,41 pour i=1,2,...,» (clest-a-dire que c'est T, .; qui est
homéomorphe & U,.;) et que 6( U, ) << L = O(V vy )-

L’ensemble compact N“ peut étre couvert d’une sommie finie d’en-
sembles By, B, ..., B, ouverts (dans X), de diamétre inférienr & 1/(r+1)

oty
ne couvrant pas ¥N— 3 V; tout entier et dont les frontidres sont dis-
j=1

r

jointes de ’ensemble dénombrable N—@Q. 1l existe done nune décompo-
sition finie de son sous-ensemble fermé-ouvert non-vide

Uty kr

(38) N— .Z; Vi_jElBi :I'ynr+l'r<i—1+vu,,7vr—:‘—-2 + s +V”r+"r+1
j =

en n,4; eusembles fermés-ouverts (dans V), disjoints et de diametre éga-

lement inférieur & 1/(r+1). Les termes de Ia suite V3% o Vo, sODE

s

done fermés-ouverts et disjoints deux & deux.
Soit &,1 le type de V; pour j=»,+1, v, - 2,..., v,+2.44. On a &<a,

puisque V,;CN—Q= J' N, d’oir en particulier M°CJF 5
0 Eue

en vertu de
Phypothése.

Désignons par ¢; le point de N“ le plus proche de V; et considé-
rons le point p;=Fk"(g;) de M. Par suite de I'invariance du type, il existe
en vertu de (37) & la distance de p; inférieure & o(V;,q;) un ensemble
Ui,y de diamétre inférieur & 1/(r+ 1), fermé-ouvert (dans M) et de
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type &,t;, done homéomorphe 4 ¥;. En posant ¢(j) = u,-+»-+7, les con-
ditions (iv)-(vi) de (II) se trouvent donc satisfaites par les ensembles
U;="Uygy pour

P= et 1, 2, U Py (W Uy = Ut )

et on peut évidemment admettre que les ensembles U; sont, pour ces
valeurs de i, disjoints deux & deux, en méme temps que des ensembles
Uyy Upyoeey Uit éfinis antérieurement, car ils sont fe‘rm@-ouverts et
peuvent (tre choisis d’aprés (37) dans un entourage arbitrairement petit
de p;.

La construction de 7lr+g nouveaux ensembles U; par recouvrement
convenable de M est tout i fait symétrique & celle de n,14 ensembles
¥;, qui précdde. II en est de méme du mode de faire correspondre aux

U, pour i = u-tv,+1, b2, o, Ut v F g
i ?

{¢’est-d-dire pour ¢ parcourant de .3+ 1 & U,4g + vppe), SUPPOSés ordon-
nés suivant le diametre non-croissant, les »,.. nouveaux ensembles

V; powr j=1t,trea+1, g+ 2, o Triet e (O 045 = 01 1)
Les suites {U;} et {V;} se trouvent donc définies par induction con-
formément & toute<4 les eondmons requises, v compris la condition (2),
car on a N—@Q= ) ¥; en vertu de (38), les ensembles B; qui couvraient
j=1
= ok,
=X" ayant été choisis de diamdtre tendant & 0, de sorte que Q=[] Y B;.
r=1 j= 1

La raison de Pégalité M —P= 3 U, est syﬁnétriqne. Reste donc a appli-
=1
quer Ja thése du théoréme 1.
Corollaire 4. Si les dérivés M7 et N (derniéres non-vides ou pre-
mieres pmfmtes) @ensembles compacts M et N sont homéomorphes et e \._Ji

de méme que N'CN: g, pour tout £, i eriste un prolongement de cetle ho-
méomorphie sur M et N lout entiers.

) L’hypothése de Uhoméumorphie entre M? et ¥ est, hien entendu,
superflue lorsque ces dérivés sont des ensembles parfaits de dimension 0.

Lemarque 4. Le corollaive 4 est évidemment une généralisation
du théoréme précité de \Ia7urk1ewxc7 et Sierpinski, car si les der-
niers dérivés non-vides M* et NF (avec le méme indice f) d’ensembles
compacts dénombrables 3 et N se composent d'un méme nombre s de
points, ils sont homéomorphes (en tant que finis); en méme temps, la
condition E"CE; pour tout £<a est notoirement satisfaite pour tout E
compact dénombrable et pour tout a>0.
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I’identité des indices « aux dérivés de M et N dans le théoréme 1,
de méme que cellé des indices § dans le corollaire 4, est essentielle. Lin-
variance du type a, en effet, pour conséquence que le prolongement de
Phoméomorphie est towjours impossible dans le eas contraire.

5. En particulier, si Pon pose a=1 dans le théoréme 1, on a le

Théoréme 5. 8i A et B sont des ensembles isolés, M= et
N=25 sont des espaces compacts el h(A'Y=B’, il eriste un prolongement
P(M)=N de h.

Corollaire 5. Tous les ensembles de la forme H=H < C ou H est
wun ensemble isolé sont homéomorphes.

C’est un cas particulier du théoréme 5 en posant W=X=H et
A=H, Phoméomorphie h(C)==C étant arbitraire. ’

Ainsi H, étant, par exemple, l'ensemble des milieux des intervalles
bornés contigus & C et H, — un ensemble quelconque ayant dans ces
intervalles (mais pas nécessairement dans chacun d’eux) un nombre fini
(m?me variable) ou une infinité de points (méme s’approchant indéfini-
ment de Pun ou des deux bouts de l'intervalle dans lequel ils sont situés),
C+H, et C+H, sont homéomorphes, pourvu que H,=C-+H,.

En vertu du théoréme 4, il en est encore de méme, si on remplace
chaque point de H par un ensemble du type f,s quelconque. mais fixe.

Remmarque 4. La dimension 0 de 4’ n’étant pas postulée dans
le théoréme 5, ce théoreme est vrai pour les M et N de dimension po-
sitive quelconque. Il est facile de voir gu’il subsiste encore lorsque les
composantes de 4 et de B, fermées-ouvertes par hypotheése, ne se rédui-
sent pas & des points isolés, mais sont des continus homéomorphes denx
% deux de diamétre tendant & 0, A" er B’ désignant dans ce cas leurs
limites supérieures (topologiques) respec ives. Le role des ensembles 4
et B isolés est joué alors par les espaces, nécessairement dénombrables,
de leurs composantes (métrisé par 1’écart de Hausdorff par exemple).
Ces espaces sont isolés, car les composantes en question viennent d’&tre
supposées fermées-ouvertes.
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