Un théoxéme sur le produit de composition des fonctions
de plusieurs variables

par

J. G.-MIKUSINSKI et ¢. RYLL-NARDZEWSKI (Wroctaw).

1. TrrcHMARSE [8] a démontré le théoréme suivant:

(I) 8¢ f(t) et g(t) sont deus fonctions sommables sur Vintervalle
(0,a), telles que le produit de composition

¢
JHt—)gz)ar
0

Sannule presque partout dans (0,a), on a f(t)=0 presque pariout
dans (0,b) et g(8)=0 presque partowt dans (0,c), o b-+c>a.

Ce ﬁhéoréme permet de construire une théorie des opérateurs
de Hea.wside qui est plus générale gue celle fondée sur la transfor-
mation de Laplace [4]. Une extension de cette théorie aux fonctions
de plusieurs variables sera possible dés que Von généralise le théo-
rféme de Titchmarsh. Oe théoréme peut &tre énoncé pour les fone-
tions de plusieurs variables, comme il suit: ’ |

(AT) 8 f(ty,...,1,) et g(ty,...,t.) sont dew j
duns 1o simpos Vs 1reeesly) @ _fonctions sommables

8,: 0<t; (i=1,...,m), h~+.. . +t,<a,
telles que le produit de composition,

% by
(1) dr,. .. —
of Ty (ifdtnf(tl Tl)'"7t11—1n>g(117"'7rn)
Sannule presque partout sur 8,, on a f(t,..

tout sur 8, et g = Treeaue par-

tiyensty)=0 presque pariout sur 8., ot b+e=a.

icm

Théoréme sur le produit de composition. 63

Un théoréme analogue & (II) a été publié récemment par
Liows ([2], [3]). Ses méthodes de démonstration sont une généra-
lisation de celles de TITCHMARSHE [8] et de DUFRESNOY [1] et
s’appuient sur la théorie des fonctions analytiques. Or, un théo-
réme des moments bornés, publié dans ce volume [6], permet
d’obtenir le théoréme (I) par des méthodes d’analyse des fonctions
de variable réelle [5]. I peut done é&tre d’intérét de donner une
démonstration du théoréme (IT), n’éxigeant que des méthodes pa-
reilles. (Pest ce qui est le but de cet article.

2. Désignons généralement par S;, le simplexe dont le som-
met se trouve & Dorigine et la base est définie par les relations

0<t; (2=1,...,n), t o+ =,

ol 0<; (i=1,...,m), v}+...+02=1 et 1>0.

Soit f une fonction définie et sommable sur un simplexe S,
telle que Pintégrale prise sur la base des simplexes §;, contenus
dans 8, , est nulle pour presque tout simplexe §;, pour lequel
I’angle entre les vecteurs v et v, est inférieur & ¢, oll & est un nom-
bre positif donné.

Cela posé, nous démontrerons que la fonetion f{iy,...,7,)=0
dans §, , 1)-

En introduisant, d’une maniére convenable, un nouveau systéme
de coordonnées xy,...,x,, on peut placer le simplexe S, dans
le cube :

d<m<1 (¢=1,...,m)

de sorte que la base se trouve sur le plan z,=0. Posons f==0 pour
tout point du eube en déhors du simplexe. Ainsi la fonction f reste
sommable dans le cube tout entier. Désignons par I, _ , Iinter-

section du cube par le plan
(2) ‘Z’n=(b1_bn)x1+"' +(bn—1'—bn)mn—1+bn;

1) On sait [7] que, sil'intégrale d'une fonction f continue dans un domaine
borné D s’annule sur tout segment joignant les points frontidres de D, on
a f=0 identiquement dans D. La proposition analogue a lieu dans Iespace
% up nombre arbitraive de dimensions. Or, le lemme que nous démontrons
ici n’en découle pas, car les hases de §,,ne peuvent pas couper celle de S, .
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on suppose que cette intersection n’a pas de points communs avec
le plan x,=0, cest-4-dire que

X

X,

(3) by + ...+, > (m—1)b,

pour tout systéme de m (1<m<<n—1) indices i,,...,4,, (différents).
Il existe un nombre >0 (qui dépend de &) tel que l'intégrale

fd‘:v fd‘%n+lf[m17 ] 7»—17( )$1+ +( n—1" L) Ly _]"l)n]

est nulle pour presque tout systéme de valeurs by,...,b, satisfai-
sant aux inégalités (3) et

(4) [b,—b4l <7 (i=1,...,n—1).
Par conséquent, l'intégrale
F bl? 'n) fdwl fd‘rnf(mly'“:mn)y

prigse sur le volume contenu entre la base du cube et Pintersection,
est encore nulle. On peut done écrire
Fby,...,b,)=
1 (By=by )y 4+ sty 1—byp )2, by,

j day... [ do,_, f sy, dy = 0,
0
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d’onr

= f da,... [ Ao, o {2y, g, (b —by,) ey

+ by —bp) Ty +5,]=0
pour ¢=1,...,n—1.
Par induction on a

11

1 1
Of dx,.,.oj dw_ a0 —b e

+ by —0,) ;4 -+b,]1=0.

En appliquant le théoréme bien connu des moments, il sen-
suit que

flogse sy 1y (by—bp) @+ 4By — by) @, +0,]1=0;

cette égalité est valable pour presque tous les zy,...,u, , satis-
faisant aux inégalités 0<m<l (i=1,...,m—1) et presque tous
les by,...,b, satisfajsant aux inégalités (3) et (4). Donc f=0 pres-
que partout dans le cube et, en particulier, presque partout dans
le simplexe considéré.

3. Désignons généralement par @,(f;I) Dintégrale de la fone-
tion f prise sur la base §;,. Soient f et ¢ deux fonctions sommables
sur §; , eb b leur produit de composition (1). Nous allons démon-
trer que

1
(5) @, (hil)= [ &,(f;1—1) ®,(g;4) dA
0
En effet, on peut écrire
fl>—— f J dty .. Bty y F(Ey e st),
ol

1
(6) fy=— (I—v ly— .. —

n

V1 tn—)s

le domaine d’intégration D; étant défini par les inégalités

0<t, (4=1,...,m—1), | oyty+...+0, b, <l

Studia Mathematica. T. XIIT. 5
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Pargillement on peut écrire
@, (h;l)
Q) t

1y v
m (o Aty [ e [ A f =T 0T ),
v, Y Dy o 0

ou lon a (6), et .

(8) [ @, (1511 @, (g3 4) a2
0
1
= i?‘ f aa f aas f d‘?’l. . .d’)"n__lf})- f d81 o -dsn—lf(,rl EAN "rn) .‘}(Sl PR 7“‘n)7
Un 0 Dy_; i
ol
1
Pp=— (l—ﬂ.u Dyl — e '—'Un,.ﬂ"ﬂ,——l)ﬂ
’Dn
1
8, = 5; (A—vy81— o . —Vp 1Sy

En substituant, dans 'intégrale multiple de (8)
Ty=t—T;,

8 =T,

A=vy1y F0,T,;

on parvient sans peine & lintégrale multiple de (7), ce qui prouve
I’identité (5).

4, Supposons que les fonctions f et g soient continues dans
8,5, Alors, il en est de méme de leur produit de composition (1).
Les fonctions @,(f;1), D,(g;1) et D,(h,l) sont encore continues par
rapport & 1 et .

Soient m et p les plus grands nombres tels que f==0 dans
et g=0 dans S,, . Supposons que m<l,.

Fixons arbitrairement un nombre I, tel que m<l,<1,. Il existe
un nombre £>0 tel que 8, est contenu dans §; , lorsque [v-—w,|< 2e,
olt [v—wv,| désigne la longueur du vecteur »—v,. Remarquons que
si l'on fait tendre I, vers I, ¢ doit tendre vers 0.

8

MY

Théoréme sur le produit de composition. 67

En vertu du n° 2, il existe un nombre m, et un veeteur vy, tels
que
o<my<ly,

(9) D, (f3mq) 70,
Iy —m|<ly—1,,
(10) o, —v,l<e.

La fonction @,(f;m,) étant continue, il existe un nombre b7l
(0<n<e) tel que

(11) D,(f;m)#0  pour |lv—u|<n.

Puisque les fonetions f et g sont définies dans 8, 1,y la formule
(5) est valable pour I et v tels que le simplexe 8;, est contenu dans
8,5 €0 particulier pour 0<<I<l, et [v—v;|<zy. Si h=0 dans 8, e

on a P,(h,l)=0 et, en vertu du théoréme de Titchmarsh et de
I'inégalité (11),
Dy(g;)=0 powr 0<IKL—my et jv—uv i<y

En vertu du n® 2 on a done g=0 dans 8, _,, .

8i l,—~1, on a &0 et I, —m,—~l—m, v,—>v,, en vertu de (9)
et (10). I s’ensuit que g=0 dans §,_,,,.

5. Nous venons de démontrer que si A=0 dans S0, 65 =0
dans 8, (0<m<l), on a g=0 dans Spvs O m+p=l,. Le théo-
réme sur le produit de composition des fonctions de plusieurs va-
riables, énoncé au commencement de P’article, se trouve donc dé-
montré pour les fonctions continues. Ce théoréme a été énoncé
pour le simplexe S, équilatéral, notre démonstration est cependant
valable pour des simplexes arbitraires. Cette généralisation s’obtient
d’ailleurs d’une maniére triviale par une transformation affine.

Ii reste & généraliser la démonstration pour les fonctions somma-
bles, non nécessairement continues. On peut y parvenir ou bien
en modifiant la démonstration d’une manidre évidente, ou bien
en remplagant les fonctions sommables f(t,...,1,) et g(t;,...,t,)
par leurs intégrales

t, in,
F(tl,...,tﬂ)=} d-rl...j dv, f(Ty,..-,7,)
0 i
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et
A tn
Gltyyeert)= [ dry... [ drag(v1,- )
0 0

qui sont évidemment des fonetions continues.
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Sur les fonctions satisfaisant a une condition
de Lipschitz généralisée (II)
par

W. ORLICZ (Poznas).

1. On doit & DENJOY et KHINTCHINE les premiers exemples
de fonctions continues dépourvues presque partout de dérivée
approximative. IIs ont démontré existence de fonctions continues
f(x) telles que

(1) Hm a;s'f————(t)#f(x—)i =oo
t>z t—r |

pour presque tout x. La premiére partie de notre travail, publiée dans
le X-iéme volume de ce journal et citée dans la suite comme LI,
&tait consacrée i L'étude de fonctions continues pourvues de cerbai-
nes singularités (par exemple, non-dérivabilité). La partie pré-
sentel) suit les idées de LI, la notion de limite ordinaire étant
remplacée par celle de limite asymptotique. Citons, comme exemple
des résultats obtenus, le fthéoréme suivant:

Tl existe une fonection satisfaisant & la condition de Lipschitz
avee chaque exposant entre 0 et 1, telle que 'on ait (1) pour presque
tout .

2. La suite {fn(m)} composée de fonctions mesurables est dite
asymptotiquement bornée dans l'ensemble E lorsque #,—0 entraine
la convergence asymptotique sur F de la suite {Bafal@)) vers 0.
Cette condition équivaut & la suivante?):

1) Les résultats du travail out été présentés le 10 avril 1945 & la Société
Polonaise de Mathématique, Section de Cracovie.

%) Voir W. Orlicz, On a class of asymptotically divergent sequences of func-
tions, Studia Mathematica 12 (1951), p. 286-307.
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