Sur les transformations isométriques
des espaces du type (F)

par

7. CHARZYNSKI (E6dz).
Introduction.

Dans ce travail je présente des recherches sur les transfor-
mations isométriques des espaces vectoriels du type (F), concer-
nant la supposition générale, que chaque transformation isomé-
trigue de deux espaces du type (F), l'u en Pautre, telle que le point
zéro passe en point zéro correspondant, doit &tre linéairel).

Cette question n’est résolue affirmativement jusqu’aujour-
d’hui que pour certains cas particuliers ot les espaces transfor-
més satisfont & des conditions spéeiales.

Les résultats obtenus vont dans deux directions: d’une part,
on se borne aux espaces dont la norme satisfait & certaines condi-
tions, d’autre part, laissant de cdté des restrictions sur la norme, on
introduit des conditions sur la dimension des espaces considérés.

En ce qui concerne le premier cas, S. MAZUR, S. ULAM e}
N. ARONSZAJNZ) ont établi des théorémes, qui vérifient la supposi-
tion ecitée pour les espaces admettant une norme homogéne, ainsi
que pour ceux de type plus général.

Pour le second cas, MAZUR a démontré que la supposition
est vraie pour les espaces & une dimension®); néanmoins, pour les
espaces au nombre de dimensions plus grand que un, la question
reste ouverte.

1) Voir [1], p. 166 et 241.
%) Voir [1], p. 166 et [3], p. 812-813.
%) Ce résultat n’a pas été publié jusqu’aujourd’hui.
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Le but de mon travail est de généraliser par une méthode
différente le résultat de MAZUR pour les espaces & un nombre
fini quelcongue de dimensions.

§ 0. Termes et notations.

1. Nous emploierons les notions d’espace du type (F), de com-
binaison linéaire de points, de base de Hamel, d’opération biuni-
voque, d’opération additive, d’opération linéaire, de transforma-
tion isométrique, de translation, de rotation, d’isomorphie, d’en-
semble compact, de sphire, mentionnées dans la monographie de
BANACH [1]. De plus, nous admettrons les notions de norme,
de norme homogéne, de pseudonorme, mentionnées dans le tra-
vail de MAZUR et ORLIOZ [2].

9. Etant donné un espace ¢ du type (F), nous désignerons
généralement par |lz] la norme dans ¢ et par O, ou, pour qu’il
n'y ait de malentendu, par @ lélément zéro de cet espace. Nous
appellerons rotations de Pespace ¢, les rotations de celui-ci autour
du point @. Nous dirons que les pPoints 2;,@s,...,2,, de P’espace
& sont linéairement indépendants, si aucun d’eux n’est une combi-
naison linéaire des autres.

3. Nous appellerons chaque espace du type (F) espace a n
dimensions si 1a base de Hamel dans cet espace se compose de n
points. II est elair que dans ce cas chaque suite de = points liné-
airement indépendants de Pespace donné forme une base de Hamel
dans cet espace.

4. Btant donné un espace ¢ & un nombre fini » de dimen-
sions, nous désignerons par 7y le rayon de la sphére compacte dans
cet espace. Une telle sphére existe evidemment ).

On trouve facilement que, pour chaque suite @,,...,%, de
points linéairement indépendants et différents de © de Yespace
¢, il existe un nombre @ tel que, pour chaque suite Ty, To,.--1Tp
de nombres, 'inégalité

”11‘21 _!_ v +rmm‘m ”< e
entraine
Ini<9, 1T | <P,

1) Voir [2], p. 185,188 et comparer [4]-
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car, dans le cas contraire, la sphére déerite ci-dessus ne serait pas

compacte3).
On en déduib en particulier que, pour chaque point z de et

chaque ensemble non borné T de nombres, les relations
ezl <7z,

pour tout te T, entrainent I'égalité
2=0.
5. Btant’ donné un espace ¢ déerit ci-dessus, nous poserons,
pour tout nombre positif e,

prle)= sup [[&a|.
lei<a,
=

On voit que la relation suivante a lieu:
lim @z (e)=0.
e=>0

6. Nous dirons que la suite de nombres #%,...,z® est du type
(n) si tous ses termes appartiennent & Vintervalle <0,1) et tout au
plus n de ses termes se trouvent & lintérieur de cet intervalle.

7. Nous poserons enfin, pour tout nombre réel y,
y=1—y.
§ 1. Transformations isométriques.

Théoréme I. Etant donné deus espaces quelconques ¢ et J du
type (F'), & un méme nombre fini de dimensions, toute transfor-
mation isomdtriqgue de € en XK
@ y="U(x),

o wel et yeU, telle que
U(0g)=0y,
‘est une operation lindaire.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour démontrer

ce théoréme on peut se borner au cas particulier ol ¥=¢E, cest-

a-dire qu'il suffit de démontrer que toute rotation V() de ¢ est
linéaire.

%) Voir [2], p. 185 et 188.
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En effet, en supposant que le théordme soit vérifié dans
ce cas, on voit que pour chaque transformation isométrique (1)
de l'espace ¢ en un autre 9, l'opération de la variable zeC

() UHU(@)+TR]—2

ol z est un point arbitraire fixe de ¢, est une rotation de ¢ autonr
de Oy, c’est-b-dire qu'on a, d’aprés la supposition admise

(3) U7 U(2)+U(@)] —e=L,(x),

ol L,(») est une opération linéaire de la variable # dépendant du
parameétre z.
D’autre part, en transposant = et 2, on peut aussi écrire

3" U7 U(2)+U(2)] —2=L,(2),

ot L,(2) est une opération linéaire de la variable 2, dépendant du
parametre x.
I1 vient de (3) et (3")

#) L(z)—2=1L,(z)—

pour tous les # et .z de ¢, ef nous allons démontrer que les expres-
sions (4), que nous désignerons par le méme symbole S8(x,z), sont
identiquement égales & Og.

Les opérations (3) et (3') étant linéaires, on voit gque I'on a,
pour tout nombre réel w, les égalités

S(azm,vi—) = L, (n2) — mo=a[ L, () —ar]

—x [Lx(i) _f ] =L, (5)—2=8(z,2),
JT T

d’ott Pon déduit, en tenant compte de l'isométrie des opérations
(3) et (3"
\ )

‘}nm+ s(mx )f{= 82,2 =18 (2, 2|,

)z ol=2)

ili+ (@,2) >l}8wzl“ﬁi‘

llrezll= L ()| =

ou bien

|

Studia Mathematica. T. XIII.
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En passant & la limite avec = convergeant vers 0 ou co, on en obtient

la relation demandée
S(z,2)=6Og,
vu les propriétés connues de 1a norme dans les espaces flu type (F).
Tes expressions (4) étant égales & Oy, les équations (3) ou

(3") donnent

(3) T U(x)+ UR)]=5+2,
par suite,

(59 U(x)+ U(2)=U(z+2).

De 13, la transformation (1) est additive, ef, d’aprés sa continuité,
lindaire, ¢. q. f. d. )
B Ce(,:i remarqué, passons & la démonstrafion du théoreme pour
Je cas particulier cité ci-dessus. o )

Onp g'appuiera sur deux lemmes qui suivent; en méme terps,
on suppose pour la suite que ¢ désigne un espace quelconq}le 'du
F) 4 n dimensions, n étant un nombre naturel arbitraire.

typeL(emme. Pour chaque sudte de points de l’espaqe &
© a®,...,a®,
e pour chague swite de nombres
(6") av,...,dP,
qui appartiennent & Vintervalle
(M (0,15,
il existe une swite dw type (n)
(8) Al L, wE)
z:l:e " 5,‘ a9 gl = ZP: o8 a®)
g=1 =1

En particulier, pour tout nombre 6 de Vintervalle (7), il ewiste
une swite du type (n)

(1) (P)

@0

telle que

P P
2 g(s) a® = 62 a'(s).‘
$=1 s=1
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Démonstration. On peut se borner au eas particulier d’une
suite (6) satisfaisant 4 la eondition que tous les n points echoisis
de cette suite soient linéairement indépendants.

En effet, en supposant que le lemme soit vérifié pour ce cas,
et en rapprochant les termes d’une suite quelconque (6) par les
termes respectifs d’une autre suite satisfaisant & la condition citée,
on a le lemme pour un eas général, en passant A la limite.

Ceci remarqué, posons

b=

(=

a(s) u(s),

s=1

et considérons la classe (' composée de toutes les suites de nombres

(1) (P)
N ’

Y ARERIEEY 4

dont les termes appartiennent i intervalle (7) et telle que 'on ait
I’égalité

P
3 ) =p.
§=1
Désignons,. pour chaque suite (¢) de la classe C, par I(c) le
nombre de tous les termes de eette suite, qui se trouvent 3 intérienr
de Pintervalle (7), et posons

(10) M=inf I{e).
(e)eC

Il suffit de démontrer, que le nombre- M n’est pas plus grand
que .
Supposons i cet effet

(11) M>mn,
et prenons la classe C',, composée de toutes les suites (¢) de la classe
C, telles~que
I0)=M.
Désignons, pour chaque suite (¢) de la elasse €y, par Q(c) le

nombre égal au plus petit terme, différent de zéro, de cette suite,
et posons

(12) &= inf Q(c).

()eCyy
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On déduit facilement, vu la définition du nombre (10), quil existe

une suite (¢;) de la forme
WP

(13) yARS IRV AR
appartena.nt & la classe (', telle que
(14) Q(e))=9.
En désignant par

(14) 250, 200

a8

tous les'termes de la suite (13), qui se trouvent & Pintérieur de
Pintervalle (7), on déduit, en tenant compte de la définition de
0(e), qwil existe un terme z{% de la suite (14"), tel que

(1) Qle) =7

11 résulte ensuite de (11) et de la condition supposée au début de
la démonstration pour la suite (6), que I'on peut choisir une suite
de nombres wV,...,00, telle que

M
3 o gl =0

E=1
et
wM< 0.

Choisissons maintenant une suite (c,) de la forme
(16) P RRTIRIP T
telle que
(17 ATy
soient donnés par les égalités
(18) AT = 7o) 470y (k=1,..., M),

et les autres termes soient identiques aux termes respectifs de la

suite (13).
Le symbole v désigne dans (18) un nombre positif, tel que les
termes (17) puissent se trouver &4 Iintérieur de lintervalle (7).
On voit sans difficulté, que la suite (16) appartient & la classe
Oy, et que
(19) AV <.
Daprés la définition de £(c), on a évidemment

0 (€a) <x(2”‘):
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Sur les transformations isométriques. 101

et, par conséquent, vu (19), (15), et (T4),
Q(e)<®.

Cette derniére relation étant contraire & (12), la démonstration
est ainsi terminée.

Lemme fondamental. On peut définir dans Vespace & wune
pseudonorme ||, qui satisfasse pour tous les poinis %15 s de € aux
conditions suivanies:

1. |z|x=0,

2. |y +ale Kl |2l

3. |mw|e=|7||z|x pour tout nombre réel <,

4. |V (2)—V(wy)|e=|m— wli,,. pour toute rota,twn Viz) de
Despace €,

5. lolx nlest pas identiquement égal a zéro.

Démongtration. Nous la décomposons en deux parties, I et IL.

I. La enorme. Soient donnés un nombre positif £ et un point
quelconque x de l’espace &.

Nous appellerons e-représentation du poini x chaque systéme
composé d’une suite

(20) AV L AE)
de points de ’espace € et d’umne suite
(20" o1 LD,
du type (n), telle que ‘
)< (8=1,...,T)

et

z

D =p,

g=1

Nous appellerons ordre de la e-représentation déerite le nombre
L des termes des suites (20), (20°).

11 est facile de voir que, pour chaque nombre & ef chaque point
2, il existe une e-representation de ce point.

En efffet, d’aprés une propriété connue de la norme dans l’es-
pace ¢, il existe un nombre naturel L tel que

"X
%
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En posant

w_ % ) I
(21) #h=7 =1 (s=1,..., L),

on vérifie que les suites (20) et-(20'), dont les termes sont expri-

més par les égalités (21), dennent une e-représentation du point =.
On voit ensuite que, le nombre ¢ et le point = étant fixes pour

le moment, il existe des représentations du peint # d’ordre minimal.

Nous appellerons fondamentale chacune de ces représentations.
Nous désignerons en méme temps par

(22) Nie,a)

Pordre des représentations fondamentales du point:x, et nous ’ap-
pellerons s-norme du point x.

11 est évident que, si les suites (20) et (20') donnent une e-re-
présentation fondamentale du peint x, tous les termes de la guite
(20) sont différents de zéro.

En effet, er supposant aw contraire qu’un terme de la suite
(20") soit égal & zére et en le supprimant dans la suite (20’) ainsi
que le terme ecorrespondant de la suite (20), on a une e-repré-
sentation nouvelle du point ¢ d’ordre moindre, ce qui est incom-
patible avec la définition du nombre (22).

La e-norme introduite ci-dessus a plusieurs propriétés essen-
tielles, que nous présentons dans la suite, en supposant que w,;,,
désignent des points arbitraires de l’espace ¢, et ¢ —un nombre
positif queleconque.

1° N(e,x)>0.
Cette propriété_ est évidente.
2% N(e,2y+2) <N (6,2) +N (e, 3).

Pour le démontrer, on prend des e-représentation fondamen-
tales des points

(23) A0 L,
! 1

(23%) S IRRNCON

oL

(237) Ly=N(e,z,) (k=1,2),
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et on considére les suites

(24) 21,
(24") IR LN
ol

(247) L=L+Ls,
et

o8 z(ls) (s=1,..., In),
T A (=L, D),
_ g (3=1a'--5L1)7
1™ (s=Li+1,..., D)
11 résulte du lemme préeédent qu’il existe une suite du type (n)

8

(25) oV ..., P,
telle que
L L
(26) Y = 3 @)
g=1 8=1

puisqu’on a, d’aprés la définition des suites (23), (23') et (24), (24",
z L, L
2 WA= 3 W+ Z’;v(ﬂs)zgzs):% +ig,
s=1 s=1 8=

e <e (s=1,..., L),
on peut en déduire, vu (26), que le systéme de suites (24), (25) est
une s-représentation du point z;-+w,. Il s'ensuit immédiatement
que

N,z +x)<L,
ce qui donne, d'aprés (23”) et (24"), la propriété demandée 2°.
3% (a) N(e,00)+N(s,62)<N(e,0)+n pour tout mombre 6 de
Vintervalle {0,15.
Pour la démonstration, on prend une s-représentation fonda-
mentale du poeint x
(27) 22,4,

{27) A,
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olt

(27") L=N(s,x).

On choisit ensuite, vu le lemme précédent, une suite du type (n)
(28) oM, ’ Q(L)

telle que

DM

L
(28") Q(s)(v(s)z(”) = 6{2’1 (8) 5f8) — o,

[
=Y

&
et on construit la suite
(29) 5(1)7"‘7E(L)’

pour laquelle on a évidemment

L
é B(s040) = 3T(1— o) (s 50) =35,
i=1

(299

I| Mb‘

Désignons respectivement par
(30) 9(81))“ '59(86‘)7
(31) o, gt

les suites partielles des suites (28), (29), composées de tous les ter-
mes différents de zéro de ces suites.
1 est facile de vérifier que

(32) G-+E<L4n,

car aux termes égaux & 1 de la suite (28) correspondent les termes
égaux & 0 de la suite (29), et réciproquement, tandis que le nombre
des autres termes, appartenant & l’mtérieur de PTintervalle <0,1%,
ne dépasse pas #.

En appliquant encore le lemme 1)récédent aux -guites (30),
(31) et-aux suites respectives

(33) o0 e
(34) _ A, ),

on a, vu (28"), (29') et la définition des suites (30), (31), quwil
exigte des suites du type (n)

(38) K@

icm
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et
(349 A,
telles que
[c] @ L
2 W) plsp) 2 Q(sp)(,,(sp)z(sp))= 2 Q(s)(,,(s)zlsf))z da,
p=1 p=1 p=1
H z
3 D) = Z' 0D (M) = ¥ 5P (50 A0) = 5.
g=1 g=1 g=1

Il en résulte facilement que les systémes de suites (33), (33") et
(34), (34") sont des s-représentations des points éx et Sz ef, par con-
séquent, on a les inégalités

' N(e, b2)< G,

N(e, )< H,

ce qui donne, vu (32) et (27"), la propriété 3° (a).

3°(b) N(e,—x)=N{(e,2).

Cette propriété résulte facilement de ce qu'en changeant les
signes des termes de la.suite (20) dans une e-représentation quel-
conque (20), (20') du point , on obtient une s-représentation du
point —z.

4% N(e, V(@) <N (e,2)+ M(e),

ol V(x) est wne rotation quelconque de Uespace & et

(35) M(e)= sup N(e,y).

Hli<nogle)

Prenons une s-représentation fondamentale du point 2

(36) A0 D,

(36") SN2

olt

(36") L=N{(z,x).
Désignons par

(87) AT )

la suite de fious les termes (36’) qui appartiennent, s'ils existent,
4 Vintérieur de l'intervalle <0,1).
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Posons

d(s):: s
y (s=1,...,IL),
f=1

et considérons les suites

(38) wh .,
(38) LI SN
ol
w® =V(@®)—V (@) (s=1,..,L),
=1 (s=1,...,L)
L'opération V(z) étant une retation, on a linégalité
(39) [ = — @t~V =[N <e (s=1,...,0)
Evidemment, on a en méme temps
{39 Ll T =V (d?D).

Daprés la définition des suites (36), (36') et (37), il vient

L L c
llw—d‘L’ll=H 2 Yl _ Z‘ z(i)”: I 2,—,(10)5(16)[]
=1 =1 e=1

< 3599 < Oy (e) <npp(o)
et -
{40) 1V (@) =V (@) =lle—d™|| <npg(e).
On voit en: outre-que-les-dermiéres relations subsistent aussi- lors-
que la suite (37) n’existe pas.

11 résulte de (39), (39') que le systéme (38), (38') est une &-re-
présentation du point V(d™), dou

41) Ne, V(@) L.

On a ensuite, d’aprés (40) et (35),

(42) Nie, V(2)— V(@)1 < Mle).

En méme temps il vient, d’aprés la propriété 2°, que
(43) Nie, V(@)]<N[e, V(d™)]+N[e, V(@) — V(dD)].
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Les relations (43), (42), (41),
la propriété 4°.

(36"") donnent immédiatement

5 N(e,o)> lletl
Prle)
En prenant une s-représentation fondamentale du point =z,
FU D, PRV
ot
L=N{(e,x),
on a
z
fieli < Z; 192 Lgy(e),
s

d’olt résulte la propriété 5°.
II. La pseudonorme. Choisissons maintenant, dans l'espace
¢, une base quelecongue composée de points

(44) €1y€5,..056,
et posons
(45) N(e)= sup N{e,¢).
Ii<n
Faisons eorrespondre & chaque point z de ¢ le nombre
(46) (o Tim sup 222,
0 N(e)

(est une fonetionnelle dans ¢ aux valeurs finies ou infinies.

Nous allons démontrer qu’elle est toujours finie et qu’elle
satisfait aussi & toutes les conditions citées 1-5 du lemme fon-
damental. . - . . )

Bornons nous pour le moment aux points pour lesquels la li-
mite (45) est finie. On a d’abord, pour tous tels points z,z,,z, de
¢, en s’appuyant sur les propriétés 1°, 2° de la s-norme, les relations
presque évidentes

lim su N(s’m)>0
s-»ﬂp N(s) =,
. N(e,x,+x,) - N(eyzy)+ N(e,2s)
1 et 28 L Him sup -
Tt e ST R
. N(e,,) N(e,m)
< Iim sw — -+ lim sup———?
SIS TN TN )
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équivalentes, d’aprés la définition (46), aux conditions 1 et 2 dn
lemme.

Démontrons maintenant la condition 3.

On voit d’abord, d’aprés (45), la propriété 5° de la e-norme
et la remarque contenue dans le §0, que
47) lim N(g)=-}co.

&—>0

On en déduit, en tenant compte de la propriété 3°(a) de la e-norme,
les inégalités

. N(e,0m) .. N{e,z)+n N(e,x)
(48)  limsup < lim gup ————— =limsup =~ -
YT ST T N (e ool N
pour tout nombre )
051,
et
5
(49) 2 lim sup fvjs’.’fﬂ = lim sup l\:(i,m/%)—_{:@?@ ’0_0_/_22
&0 N(e) s>0 ' N(e)
. N(e,z)+n N(e,x)
< lim sup 20— =Tlimgup s
SRR N ) o’ N(e)

Par suite, on a, d’aprés (46), (48) et (49),
(48'y B 6] x |l

’ 1
(497 3|, Soleh
d’ot1, par induction,

17 1
49 _ —
(49") e *< » [ (p=1,2,...).

En outre, on a évidemment, vu la propriété 3°(b) de la e-norme

lim sup lii\—‘;’(—:)—”-) —lim sup Nl\(f_w@ ,
G’est—é-dire e>0 (8)
(50) | — x| =]
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Soit donné maintenant un nombre réel arbifraire z. Prenons
une suite de nombres naturels 7, (p=1,2,...), tels que

B >l ®=1,2,...)
op p=1y2,...)

lim 72 —[].
p—>oo 27

En s'appuyant sur (50), (487), (49") et sur la propriété 2°, on
déduit que :

fr, 1 7
Tf,m!<”,)%l‘ﬂ¥ (p=1,2,...),

(ol = I7lofe <
et, par conséquent,
(51) frale< im 22 Jol=7] o]
p-roo 2
En remplacant dans (51) = et x respeetivement par 1/z et o, il

vient 1'inégalité inverse
[o] foole <lreels
ce qui donne, avec (51), la condition demandée 3.

Passons & Ia condition 4 dn lemme. On voit d’abord que, d’apres
la formule (45),

. -2\7(57612) -
lim s -1 i=1,...,%
,,,(:lp N(e) < ( yeersf);
c’est-a-dirve
(52) L ekt (i=1,...,n).

Désignons, pour tout nombre positif suffisamment petit &,
par m(e) le plus grand nombre entier tel que, pour chaque point

(53) Z'/=i§; ;6

de Vespace &, l'inégalité

(54) lyli<ne(e)
" entraine

k4 ] 1
(54") it < Po)
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L’existence d’une telle fonction m(e) résulte des remarques conte-
nues dans le §0 et il est clair que
(55) lim m(g) ==+ co.

>0

Remarquons en outre que, d’aprés la propriété 3°(a), on a

(55°) N(s, ’f) = N (e, m)+ "
et ensuite, par induction,
xpts n
(55") 1\7(5) )< op Ne, )+ op + 5 A)I)’—] +>|'2
1
<—2;,N(s,m)+'n, (p=1,2,...).

En tenant compte de (55”), (54'), (45) et des propriétés 2°, 3°(a)
et 3°(h) on voit que les relations

N(e,y) <2N[6,77,6]~2N )15l e)

R n e 3 1 N( )
2 % ’
ont lieu pour chaque point (53) satisfaisant & la condition (D4),
et on en déduit l'inégalité
2N (&) .
M(e)<< Fros +2n2,

olt le premier terme est la fonetion définie par (35). De la, on
obtient, vu la propriété 4° et (55),

Nie, V()] &)+ M (e) N
sup —— <limsu il S e T
G TR Mup N() Hm s -y
¢’est-a-dire
(56) N CIPESLTS

pour chaque rotation V() de Pespace ¢.

Cette derniére inégalité, étant vraie pour toutes les rotations
et tous les points de ¢, reste aussi vraie si l'on remplace dans (56)
@ et V(z) respectivement par V(z) et V), ce qui donne

(57) ]2 <[V (2)
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En remplacant ensuite dans (56) et (57) V(x) par la rotation
Vi@)=V(o+z)— ¥ (z1),
en traitant ; comme un paramétre, et en posant
=Ly —Ty,
on trouve la condition 4 du lemme.

Remarquons maintenant que, d’aprés (45), on a

i‘ N(e,e,) 2N (¢)
i=1

et, par conséquent,

n

V(e,e;) « Nie,e)
2 m su] _N) zhmsupz o) >1,

=~r0 =]

c’est-a-dire

(38)

(\SE

legle =1

il
-

i
11 en- résulte immédiatement-}a eondition 5 du lemme, -ear tous
les membres de la somme (58) ne peuvent &tre égaux & zéro.

T1 reste donc & démontrer que la fonetionnelle (46) est tou-

jours finie. Pour ce but, on représente chaque point z de ’espace

.€ sous la forme

n
&L= Z &y
=1

et on a, en tennant compte de (52) et des conditions 2 et 3,
1 n "
!wl*<2116¢6il= S IEllele< ) 18] < oo
i= i=1 i=1

Ainsi, la démonstration du lemme fondamental est terminée.

Aprés ces raisonnements auxiliaires passons & la démonstra-
tion essentielle du théoréme. On le déduit par induction relative-
ment au nombre n de dimensions de I'espace C.

I'. Supposons d’abord n=1. La base (44) se réduit donc au
terme e, et chaque point x de 'espace ¢ peut &tre exprimé sous
la forme

r=E ¢,
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ol & est un nombre réel. En méme temps, on 2, d’aprés (45), (46),
Jer)e=1
et, par conséquent, vu la condition 3 du lemme fondamental,

e =|&l,
d’otr
(59) lolx>0  pour 6,
ce qui montre que la pseudonorme (46) est dans ce cas une norme
homogéne dang &.

Puisque chaque rotation V(z) de lespace C est aussi, d’aprés
1a condition 4 du lemme fondamental, une ,rotation” de ¢ relati-
vement & la norme homogéne (46), on déduit, & Paide du théoréme
de S. MAZUR et S. UrAm®), que V(z) est une opération lindaire. Le
théoréme est par cela vérifié dans la premidre étape.

TI'. Supposons maintenant que %n>1 et que le théoréme soit
vrai pour chaque espace du type (¥) au nombre de dimensions
moindre que n. On distinguera deux cas:

A. La pseudonorme (45) satisfait & la condition (59), c’est-a-
dire qu'elle est une norme homogéne dans €. Alors la démonstra-
tion se réduit comme précédemment au théoréme de Mazur ot
TUlam ) :

B. Il existe un systéme de points linéairement indépendants

60) . €15a500,6p (p<n),
tel que

{607) ]6;|¥=0 (i:l{...,p),
tandis qu’on a

(60”) I.’L‘{;;.>0

pour chaque point x de Pespace ¢, indépendant linéairement
des points (60). Prenons dans ce cas une base quelconque de ¢
compogée des points (60) et des points

v on ”

{61) €11€24:-+,¢ (g=n—p)

indépendants linéairement des points (60'). Formons ensuite deux
sous-espaces ¢ et € de ¢ aux bases respectivement (60) et (61).

% Voir [1], p. 166.
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‘ Il est clair, que chaque point x de & peut étre exprimé d’une
facon univoque sous la forme

(62) 2=tz

ou

o ¢ é.,7 " ¢ é"‘

En outre, en exprimant chaque point @ de Pespace &' sous
la forme

D
o= D &6,
i=1

1,...,p) sont des nombres réels, on en déduit, vu les con-

ou & (i=
s 2 et 3 du lemme fondamental,

dition
, s B
@< &6l = 3 1&l 6],
i=1 i=1

o’est-a-dire, d’apreés (60'),
(63) [@]5==0.
En méme temps, chaque point 2z’ de P’espace ¢’ étant linéairement
indépendant des points (60), on a, d’aprés (60"),
(64) " ]x>0 pour =z #6,
ce qui revient & ce que la pseudonorme (45) est une norme homo-
géne dans l'espace ¢°. On tire enfin, de (63) et de la condition
2 du lemme fondamental,
(65) &)= ") — | | o'+ | <[ | A- 10 | = 27|,
¢’est-a-dire, d’aprés (62),
(66) |l =]
pour chaque point # exprimé sous la forme (62).

Soit maintenant V(z) une rotation quelconque de &. D’aprés
ce qui précéde, elle peut &tre aussi exprimée sous la forme

(67) V(z)=V'(z)+V" (),
ol ]
(68) Viz)e &, Vi (w)e&”

sont des opérations univoques de la variable ®, définies dans &.

Studia Mathematica. T. XIII. 8
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En appliquant les notations (62) et (67), représentons la ro-
tation V() sous la forme

(69) Vi@)=V'(@" )+ V(@ +2") =V @)+ V(@ +a),

ot .considérons les trois membres de lexpression (69).

Je dis, que les deux derniers de ces membres dépendent ’une
maniére additive uniquement de la partie o’ resp. x'’ de la variable
r, tandis que le premier terme est une fonetion additive de la par-
tie x”.

En effet, lopération V(x) étant une rotation de ¢, on déduit
de (67), (66) et de la condition 4 du lemme fondamental

(T0) | V(@ tay)— V(@) +ai)le=|V" (@ +a5) — V" (@ +3)lx
= | (o -+ ly) — (W ) | = |y — 2 |

pour tous les points

xed, b Yd

En particulier, en posant dans (70)

Tpy=%,  Ty=%, =0, @ =,
il vient
V" @+ )= V(@ =0,

c'est-a-dire, d’aprés (64),
(11) - V(@ )=V (o)
pour tous les points :

red, 2 e,
et, en posant

m;_ @1 m,2 = @7
on trouve
() (V" () — V" () | = |5 — 1 .

La relation (71) montre, que le dernier membre de (69) ne
dépend que de la partie z” de la variable x. En méme temps, il
résulte de (71') et de légalité évidente V''(0)=0, que V'opération
définie dans l'espace €' par

(72) V(@) =V"(a"),

est une rotation de ¢” relativement & la norme (46).

ol x'e¢”,
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Le nombre de dimensions de ¢” étant moindre que %, on en
déduit, d’aprés la supposition donnée au commencement de 1T,
que Vopération (72), resp. le dernier membre de I'expression (69),
est une opération additive dans ¢”, resp. ¢.

Considérons maintenant le second membre de l’expression
(69). En revenant i l’ancienne norme dans ¢ on a, vu (71), les
égalités
(73) IV (@ +2") =V (2 +27)]

=LV (@ +a") — V(@[ V'@ +2") =V (@)l =1~
pour tous les points

(73) sec, el (k=1,2).

On voit par 1 gue, le point 2" étant fixe pour le moment, 1'opéra-
tion définie damns 1’espace ¢’ par la formule

(714) V(@)=T (& +2)—V' (@), ou red,
qui dépend du paramétre z’, est une rotation de ¢’ relativement
3 la norme ancienne et, par conséquent, vu la supposition citée
de II’, cette opération (74) est additive donc linéaire dans ¢ On
peut montrer quelle ne dépend pas de z".

En effet, I'opération V(x) étant une rotation de Pespace ¢,
on trouve, d'aprds (66), (68), (69), (71) et ce qui précede,

IV (8 ) — V (zad +2 )| =I[ V' (z +-25) — V' ()]
[V (2 4-}) =V (@) T4V (@) = V' (@) LV () = V(@) 11
=Hf{[V'(w'+»v§)—V(wfz')]—*[V(m’Jrﬁ{)—V(W'{)]}HV(%Z)—V'(w'{)]
LV (@) — V" (@) W =l (v ) — (v )| =y — a4l
et de méme
(14) Hr{[V'(w'+m§)—V(:v'g')]+[V'(w'+x'{)—V'(w'{)]}ll
(& i,
<ty — ALV () — V(@] + [V (25) — 7 (@)1
pour tout nombre réel v et tous les points

(74 xred, xpel” (k=1,2).

On en déduit, d’apres les remarques du §0 que, pour les points
Si-
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(74") dont la distance est suffisamment petite?), le cqefficient
du nombre = dans le premier terme de (74’) doit étre égal & @. Un
raisonnement trés facile montre qu’il est aussi égal & @ pour tous
les points (74’) et, par suite, I'opération (74) est indépendante
du paramétre 2”, e. q. f. d.
Nous étudierons le premier membre de Pexpression (69).
Considérons 'opération définie dans lespace ¢ par la formule

(75) V¥ )=V'(2"), o "¢,
et exprimons lopération V(xz), vu (62), (69), (72), (74), (75) sous

1a forme ~ -
(76) V{@)=V*")+ V(2)+V(a").

Par un ealeul facile on trouve l'opération inverse
(1) V)= =T VT @)+ T+ T ).
Considérons ensuite, en appliquant (62), L'opération composée
V(@) =V{V(@+y") =V (y")]
=+ TV (" +y") = V* (&) = V*(")],

ol ze¢ eb ¥ est un paramétre arbitraire appartenant i lespace
¢&", et formons les opérations iterdes

(19)  Vi@)=a+i7 [ V*@"+y) = V@) =V*@")]  (=1,2,...).
Les opérations (79) étant évidemment des rotations de 1’espace

¢ relativement & la norme ancienne, on a, par conséquent, les éga-
lités

(78)

V7 (i) — V) =iy — ) (=1,2,...)

) 1L suffit choisir «7,%; de telle fagon que lexpression du coté droib
de (74') soit mondre que 7g.

®) En admettant (62) et en posant V='(z'4a")=y"+y", ot 4’ ¢ &, y" ¢ ¢,
nous avons, en tenant compte de ce qui précéde,

# =T+ ) =T )+ T )+ V(")
et par conséquent I=7(3/")=m", Y= ;‘1(,%"), d’ol ensuite
V)= =TT =T ) — T L ),

ce qui donne immédiatement la formule (77).
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pour tous les points
e " (k=1,2).

On en déduit, comme dans le eas des formules (74'), que le coefficient
du nombre j dans le second terme de (79) est identiquement 4gal
4 O, done la fonction (75) est une opération additive.

Somme toute, tous les trois membres du cté droit de l'ex-
pression (76) étant additifs, Popération V(x) est aussi additive,
done linéaire.

Ainsi le théoréme est aussi vérifié pour le cas B de la seconde
étape, et la démonstration par induction est terminde.

§ 2. Complémentaires.

8. MAzUR a démontré que le-théoréme de ce travail esh équiva-
lent au suivant:

Théoréme II. Ftant donné un groupe G composé des transfor-
mations homéomorphes dun espace quelconque & du type (F) & un
nombre arbitraive fini de dimensions en lwi-méme, tel que

(A) le groupe G contient toutes les tramslations de Pespace ¢,

(B) le sous-groupe G, composé de toutes les transformations de

- G_qui ont O comme paint fize, est compact?),
toutes les tramsformations du groupe @, sont lindaires.

Chaque espace du type (F) & » dimensions étant évidemment
isomorphe avec Pespace euclidien & 2 dimensions, on peut remplacer
dans ce théordme, sans en restreindre la généralité, T’espace donné
¢ par espace euclidien.

Voici la démonstration de 1’équivalence des deux théorémes,
donnée par S. MAzUR. )

L Admettons le théoréme I. Soit ¢ un espace quelconque du
type () &4 n dimensions. Considérons deux groupes @ et G, des
transformations homéomorphes de ¢ en lui-méme, satisfaisant
aux conditions (A) et (B) du théoréme II. Posons pour chaque
x de &,

(80) l2*=_sup ||V (@)].
F(x)ebs

) Cest-d-dire que chague suite infinie des transformations du groupe Gy
contient une suite partielle tendant uniformément, relativement & la norme,
vers une transformation de &, dans chaque ensemble compact de points de
Tespace ¢.
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Nous étudierons iel quelques propriétés de la fonectionnelie (80).
On voit d’abord que

%

”.'131—|-(02H* < H~171H* el

pour tous les points ;,2, de ¢l .
En efffet, en introduisant, pour chaque transformation V()
du groupe G, 1 transformation auxiliaire

(81) . Vl(‘n)zv(x"—ml)'—‘v(‘vl)?
il vient de (B), que Vy(x) appartient au groupe , et que
IIV(ml+mz)1i<HVl(mz)\H—HV(ml)KH%H*+H-T2H*¢

d’olt résulte immédiatement la relation demandée.
On voit ensuite que

(82) lim |jz,j|=0 entraine lim ||z, [*=0

n—yee n—roo

pour chaque suite {wn} de points de 'espace .

Pour le démontrer, remarquons que, pour chaque nombre po-

sitif &, il existe un nombre positif & tel que |wf<d entraine
||V (z)j<e, pour chaque point z de Vespace ¢ et chaque transfor-
mation V(x) du groupe Go.

En effet, en supposant le contraire, il existerait une suite {77,]
de points de Lespace ¢, et une suite [Val@)} de transformations
du groupe G, telles dque %, 6, tandis que V,(Z,) non —>0;
le groupe G, étant compact, on peut aussi supposer que la suite
{Vn(m)] converge uniformément dans chaque ensemble compact
de points de l'espace € vers une transformation ¥,() du groupe Gy;
en prenant en particulier, 'ensemble compact, composé de points
de- la suite [7,) et de point O, on en déduit la relation
T o(F)—V,(8)=06%) contraire 4 la précédente. Cette remarque
donne facilement la relation (82).

Daprés les propriétés citées ci-dessus et d’autres évidentes,
on voit que la fonctionnelle |[* représente une morme dans ¢

Remplagons maintenant la norme ancienne dans ¢ par cette
norme nouvelle. Tl suit de 13 un espace nouvean ¢* du type (I),
et il est facile de vérifier qu’il est isomorphe avec V’espace précé-
dent €.

1y Voir [5], p- 108-109.
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Les transformations des groupes cités peuvent étre aussi consi-
dérées comme transformations biunivoques de P’espace ¢* en lui-
méme et nous démontrerons que chaque transformation du groupe.
@, est une rotation de ¢*.

En effet, étant donnée une transformation quelconque Wo(w)
du groupe Gy, on a, pour tous les points x;,x, de ¢ resp. ¢* et pour
chaque autre transformation V(2) du groupe Gy,

(83) 1V Vo(we)— Vol =V Vol “wl)]HQ\xz—mlH*,
et, par conséquent,
(83") [V oa) — V(@) <l —ail,

ott V() désigne dans (83) la rotation auxiliaire correspondant
4 V(z), analogue & celle de (81); en remplacant, dans (83"),
V() , @y, %, respectivement par Vil (x), Volmy) , Vola), on a Dinégalité
inverse .
|!1Z‘2-—-‘191H*<||Va(:1?2)—Vo($1)H*,

ce qui montre, avec ce qui précéde, que la transformation V()
est une rotation de ¢*.

Toutes les transformations du groupe @, étant des rotations de
Pespace ¢*, on trouve quelles sont, vu la supposition du comen-
cement, additives donc linéaires, ce qui implique le théoréme II.

1I. Admettons le théordme II. Considérons les groupes @
ot G, composés respectivement de toutes les transformations iso-
métriques d'un espace donné ¢ du type (F) & n dimension en lui-
méme et de toutes les rotations de cet espace.

Nous démontrerons que les groupes déerits satisfont anx con-
ditions (A) et (B) du théoréme IL

La premiére condition étant évidente, passons & la seconde.
On voit d’abord que toutes les transformations du groupe G sont
uniformément continnes dans Lespace ¢, Vi 1 égalité
(84) 10 () — U ()| =l — 201l
qui a lieu pour tous les points 2,2 de ¢ ef pour chaque transfor-
mation U(z) du groupe &.

On peut montrer ensuite que, pour chaque suite {V,,(m)} de
trangformations du groupe G, et pour chaque point z, de l'espace
¢, il existe une suite partielle de la guite donnée convergente en
le point a.
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En effet, on peut choisir un nombre naturel suffisamment
grand L tel que le point u,/L appartienne & la sphére compacte
déerite au §0; on a dans ce cas

L
(85) Vn(wo)zzﬂl?/%’),
. =
ol
G (s) s 7 s—1 ] 9
(85") =V, —L—mo -V, A 2] (s=1,...,L;n=1,2,..),
en méme temps que
. @
(85) Ilyif)li=‘-]§ <"z

les points (85’) appartenant, d’aprés (85"), & la sphére compacte,
il existe une suite croissante d’indices {nk} telle que toutes les
suites

{y;f;:} (8:1:'-'7L)

soient convergentes; il en résulte immédiatement, vu (83), qu’alors
la suite partielle de transformations [V,%(m)} est aussi convergente
en .

On peut montrer enfin que, pour chaque suite {Vn(w)} de
transformations du groupe @,, tendant wuniformément vers une
opération Vy(x) dans chaque ensemble compact de ¢, la limite
Vola,) de cette suite appartient aussi au groupe G,.

En effet, on a d'une part, d’aprés (84),

WV (@) = Vo ()| =y — 24|
et, par suite,

li?; WV (@a) — Vo (@)l =1Vy (a22) — Vo ()| == for — a2y

7

pour tous les points z,,z, de ¢, ce qui montre que la transforma-
tion V,(x) est isométrique. D’autre part, étant donné un point

quelconque y, de &, on tire de ce qui précéde, que la suite de
points {x,], définis par les égalités
(86) -99“:1-7;1(?/0) (7"2172)"')7

contient une suite partielle (z, | tendant vers un point z de ¢.
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Il en résulte immédiatement, en tenant compte de (36) et de la
convergence uniforme de la suite {¥,(»)] dans les ensembles com-
pacts de &, que
Yo=lim Vo @) = V(@) 1),
k-ro0
ce qui montre que l'opération Vy(x) transforme ¢ tout entier en
lui-méme.

Bn somme cette opération est une rotation de Tespace ¢,
e q. £ d

A Yaide des propriétés mentionnées du groupe G on déduit,
en appliquant la méthode bien connue, la seconde condition demandée.

Les transformations du groupe G satisfaisant aux deux condi-
tions précédentes, on en déduit, d’apreés la supposition I, que chaque
transformation du groupe @ est linéaire, c’est-a-dire qu’on a le théo-
réme I dans un cas particulier, ce qui équivaut, comme il 'a été
démontré, au cas général de ee théoréme.
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