Les inégalités enire les moments des variables aléatoires
équivalentes
par

8. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

B. de Finetti a infroduit en 1930 les notions d’événements équi-
valents?!) et de variables aléatoires équivalentes. Dans cette note je vais
démontrer quelques inégalités entre leurs moments, qui ont un sens pro-
babiliste intéressant. Elles sont une généralisation et en méme temps
une conséquence du théoréme sur les inégalités entre les moments abso-
lus d’une variable aléatoire. Mes théorémes et leurs démonstrations sont
exprimés dans le langage de la théorie de la mesure. On peut les traduire
en le langage usuel de Ia théorie des probabilités, en lisant ,,probabilité®
au lieu de ,mesure®, ,événement“ au lieu de ,ensemble“ et ,variable
aléatoire® au lieu de ,fonction mesurable«.

Les variables aléatoires indépendantes ont le coefficient de corréla-
tion nul. Te coefficient de corrélation des variables aléatoires équivalen-
tes peut &tre différent de zéro. Il résulte de mes inégalités que pour une
suite de variables aléatoires équivalentes le coefficient de corrélation
ges v;a.riables de cetbe suite est nécessairement positif, s'il est différent

e zéro.
] A la fin je démontre & l'aide d’une des mes inégalités un théoréme
qui a une interprétation intéressante dans la méthode d’estimation de
la composition végétale des champs avec une ,rdgle de Levy“,

1. J’appellerai un systdme fini #,,...,B, (ou une suite By, B,...)
d’ensembles mesurables L, situés sur une droite, systéme (ou suite) d’en-
sembles équivalents m & m, si pour tout k<Cm la mesure w; du produit
de k ensembles X, ,...,F;, o les indices i,,...,4, sont différents, est
un nombre dépendant de % seulement.

. J’ap‘pellera.i un systéme FEy,F,,...,E, d’ensembles équivalents
a n systéme d’ensembles équivalents.

1) Voir B. de Finetti [1]. Cf. aussi une série de trois notes d é
/ . Cf. u méme auteur
dans Atti della Reale Accademia Nazionale dei Lincei 18 (1933).
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J'appelerai une suite E;,B,,... d’ensembles’ équivalents m & m pour
tout m suite densembles équivalents. Je considére dans la suite seulement
le cas, olt tous les ensembles considérés sont situés sur le segment (0,1).

THEOREME 1. Pour un systéme Ey,...,B, &ensembles équivalents
deuw & deun et situds swur le segment (0,1), on a Dindgalité
) o> of— =)

n—1

Démongtration. Soit k() (i=1,2,...,n) la fonetion ocaracté-
ristique de P’ensemble Ej;. Considérons la variance o° de la somme h{t)=
= hy (§)+ ha(t)+- ..+ By (1) définie par 1égalité

A= O —Hf @, o M= (B

Un simple calcul montre gue
(2) F=no+n(n—1)w,— (o)

En substituant cette expression dans Pinégalité o*>0,0n a (1),c.q.f.d.

I’inégalité (1) n’est pas la meilleure possible. Pour deux ensembles
3 mesure 1/2 elle donne w,>=0; si ces deux ensembles sont disjoints, 'éga-
lité w,=0 se réalisera. Mais pour trois ensembles & mesure 1 ]2 supposés
équivalents, Pinégalité (1) fournit w,=>1 /8; cependant il n’existe pas
trois ensembles équivalents & mesure 1/3, dont chaque paire ait une
partie commune 4 mesure 1/8. Cela résulte du fait que le produit du troi-
sidme de ces ensembles et du complément de la somme des deux autres
devrait avoir la mesure 1/4, ce qui est impossible parce que le complé-
ment de la somme de deux ensembles & mesure 1/2 ayant une partie
commune de mesure 1/8 est de mesure 1/8 et non de mesure 1 4.

L’inégalité (1) se laisse améliorer de maniére que pour tout o, il existe
un systéme d’ensembles équivalents réalisant 1égalité; c’est ce qu'affir-
ment les deux théorémes suivants:

THEOREME 2. Pour un sysiéme By,B,,... B, densembles équiva-
lents deux & dewx et situés sur le segmeni (0,1), on a Vinégalité

w (1— ) (noy—[n o ){1—no,+[n w,])
n—1 n{n—1) !

(3) @y i —
ot [nw,] est la partie entiére de nw;.

Dans la démonstration jutilise le

LeMME 1. Lo variance minima ooy, des fonctions définies damns Pin-
tervalle (0,1), & valeurs 0,1,...,m, ayant Vintégrale My, est égale &

(4) G;ﬁnz(Mx_ [Mll) (1_M1+ [Mﬂ)
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Démonstration, D’aprés la définition on a
1
o*= [ (s (t)— M) dit.
0

Pour M, entier la fonction s(t), qui est égale & M; partout, satisfait & 1a
thése du lemme 1. .

Supposons que M, ne soit pas entier. Soit ¢() une fonction satistai-
sant 3 Phypothése du lemme 1. Alors s(f) prend deux valeurs au moings
sur les ensembles de mesure posifive. Désignons par p; la mesure de en-
semble Bys(t)=1} (¢=0,1,...,n). Puisque

1
of(s(t)—Ml)”dt =f1.92(t)dt—M§,

il suffit d’examiner quand l’intégrale du carré §*(t) est minimum. Je
démo?ltre ,que, si pour 1,4, j>1-+1, on a p;>0 et p;>0, il existe une autre
fonetion s'(t), remplissant ’hypothése du lemme 1, telle que

1 1 N
!sz(t)dt—~fs’z (t)dt>0.
0
Pour i,j,j>i+1, on & linégalité

(8) @4 > (0 14 -1

) Soit ¢ () une fonction pour laquelle on a pj—p;—se, Pl1="Pi1+ 5
§i~1=pi-1+37 ?ithi_eza pk=p.k1 If#—_iyi"l'l:?.—'l;j; ol g=min(p;,p;);
'ans le cas, ol v,—l—.1=]—1, soit p; ,=p;.,+2 Les fonctions s(f) et
8'(f) ont les mémes infégrales. De plus, en utilitant (3), on a

JFO@— [ @@= (' (41— (= 1) > 0.

_ Il en résulte qu’une fonction & varianee minima prend sur les en-
sembles de mesure positive deux valeurs seulement, dont la différence
‘est égale & 1. Un simple calcul montre qu'une telle fonction prend
la valeur [M,]41 sur un ensemble de mesure M,—[M;] et la valeur
[M,] Esur un ensemble de mesure 1—M,;+ [M;]. Alors sa viariance est
égale & (M,—[M,])(1—M,+[M,]), ce qui achéve la démonstration.
Démonstration du théoréme 2. Remarquons que la sommo
I(t) des fonetions caractéristiques des ensembles considérés remplit l’hy:
pothése du lemme 1. Alors pour sa variance ¢® on a I’inégalité o* > o2,
En tra,n’sformant convenablement cette inégalité on obtiezt (3), G./q. fml 3
» T;l@??ORE}EE‘ 3. I eziste pour tout wl‘,0< o, <1, un systéme By, B,,..., B,
ensemi l«fs eguwalents de meswure w;, situés sur le segment (0,1), pour lequel
dans Vindgalité (3) Végalite se réalise. o !
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Cela résulte du lemme suivant:

LEMME 1. Pour tout n et m<<n il ewiste sur chagque segment (@,b) donné
d’avance un systéme By, Es,..., B, densembles équivalents tel que toub
point du segment (a,D) appartient exactement & m ensembles du systéme
considére.

Démonstration. Je divise le segment (a,b) en (Z) parties dgales
Pl,Pz,...,P,,,...,P(n). Jrarrange en ordre lexicographique de succession
m.

toubes les combinaisons éy,...,i, de m divers nombres d’entre 1,2,...,7%.
Je joint Py & lensemble F; si Ia %-tidme combinaison contient le nom-
bre 4, dans le cas contraire je me le joint pas & cet ensemble. Les en-
gembles F; ainsi formés ont toubes les propriétés désirées, & savoir leur
définition implique ce qu'il suit:

(2) pour tout k, k=1,2,..., ™) 1a partie P, appartient & m di-
P ; ml

vers ensembles E;; o
(b) pour tout j<<m et pour By << By<< ... < iy <m quelconques, on &

)
B

(1B| désigne ici la mesure de T’ensemble E).

La condition (a) assure que toub point du segment (a,bd) appartient
exactement & m ensembles B;, tandis que la condition (b) impligue leur
équivalence, c. q f.d.

Démonstration du théordéme 3. Pour construire le systéme
désiré d’ensembles équivalents je divise le segment (0,1) en deux parties,
3 savoir I'une Z; 4 mesure no,—[ne,] et l'autre Z, & mesure 1—nw;
4+ [no,]. En tenant compte du lemme 1, je construis sur la partie Z; un
systéme Ey,FB,...,E, d’ensembles équivalents la recouvrant [ne;]+-1
fois et sur la partie Z, un sautre systéme E E;,...,E, d’ensembles
équivalents la recouvrant [# w,] fois. Si on pose E,=E;+ E;, on obtient
sur le segment (0,1) un systéme B,,B,,..., B, d’ensembles équivalents
3 mesure o, pour lequel I'égalité dans (3) se réalise, c. q.f. d.

En négligeant les différences d’ordre 1/n, on peut exprimer toub
court le contenu des théorémes démontrés en disant que dans e systéme
densembles équivalents deus & deuz lo mesure o, du produit des paires de
ces ensembles doit surpasser la mesure arrée w?. Une propriété analogue
ont aussi les autres nombres wg, ce quassure le

\Ey By, Byl =

- [(a,0)]
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THEOREME 4. Pour un systéme By, B,,...,E, densembles équivalents
k &k, situds sur le segment (0,1), on a Vindgalité
n* w  Mr—n(n—1)...(n—k+1)
f—
nin—1)...(n—k+1) * n(n—1)...(n—k-+1)

(6) Wy

"Démonstration. Pour la somme h(f) des fonchions caractéristi-
ques %;(#) des ensembles F;, subsiste lindgalité

fh"(t)dt> {fh(t)dt}".

En développant Pintégrale du c6té gauche de cette inégalité et en
substituant » e, pour Lintégrale du c6té droit, on obtient I’inégalité

k-1
pa—1). =k 1) ot F w() o> (noy),

ol les w;{n) sont des polynémes en n, de dégre k—1 au plus, & coefficients
dépendant de % et tels que :
k—1
2 wimy=nF—n(n—1)... n— kL 1).
1=l
En transformant convenablement cette inégalité et en substibuant
Punité pour tous les w; (i=1,2,...,k—1), on parvient & (6), c. q.f. d.
THEOREME 5. Pour une suite By, B,,... densembles équivalents m & m,
situés sur le segment (0,1), on a Pinégalite

(7 oot powr  k<<m.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme il suffit de remar-
quer que dans ce cas l'inégalité (6) subsiste pour tout 7, parce que les
premiers # ensembles de la suite B,,H,,... forment un systéme d’en-
sembles équivalents m & m.

En allant avee n & Vinfini, on obtient (7), ce qui achéve la démon-
stration.

En suivant une voie indiquée par les démonstrations des théorsmes
4 et 5 on peut généraliser le théordme 5 3 la forme du théordme 6 que
j’énonce sans- démonstration :

THEOREME 6. Pour la suite By, B,,... densembles dquivalents m am
situds sur le segment (0,1), on a Vinégalité

(8) oi=0*  pour I<k<m.

icm

Moments des variables aléatoires équivalentss 237

En tenant compte de la définition de la suite des ensembles équi-
valents on obtient le

TeRoREME 7. Pour la suite H,,B,,... densembles dquivalents, si-
tués sur le segment (0,1), on a& Vindgalité

(9) wp>of  powr 1<k

Ce théordme admet aussi une autre démonstration, & savoir en uti-
lisant un théordme de Khintchine [2] d’aprés lequel les nmombres ey
sont des moments d’une variable aléatoire 3 valeurs dans le segment (0,1).
Oependant il serait difficile d’obtenir ces indgalités de la condition de
Khintchine (loc. ecit.) nécessaire et suffisante pour qu’une suite de
nombres e, e,,... soit la suite des mesures des produits des ensembles
d’une suite d’ensembles équivalents.

On voit que la notion d’ensembles équivalents est une générali-
sation de la notion d’ensembles indépendants. Les théorémes démontrés,
en particulier les théorémes 1,4 et 5, expriment, en disant tout court,
que, dans le cas des systémes finis d’ensembles équivalents approxima-
‘tivement (aves une précision dordre 1/n) et dans le cas des suibes
d’ensembles équivalents exactement, les mesures des produits des en-
sembles équivalents peuvent seulement surpasser les mesares respectives
des produits des ensembles indépendants & la méme mesure. Autrement
dit, les ensembles équivalents ne peuvent &tre gun’indépendants ou dé-
pendants positivement.

2. Une suite E,,E,,... d’ensembles est appelée une suite stationnaire
d'ensembles si la distributrice du systéme By, B, 290+ By, dépend
de n seulement et non pas de k. Or, si By, B,,... n’est qu’une suite station-
naire d’ensembles tout court sans dtre une suite d’ensembles équivalents,
les inégalités (4) et (5) et méme l'inégalité (1) peuvent ne pas subsister.
On le voit en définissant une suite par les &galités suivantes:

1 1
- Ezn-1= (03?>7 Byp= (‘571\ .

Cette suite est une smite stationnaire d’ensembles et les produits
de tous les deux ensembles conséeutifs sont vides

3. Maintenant je donmnerai une généralisation des théordmes démon-
trés au cas des moments des fonctions mesurables I (ou des variables
aléatoires dans le langage de la théorie des probabilités). Je considére-
rai tous les moments de ces fonctions ou bien seulement les moments
de degré m au plus.

Suivant B. de Finetti appellons un systéme f,(£),f2(2); .-, n(f)
(une suite f,(t),f.(¢),...) de fonctions mesurables systéme (suite) de fono-
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tions équivalentes m & m lorsque la distributrice m-dimensionnelle
Flay,dg,-..,0,) du systéme f; (8),f;,(8),...,f;, (1) de fonctions dépend
de m seulement et non pas du systéme i,...,%, d’indices.

TUne suite f,(f),fy(t),... de fonctions équivalentes m & m pour tout m
sera appelée tout court suite de fonctions équivalentes.

Pour les démonstrations de mes théorémes j'utiliserai seulement
une propriété des fonctions équivalentes ainsi définies, & savoir 1’égalité
de certains moments.

On appellera un systéme f,(2),f2(t),...,f,(t) (une suite f1(2),7.(?),...)
de fonctions mesurables, ayant les moments finis jusqu’au degré m, sy-
stéme (suite) de fomctions faiblement équivalentes m & m, i pour tout k<m
les moments de degré k, définis par les intégrales

1
Mgy 80,0 867 Jﬂ'f(t) '--"ﬁ:(t)dt7

ol s+ 8+...+ 8=k et 4,...,4; sont des indices divers, dépendent
seulement du systéme s;,...,s; d’exposants et non pas du systéme 4,,...,%
d’indices. .
Tne suite f,(t),f2(f),... de fonctions megurables ayant tous les mo-
ments finis sera appelée suite de fondtions faiblement éguivalentes, si elle
est une suite de fonctions faiblement équivalentes m & m pour tout m.
Les fonctions équivalentes sont évidemiment faiblement équivalen-
- tes si elles ont ‘les moments nécessaires finis. ' .
Pour les moments des fonctions faiblement équivalentes se laissent
démontrer toutes les inégalités analogues & celles entre les mesures des
produits des ensembles équivalents. Les démonstrations sont formelle-
ment les mémes que dans le cas des ensembles équivalents; il faut seule-
ment remplacer dans le calcul les mesures des ensembles par les moments
respectifs des fonctions considérées. J*énonce ces théorémes générali-
863 en omettant leurs démonstrations:
THEOREME 8. Pour un systéme f,(t),f2(),...,f.(t) de fonctions faible-
ment équivalentes deux & dewwx, on a Vinégalité

2
fhy— [
(10) ) = i ﬁ-

TEROREME 9. Pour le systéme f,(1),fa();-..,fn(t) de fonctions non-
-négqatives et faiblement dquivalentes k & k, on a Vindgalité

- n¥ ,c_nk—n(%—-l)...(n—«kJrl)
D). n—k 1" T am—1)...—k+1)

(A1) poy,.. 0
%

ot M désigne le moment maximum de degré k.
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THEEOREME 10. Pour wune suite f(1),f2(t),... de fonciions non-néga-
tives et faiblement équivalentes m & m, on o Pinégalité

k

(12) #5,1,.\.,12#1,1, .1 pour I<km.

k i

TeELOREME 11. Pour une suite fi(t),f2(t),...
tives et faiblement éguivalentes, on o Vinédgalité

de fonctions non-néga-

(13) !‘5,1,,..,1>I‘f,1,...,1 pour 1<k.
3 7

4. Voila wne application du théoréme 2, ayant une interprétation
dans la méthode d’estimation de la composition botanique des champs
avec une ,régle de Levy“ (cf. [4]). Cette régle est une perche d’un métre,
divisée par des elous en décimétres. On jette cetbte régle au hasard sur
le champ examiné et on compte les clous touchant une espéce botanique
particuliere. Il s'avére que pour toute paire de clous la probabilité de
toucher avee les deux clous la méme éspdce sur un champ & deux espéces
ne peut pas &tre moindre que 1/3.

Le sens precis de cet énoncé est le suivant:

Soit R un ensemble plan mesurable I, situé sur un plan euclidien
(x,y) et ayant la propriété suivante: pour tout =,y les points (z,y),(s+1,y),
(#,9+1) appartiennent & Pensemble E simultanément ouw simultané-
ment n’appartiennent pas & cet ensemble. La mesure de la partie de T'en-
semble R, contenue dans le carré unitaire

Q=Fi<a<1,0<y<1}
=)

soit égale & w,. Désignons par Q le cube

B {0<2<1,0<y<1,0<p< 2}
] ®v,9)
On appellera mesure d’un sous-ensemble de Q sa mesure lebesguienne
divisée par 2 (pour avoir [Q{=1). Considérons un segment AB de longueur
2r et centre 8. Soient @, les coordonnées du centre 8, et ¢ Pangle entre

Taxe des « et le vecteu.r‘.SA. Alors on aura A=A (2,y,p), B=B(2,9,9).
Subsiste le suivant :
THEOREME 12.

E {A(m:y:‘P)ER et B(wx?h‘p)ERH
(14) @vg)e2
+l B {A(m:y;?’)ER et B(w,?l,(P);RH><P((D1),

x,9,9)62
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ol
1—2w;, powr <o <1/3,
plo)=] 13  powr 13<m<2/3,

2w,—1  powr 2[3<Lo<<1.
Dabord je démontre deux lemmes. Pour un ensemble plan arbi-
traire ¥ posons

B, ,= B {(#+7 cosg,y -+ sing) eB}.

@,v)
LEMME 2. :
| E [4(z,9,9)eR}|=1Q- B|= o, pour tout r.
@,9,9e8
Démonstration. Soit h(z,y,¢) la fonction caractéristique de
1’ensemble
I= E {A(m,y,tp)eR}.
=v,9)eQ
Alorg on a

1= [ biasy,e)dadys =.,j {th(m,y,¢)dmdy}%

Rémarquons que, pour un ¢ fixé, h(z,y,p) est la fonction f}a,r?‘eté-
ristique de Vensemble plan Q-R, . Puisque l'ensemble B est périodique,
on a pour tout r,p

flflh(w,ysw)dwdy= Q- By, | =@ E|= oy,

dfolt il vient immédiatement

= oy, c.q.f.d
Désignons par o, la mesure de I'ensemble

E= E |A(@,y,9)eR et B(x,y,p)eR}.
@,v,9)eQ
Oonsidérons un triangle A’B’S", dont le cté A’B’ a la longueur 2r
et la hamteur 8" §’, divisant au point 8’ le ¢c6té A’B’ en deux parties
égales, a la longueur +'. Désignons par ¢ I'angle entre ’axe des z et le vec-

teur ;S::l', et par x,y les coordonnées du point §''. Posons

‘Krrz E‘{A'(%y,?’)ER et B'(a’r,y,(p)GR}.

@,v,9)eQ

LeMME 3. | K, |=w, pour lout v
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Démonstration. Soit k. (z,y,p) la fonetion caractéristique de
Pensemble K,,. On peut écrire
2z, 11 d(P
K, |= kr dzdy ; —
= [{[[bta,9,0) dva | 2
Remarquons que, pour un ¢ fixé, %, (,y,p) est la fonction caracté-
ristique de Pensemble

Z=@Q- {Rf,w%-m}f,su ’ {R;,'Hulz }f.¢+n .
En utilisant la périodicité de I'ensemble R, on obtient
11 11
‘_!bfkrl (#,9,9) drdy=|Z|=|Q- R R,,¢+,,I=_jfk(m,y,zp)dmdy,
ol k(2,y,p) est la fonction caractéristique de l’ensemble K. Cela permet

d’obtenir la thése du lemme en intégrant par rapport 4 @, ce qui achéve
la démonstration.

Démonstration du théoréme 12. Considérons un triangle équi-
latéral A" B (", dont les c6tés sont de longueur 2r et dont le centre
est au point §”’. Solent @,y les coordonnées du centre 8’ et ¢ I'angle

entre 'axe des & et le vecteur §'”A”. D’aprés le lemme 2, pour chague
sommet de ce triangle I’ensemble des (#,y,p)eQ2, pour lesquels le sommet
respectif appartient 4 l’ensemble R, a la mesure o;; d’aprés le lemme 3,
pour chaque paire de sommets de ce triangle, la mesure de l’ensemble
des (x,y,p)eQ, pour lesquels ces sommets appartiennent simultanément
4 Pensemble R, est égale & w,. Alors les ensembles des (2,y,p)e, pour
lesquels respectivement le premier, le deuxiéme et le troisidéme sommet
du triangle 4"’ B” (" appartiennent 4 l’ensemble R, forment un systéme
de trois ensembles équivalents deux & deux. II en résulte, & I’aide du théo-
réme 2, que pour les nombres w, et w, subsiste I’inégalité (3) avec n=3,
c’est--dire
| B {A(myyy‘?’)fR et B(m7?]797)5R”

@,v,9)eQ

> wz___ (1)1(1-—(1)2)

= %1

{8, —[3ey]) (1— 3w, + [3eny])
2 6 ’

Un raisonnement analogue appliqué au complément B de I’ensemble
R donne P’inégalité

E {A(w$'y)9’)ER et B(my?/"]’)éRH
@v,9)e2
or(1—wy) | B(1—w)—[3(1—0)])(1—3(1—w)+[3(1—ay)]).
2 6
Studia Mathematica XIV 16

=(1 ““wl)z—
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En ajoutant une inégalité & Vautre on obtient la thése du théo-
réme 12. '
5 T’ensemble R composé de tous les (z,y) pour lesque}s on a’m—l;m]<1 /2,
et le segment AB de longueur 27=1/2 sin 60¢ vréahsefnt 1’égalité dAa.ns
T'inégalité (14) pour o;=1/2. Je ne sais pas si l'inégalité (14) peut étre
améliorée pour d’autres ;.
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Sur la structure nom topologique du corps des opérateurs
par
K. URB_;&NIK {Wroclaw)

=

1. S0it C l'annean des fomdtions complexes continues a={a(t)},

définies pour 0<t<<oo. I'addition et la multiplication sont données par
les formules

a+b={a(t)+-b(1)},
a.b={fa(t—r)b(-r)dr}.
[

Soit 4 le eorps quotient sur C; les éléments de A seront dits opératewrst).

J. Mikusiniski a introduit deux types de convergence des opérateurs:

(I) La suite d’opérateurs a,,a,,... converge vers Popérateur a, lors-
qu’il existe un élément keC (k5£0) tel que ka,eC (n=1,2,...), kaeC et
que la suite %a,,ka,,... converge vers ka presque uniformément (c’est-a-
-dire uniformément dans tout intervalle fini)2).

(IT) La suite d’opérateurs a,,a,,... converge vers l’opérateur a,
lorsquil existe une suite %;,ks,... (k,eC) convergente presque unifor-
mément vers un élément keC (k=% 0), telle que k,a,eC (n=1,2,...), kae0,
et que la suite ka,,k,4,,... converge vers ka presque uniformément?).

Il est évident que la convergence (I) entraine la convergence (II).
L’implication inverse n’a pas lien. Par exemple la suite {e"‘} converge
(IT), mais diverge (I). En effet, on peut vérifier facilement que

[1 oy |1
——t ={_1
n e n [’
d’ol1 la econvergence (II). D’autre part supposons qu’il existe une fonction
keC telle que la suite k{e™}, c’est-d-dire la suite

{fte”’k(t—r)dr},

1) J. Mikusifski [2], p. 43-44.
) Cf. loc. cit., p. 62.
%) Cette définition n’a pas encore été publiée.
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