Sur Péquation intégrale non linéaire de seconde espéce
a forte singularité

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

Nous appelons équation intégrale non linéaire do seconde espéce
4 forte singularité 1’équation de la forme

1) sv(ﬂv):f(w)—kloful\"(w,y)F[w,y,rp(y)]dy

aveo p(x) comme fonction inconnue dans lintervalle (0,@); lo noyau sin-
gulier N (z,y) ayant la forme

(@) N(@,y)=P (a,y) cotg — (@—y)+Q(z,9)

6t lintégrale lo long du segment réel (0,a) ayant la valeur principale
de Cauchy:

o L—g a "
nf Nde:}iﬂ[ '_! NFdy+ f.NdeJ (O<u<a).

T+-8
Adme.ttons pour les fonctions données f(@), P(2,9),Q(2,y),F (z,y,u) los
propriétés suivantes.

1. Les fonetions f(x),P(w,y),Q(x,y) sont détermindes ot holomor-
phes lorsque les points @, y sont situés & lintérieur d'une bande D qui
contient en son intérieur une bande D limitée par deux paralléles enca-
drant I'axe réel Oz. En outre, ces fonctions ont une période réello a par
rapport & la variable @ et variable y.

) 2. La fonction F(»,y,u) est déterminée et holomorphe lorsque los
pomtsf @,y sont situés & lintérieur de la bande D et lo point % dans un
domaine contenant en son intérieur le cercle

3) [u|<E.

En outre, supposons qu’elle admette 1a période o par rapport -aux varia-
bles x et y.
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Soit M la borne supérieure’ du module de la fonction #':
(4) |F (@, u)| < M

pour weD,yeD,u|<<R et m la borne supérieure du module de la fonc-
tion f(z) dans D:

(6) o) <m.
On suppose que
(6) m<R.

Remarquons que ’équation intégrale non linéaire de la forme

a

ofl\’(ﬂ,y)F[w,y,w(y)]dy=f($)

avec le noyau singnlier N (que nous appelons équation de premiére espéce)
peut é&tre régularisée, c’est-d-dire remplacée par une équation intégrale
équivalente sans singularité 4 V’aide d’une transformation de H. Poin-
carél).

TL’équation (1) de seconde espéce ne peut pas étre régularisée. Nous
la Tésolvons par Papplication directe de la méthode des approximations
successives et nous démontrons lexistence d’une solution holomorphe
ot unique pour des valeurs du paramétre A suffisamment petites en mo-
dule.

Soit un rectangle A4,B Bi4; A, & l'intérieur de la bande D, dont les
cOtés A,B, et A B; se trouvent de part et d’autre du segment réel (0,a)
et lui sont paralleles. Soit & lintérieur de ce rectangle deux suites de
segments paralléles

0 (AlBl)i teey (Aan)y(An+1Bn+1)!' o (AB),
7 1t r ' P
(A;B;)a vy (4nBy), (A1L+1Bn+1)1 ... > (4'B)

situdes de part et d’autre du segment (0,a). Elles s’approchent de l’axe
0x (|04,,1]<|04,),104,,,]<|04,]) et tendent respectivement vers les
segments (AB) et (A'B’) paralleles & l'axe Oz ot situés de part et
d’autre de cet axe (voir fig. 1, p. 140).

Considérons maintenant une suite de fonctions

(8) @ (), @u@)y ory u(B); Prgi(®), -

4) Voir [1] et [2].
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définies par la relation de récurrence
1
®) Pasal0)=1(0) + 51 [ N (@,9) P (2,0, (9) 1y
1

(Ci=4,41 B+ Avlm B;L-Q-I)

@, (z) étant une fonction arbitraire de période @, holomorphe dans la
bande D et satisfaisant & la condition

(10) . oy (@) <E.
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Fig. 1

Supposons que la fo?nction @, (%) soit holomorphe dans la ba.ndé 8, limi-

1(‘.39 3133;3 1(;5 (dju; droites paralléles sur lesquelles sont situés los se;monts
2By) € +Br); supposons en outre que ceftte foncti K

période a et quelle vérifie inégalité rilon. admefto la

(11) lon (@) <R

dans la bande Q,.

D’aprés la relation (9), 1a fonction iodi m

D’a) . @nt1 () sera périodique et hol -

phe & Vintérieur d’une bande analogue ,,, comprise dans la band?a !gr
> "
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Cherchons la condition pour laquelle cette fonction satisfera & Pinégalité

(12) ’ e (@< E

dans 1a bande £, ... Remarquons d’abord qu'on a

' 1
(13) P (@=1@ + 4 [ N@,9)Flo,y,0.(9)1dy
Ca

(02=A—'n+l E'n.-]—l +II;1+1 ‘ ':1-\'—1)

(Ap31Bnsr) € (Agy1B,y,) étant des segments de longueur 2a, contenant
respectivement les segments (d,;1B,.,) ot (A7,41Bny1), €6 tels que les
segments (A1 4,4,) 6t (BnyiBny) soient perpendiculaives & laxe Oz.
Ensuite, en appliquant lo théoréme de Cauchy au contour fermé I’
=‘An’1+1jn+1Bn+1.B;.+1A;z+1; on a . :

(14) TfN(x{y)F[x,y,w(y)]dy =4m'% P(z,a)F [z,2,y(x)]

pour tout point z & lintérieur de la pande Q,,;, non situé sur les cotés
Al A, et B,y Bri; v est une fonction arbitraire ayant la péricde 4,
holomorphe dans £, et satisfaisant 4 la condition :

lp|<R.
La fonetion
| N, p)Fla,y,p(y)]dy
ApnBan
ost évidemment bornée, @ étant dans la partie du domaine 2,,, an dessus
de 1'axe Ox; de méme la fonction

[ Ny Flz,9,0)1dy

A7 Bag1

est bornée pour les points du domaine 0, au dessous de I’axe Oz. En
outre, d’aprés la périodicité des fonctions N et F, la somme des intégra-
los le long des segments (A,.14,;,) eb (Bp1Bpya) est nulle.

On en conclut, d’aprés (14), qu'il existe ume constante positive k,
indépendante de F' et de m, telle que Pinégalité

(13) ch(W,y)F[ﬁ,y,w(y)]dy <kM

(02=£n+1En+1+£;+1E;+1)
soit satisfaite pour tous les points & 3 lintérieur du rectangle

! 7
An+an+an+1An+—1An+l 1
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done aussi & Dlintérieur du domaine 2,., pour toute fonetion y holo-
morphe dans la bande £,, satisfaisant & la condition |y|<<R dans
ce domaine et admettant en outre la période 4. Il en résulte, d’aprés
la relation (13) et sous la supposition (11), que la fonetion i1 (@) vérifie
dang le domaine ouvert f,., I'inégalité |p, <R si le parametre 1 est
suffisamment petit, notamment si l'on a

(16) g —=

On en conclut, en supposant (10) et (16), que la suite de fonctions holo-
morphes (8) est définie pour toute valeur # et que toute fonction @ ()
est holomorphe et périodique dans la bande correspondante 2, . "

On sait que la valear principale de Iintégrale singulidre lg long du
segment (0,a) est égale & la moyenne arithmétique des intégrales le long
des ares qui embrassent le segment (0,a), done

a

1
fN(m,y)F[m,y,%(y)]dy=5[ f NFay + f Nng/].

0
.
O4y1 Byt OAn-!-l":’v\ 1%

11 en résulte, d’aprés la périodicité des fonctions 1, N,F, que les fonctions

holomorphes (8) prennent au point z du sogment (0 i
or 2 a) des i
vérifient les relations ¢ () dos valewrs qui

an PanB) = @) +A[ N (o,9) P o,y 9, (41100,

Vintégrale ayant la valeur principale de Cauchy.

Nous allons étudier maintenant la conver: i
: . gence de la suite (8). -
sidérons la différence entre los termes conséoutifs: (®)- Gon

1
18)  Funn@)—gult)=35 2 [ N@,9) [Fl0,9, 00 (1)1~ Fl2,9,0,_, (1) ]} dy,

—_— ’ !
01 - Anr+an+1An+1Bn+1-

Si b, désigne la borne supérieure du module de la di
" a différence g, (y) — (%)
dans le domaine ouvert ©,, et » la bome i o Paaly
. , n supérieure du 1 ]
dérivée I, (x,y,u) dans le domaine modulo de 1o

mvsD’ yGD7 [u!<R7
on a

n

|F[my?/:% (y)]—F[m,yy‘Pn—l(y)]l<”b
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On peut dono éerire, pour l'intégrale (18), une inégalité analogue & I'iné-
galité (15) et on aura

(19) s ) — ()] < 1 B,

& Dintérieur du domaine £,,,. En vertu de l'inégalité lp,~¢|<2E, on
conclut que les différences des fonetions de la suite (8) vérifient pour
toute valeur n 1'inégalité

(20) : Wn-(»l('r)— Pn (T)l < ('i' I)‘l kx) 2R

dans le domaine ouvert ©,,,. Il en résulte que la suite {p,(2)} de fone-
tions holomorphes dans le domaine 2 converge uniformément vers une
fonction holomorphe ¢(x) dans le domaine Q limité par deux droites
paralldles sur losquelles sont situés les segments limites (4AB) et (A'B'):

4;(_75): lim ‘Pn(‘x)y
si le parameétre 1 vérifie les inégalités
4(R—m)

kM

Nous allons démontrer que la solution holomorphe obtenue est uni-
que. Supposons qu’il y ait deux solution holomorphes ¢ et y, on aurait
dans la bande 2

4
2 . = T
(21) < <

1
pa)=1@+54 [ N@ynFleyew)ldy,

AB+A'B’

1
p@=f@)+54 [ N@nFlypy)ldy,
< AB+A'B’

d’ol l'inégalité

|¢(m)-—w(m)1<‘—i—27m borne suplp—u|.

Mais on a admis |Akx/4] <1, donc p=1y dans la bande Q et la solution
holomorphe est unique. De la méme fagon on pourra résoudre l'équation

) |
22) o) =1(@)+1 [ —— Plo,y,0)1d;
g t—y ‘

lintégrale prise le long du contour fermé C ay}mt la tangente continue,
© et y étant situés sur C. On suppose que les fonctions f(@),Pz,y),
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P(x,y,u) soient déterminées et holomorphes si les points z,y sont si-
tués dans une bande D qui contient le contour O, et si le point « est situé
dans le cercle

[u|<E.

Considérons dans la bande D: 1° une suite de contours {An} enfermant
C, qui tend vers le contour A et telle que le contour 4,_, enferme lo con-
tour 4,; 2° une suite de contours {Bﬂ} qui tend vers le contour B, et
telle que B,,, enferme B, en admettant que lo domaine entre B et o
soit situé dans la bande D (fig. 2).

On considére d’une facon analogue la suite de fonctions détermindes
par la relation de récurrence

) ma@=f@)t3h [ = Ployeum)d,
445, ¥ 7Y

@ () étant holomorphe dans le domaine £, entre contours A, ot B,.
Comme précédemment, on démon-
trera que, pour |1 suffisamment
petit, 1a suite {p,(2)} converge vers
une fonction ¢(2) holomorphe dans
une bande 2 limitée par les con-
tours 4 et B et que cette fonction
satisfait & 1’équation intégrale don-
née (22) aux points du contour O.
Le résultat obtenu peut &tre gé-
Fig. 2 ) néralisgé pour un systéme de con-
tours fermés C, n’ayant de points

communs et pour le systéme d’équations intégrales de la forme

1 -
¢v(w)=f,(w)+chm B 10,9,00),020),, 2a)]dy (v=1,2,...,7)
4 fonections inconnues ¢,,@,,...,p,.

L’équation semi-linéaire

Soit une équation intégrale de la forme

K (2,9
@ gto)—u [ =D puity= w4 [ TRA2W
g Ty z—y ’
- (2]
%,y étant deux points d’une courbe fermée C. Les fonctions donndes
EK(2,y),f(=), F(z,y,u) sont holomorphes si les points @,y sont situés

dans une bande D qui contient la courbe fermée €, et le noi i
e t
dans le cercle |u|<R. ) ’ pommG 1 o8 sitné
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L'équation (24) est de la forme étudiée précédemment, d’ont il ré-
sulte qu’elle admet une solution ¢ pour des valeurs suffisamment petites
des modules [1] et |x|. Ie membre & gauche de 'équation (24) étant 1i-
néaire, nous montrerons qu'il est possible de déterminer une solution
sous une hypothése plus générale concernant le paramétre . Nous allons
transformer 1'équation (24) en une équation équivalente dont la partie
linéaire sera réguliére. Considérons & cet effet un opérateur singulier de

Fredholm

- K(x,y)

(25) Ry=y@-+u [ =25 v,
a ¥ .

et supposons que l’équation itérée?)

A A 2 r K
e L [
C

—* z—2 2—y

&

(26)
— [ K (0,0)  p(@)— i [ Ko, ) p @)y =0
(o}

wadmet d’antre solution holomorphe que la solution p=0. Alors de méme
1’équation
K p=0

n*admet d’autre solution holomorphe que y= 0. Le noyau régulier K, (z,¥)
de ’équation (26) est une fonetion holomorphe si les points x et y sont
situés dans wne bande D’ qui fait partie de la bande D et contient la
courbe C; cette fonction K, prend sur la courbe C les mémes valeurs
que lintégrale impropre:

E@2)E@Y)

(x—=)(z—)
Appliquons maintenant l'opération (25) aux deux membres de 1’équa-
tion (24). On peut affirmer alors, que toute solution’de Péquation (24)
satisfait & 1’équation

(27) Koy = [ (260, yeC, o£Y).
c

Tloonl )

ﬁy(ﬁ'_,,qo)=f€,,{f(w)+if oy
J T

) Nous avons appliqué la transformation de Poinearé-Bertrand:

f fled [ f Ka(z'“'y) ‘I’(y)dy] dz
¢ ¢ Y

r—2

K(x,2) K(z,¥)
= —atK*(z,o)y(®) + [ —-——;~———'ﬂz]w(y)dy.
cf ér @—2) (—y)

Annales Poloniel Mathematici I, 10
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done & Péquasion intégrale

(L e K2 (2,0) ) i [ Kol ) () dy

C

K{(; , . r Yy d k
uf ZEI )iyt Cf __%{Qfﬁ‘(?_ v

x—y
K (x,2) Flz,y,¢ I

Réciproquement toute solution de 'équation (28) satisfait &

(28) =f(x)+

(4]

’équation
(24), léquation K,,y)——() n’admettant d’autre solution holomorphe que
p=0. L’équation (28) est donec équivalente & I'équation (24).

En appliquant encore la transformation de Poincaré-Bertrand i la
derniére intégrale (28), on arrive i I’équation intégrale équivalente

[14 n2u2K2 (, %) o (@ f Ro(®,9)ply)dy

@) =h)—a K (@) Fls,a,e@]+in [ Olsy,p0)]dy
J |

1 Pla,y,01)]
R LA LA AL
i [ T,

ot d(z,y,u) est une fonetion holomorphe dans la bande D et dans le
cercle (u|<<R, et qui prend sur la courbe € les mémes valeurs que Vinté-
grale impropre
Ko, Fey,u),

(x—2)(e—y)

(30) . . Bz, y,u)=
/

en outre, on a désigné par f,(x) la fonction holomorphe dans D qui prend
sur C les valeurs

@) hio) =1 (o) fKﬂ‘f’; fnay.

Or il a été supposé que 1'équation homogéne (26) n’ait qu’une solution
yp=0, done en admettant que

1+ 22uK2 (2, 2) 20,
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on pout affirmer que P'équation

(52) T L

3 152K (z,0) ply)dy="(2)

est équivalente & 1'équation
p(@)="()+ ,u.‘lg; N (z,2) ¥(2)dz,

RN(x,y) étant le noyau résolvant du noyaun

K, (z,9)

(33) R bk AL A
1+ n2p K2 (2, )

On en conclut que ’équation semi-linéaire (29) est équivalente & I’équa-
tion

(m)_fl(w)—ngAuK(w,m)F[w,m,w(w)] N(z,2)1(2)
= 14 w32 K3 (x,x) P l—l—n-/ﬁK"*(T,m)
(34)
A Flz,y,0@)] - :
+1+ng#,K2(m’m)Gf 2—y dy+icf¢][m,w,¢(1/)]dy,

ol Pon a désigné (y sur C)

N (x, ) K (y,y) F(y,y,u)
14 22w K2 (y,9)

uPlz,y,u]
Bu(@,9,0)= 1+7r2/t2}(;(1‘,;r)+n2lls

(35)
(2,9,%) . N(z,2) F(z,y,u)
o f 1 mez e ”Cf e—NO+ a2 e K (z,9]

&, (x,y,u) est done une fonction holemorphe connue de frois variables
dans la bande D’ et dans le cercle |u|<{R.

On peut appliquer & Péquation intégrale singuliére (34) la méthode
de résolution exposée ultérieurement. Pour ce but, écrivons Péquation
(34) sous la forme

~

¢p(w)=[)(:v,qn),

Q étant l’opérateur fonetionnel défini par I’oxprossion (34), et considérons
une suite do fonetions {g,(2)} déterminée par la relation de récurrence

Pasa (@) =D (2, 9,).

16
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On démontrera l’existence de la solution unique ¢(») holomorphe dans
D’ si le module du paramétre 1 est suffisamment petit. Cette fonetion
sera aussi 1a solution umnique de 1’équation proposée (24).
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Systémes d’inégalités différentielles aux derivées partielles
du premier ordre, et leurs applications

par J. SzArsKI (Krakéw)

Le but de cette note est de généraliser, pour les systémes d’inégali-
tés différentielles aux dérivées partielles du premier ordre de la forme

ou, 6uﬂ)

0u”<fu(
v 11 1¥Ey 1y ydny 1y 1 %my ’ ’
dy, oy,

o,

4

(1.1)

(#=1,2,...,m, v=1,2,...,k),

certains théordmes que nous avons obtenus antérieurement [1] pour
le cas particulier k=1.

Au §1 nous rappelons ces théorémes ainsi que certaines conséquen-
ces qui en résultent. Le §2 comprend des théorémes sur les inégalitiés
de 1a forme (1.1) et le § 3 les applications de ces théoremes au probléme
Qunicité et  celui d’évaluation de la différence entre deux solutions
d'un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre. Au
§ 4 nous démontrons un théoréme sur la menotonie, par rapport aux
valeurs initiales, de la solution d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre. -

Le théordme 2.1 et le théoréme 4.1 ont été communiqués, sous une
forme moins générale, au Congrés des Mathématiciens Polonais en 1948 [3 1.

§ 1. Nous commencons par rappeler, sous une forme un peu modi-
fiée, un théoréme démontré dans le travail cité plus haut?).

THEOREME 1.1. Supposons que les

f“(xiyl7""yﬂ?ull’"!Iu'm,QIJ""qn)

soient définies respectivement dans des domaines 4, de Pespace a 2n-+m-41
dimensions, dont les projections sur le plan &,Yyy. . Yu recowvrent 1’ ensemble

(1.2)
ot N>0, a;<b;, 0<<a<<(b;—a;)[2N.

fonctions

(p=1,2,...,m),

p<a<ita, oFN@E—8)<u<h—N@—s) (i=1,2,...,m)

1) Cf [1], théordme 3 bis, p. 25.
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