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Polyndmes. extrémaux et la représentation conforme
des domaines doublement connexes

par F.LEJA (Krakéw)

1. Notations. Soit D un domaine borné doublement connexe, F,
la frontiére intérieure de D (ne se réduisant pas 4 un seul point), F, la
frontiére extérieure et

F=F,+F,.

Nous supposerons que F, soit en méme temps la frontiére du domaine
non borné situé dans Pensemble complémentaire a F.

Soient A un nombre réel >1, i un paramétre réel >0, ¢({) la fonce-
tion définie sur F par les formules

1 sur Fy,
MZ)H{A sur  F,,
ot ¢™ un systéme de m--1 points queleonques &y,ly,...,l, situés sur F
(1) t™=={Ly,Cryeresbnfe
Désignons par V(™) le produit
(2) V(C(")),:V(CD’Z;”,,_,é‘")—: I] I‘:j":k[i
0 <k<n
par o(2,() la fonction
=2
©EO= a7
et posons
V(™)

2. EMy= Eobn)= i
s | B (TR AN i
(4) A(i)(l,{'(n))=kl_70 (8, Ck) (§=10,1,2,...,m).

(k1)
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Lorsque los points du systéme (1) parcourent F, lo produit (3) vario
et atteint un maximum qui sera désigné par V,(i,F). Soif
(8) w(n)={wo1mn---s“’n}
un systéme de points de F tel qu'on ait pour tout :Me
(6) Vﬂ(A,F):V(}l,m("));V(Z, C(n))°
Nous supposerons que les indices des points (5) soient choisis de manidre
qu’on ait
(7) 49 (2,2 <49 (2,0) (j=1,2,...,m).

Chaque systéme (5) satisfaisant aux conditions (6) et (7) sora, dit pléme
systéme de points extrémauw (ou systime extrémal) de ensemble I corres-
pondant & la fonction frontiére (L) ot au paramétre A. La position des
points (5) dépend de n et de A. Pour marquer cette dépendance nous
désignerons aussi le systdmo extrémal (5) comme il suit

™) = = ), .., o).
On sait') que la limite
(8) B [V, (4, )P40 = o (2, 7)

faxiste.‘ La quantité v(i,F) sera dito Péoart de 'onsemble I par rapport
a la fonction w(z,¢). D’autro part, on a aussi

(9) lim /40 (7,2) = v (1, 7).
N> 00

Désignons par »(E) le diamétre transfini dun ensemble formé ot
borné quelconque E. (Pest, par définition, la limite

VE)=Hm[V,(B) "D oh ¥, (B)=max V(™).
c(")alu‘

Puisque, d’aprés (2) of (3), V(L™)=V(0,20), Péoart o(1,F) pour A=0
so réduit au diamatre o(F):

v(0, F)=v(F).

On constate aisément que, quel que soit A, I'écart v (A, F) satisfait aux
inégalités?)

(10) U(Fo)QU(Z;F)gv(Fl)-

1) Voir [1}.

%) Car V,(F,) =V,(0,F)<V,(4,F) et Vall, FYV, (F) lorsque A= 0. D’au-
tre part, en vertu du principe de maximum, on a VaF)=V, (Fy).
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Formons les polynémes de Lagrange correspondant au systéme (1)

IN(z; 0= —2k (§=0,1,2,...,n),

ZL
7!=I0
(ks7)
et posons

D (252, 20) = L9 (2; ¢0) [P(NT* (j=0,1,2,...,m).
Les polynémeos
(11) @(7)(z;l,m("))=L(7)(z;w(7l)) [‘p(mj)]n}' (j=011y27-")%)7

correspondant au systéme extrémal (5), seront dits polyndmes ewtrémanaz
de F; ils satisfont en chaque point z do. F & 1'inégalité

(12) [0 (25 2,2") | < [p(2) TV (j=0,1,2,...,m),

ce qu'on pout déduire de I'hypothése (6)3). Nous désignérons par F,(z, 4)
la somme

n
(13) Fy(2,4) =2; |89 (252,20,
i<
ot par @,(z,1) la borne inférieure suivante:
(14) @, (2,A)= inf {maxj!b(")(z;l,i‘"’)\}.
tMerl )

Les points extrémaux (7'), pour n=1,2,..., forment une suite trian-
gulaire {#"?}. Désignons par F* Pensemble des points d’accumulation
de cetto suite, et par D* le plus grand domaine (connexe) de frontiére
F* contenant D. Les parties de F” situdes sur F, et F, seront désignées
rospectivement par F§ et Fi, done

F=Fi+F, FCPF. .
On verra plus loin que, si A>0, on a toujours Fy=7F,. Mais, 'ensemble
F} pout &tre vide ou plus petit que F,. Si Fj#F,, le domaine D* s’étend
3 Pinfini et, si Fi=F,, on a D*=D. :
Remarquons que
2(Fo) <o (F)< (Fy),

car, étant F,C F*CFy+F,, on a v(F)<v(FY)<o(Fy+F,) et il est évi-
dent que v{F,+F,)=v(F,). Dautre part, on a toujours
v(F)<v(F,) lorsque Fi=F,.

3) D'aprés (6), on a V(4,000 T (1,20) lorsque £0={zy,...,&,_1,%, 24,2, )
11 suffit d’appliquer la formule (3).
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2. Une fonction limite. J’ai démontré ailleurs [2] que, quel quo
soit 2, les suites {J/F,(z,4)} et {}/®,(z,4)} convergent dans le plan entior
vers la méme limite @(z,4)

Lim J/F, (2,2)=1m Yy @, (2,2)=d(z,);

n >0 n—00

@(z,1) est continue dans le plan entier et satisfait aux inégalités: &(2,1)>1
partout et .
<o)}  sur 7,

=gy sur F.

¢(2J){
De plus, en dehors de F*, existe la limite

lim |/ @9 (¢;1,a®)| = & (2, 1),
T ~—>»00
la convergence étant uniforme dans le voisinage de tout point 2 non si-
tué sur F'. La fonction log®(z,4) est, par suite, harmonique en dehors
de F* et a un pdle simple & infini. ‘
Ceci posé, soient 2=a un point fixe quelconque du domaine D et
¢a(2,4) la fonction analytique définie dans D* par la formule

(15) gu(2,0) =" Y/ 0D (257,0™) (n=1,2,...),
ot la détermination du radical et le nombre réel @, sont tels quion ait
Pn(,4) >0 (n=1,2,...).

Des résultats précédents, suit immédiatement le
TrkorREME 1. La suite (15) converge dans D' wvers une fonction ana-
lytique @(z,4)
(16) ) lim ¢, (2,2)=p (2, )
N—» 00
de module continu dans D*4+F* satisfaisant dans D-+F auz indgalitds
1<]p(z,A)<4.

La fonction ¢(z,1) peut étre uniforme ou multiforme dans D, ce qui
dépend de la répartition des points extrémaux (5) entre les frontitres
}v’o et F';; mais son module est uniforme et on a lp(2, )| =D (2,A). Je dis
que:

1. Lorsque >0, Vensemble Fj est identique & F, et on o [@(=,4)] >1
& Vintérieur de D*.

En ef.fet, la fonction ¢(z,4) est holomorphe dans un voisinage de
chaqpe point de F, n’appartenant pas & Fi. 8i un point  de F, n’appar-
tenait pas & Fi, ¢(z,4) atteindrait en ce point le minimum 1 de sa va-
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leur absolue sans étre constante, car, si F} n’est pas vide, on a |p(z,4)|
=A4">1 sur F}, et, si F} est vide, le domaine D* gétend & Linfini et
lp(2,4)|—>o0 lovsque z—>oco. Par suite, Fi=F, et on a |p(2z,4)] >1 dans D*

Remarquons que, si =0, la fonction w(z,{) se réduit & la distance
[¢—{]| et tous les points extrémaux sont situés sur F,. La fonction log &(z,1)
se réduit alors, dans le domaine D, & 0, et; dans le domaine extérienr
&4 Fy, & la fonction de Green de ce domaine et de pble z=oco*).

Nous supposerons dans la suite que

4>0.

Désignons par y=v(1,n) le nombre de ceux des points extrémanx (5) qui
sont situés sur F,, et soit [#2|<<R un cercle contenant la frontiére F=F,+F,
en son intiérieur.

Nous allons démontrer que:

2. Pour toute valeur de A, la limite
A
(17) tim 2™ _ y—a
n—>00 w
existe. Lorsque Fr=tF,, la fonction ¢(2;2) a un pble simple & Pinfini et
dans le domaine R<|zj<<oo le développement de la forme

1 ¢
(18) (P(Z,}»):Eﬁ—(—co—l—fj—{*..-,
ot les coefficients u,cy,Cq,... dépendent de A et le module de w s'exprime
par la formule
(19) ju|=v (4, FyA™.

Démonstration. D’aprés (15), on a

(20) M=Li/(1wﬁ)...(1wﬂ) (n=1,2,...),
z Uy, z %

ol
ot | =1/ [(@g— 1) . (g — )| @ (o) ™.
Puisque
(89— 1) - . - (% — %n)]
A () ™) = -
e o (@) [p(a). . o) ]
ot quo "
[le(@)=4",
k=0
on a ‘
(21) il = VA0 (2,2) 44" (a0) " (n=1,2,...).
W«) Voir [31.
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La suite (20) est uniformément bornée dans le domaine |2|>R, car
dans ce domaine on a |1—u;/2|<<2 pour k=1,2,...,n ot les termes |u,)
surpassent en vertu de (9) un nombre positif. D’autre part la suite (20)
converge dans D*, donc la convergence est uniforme. Par suite, les termes
u, tendent vers une limite finie #s%0, et on a le developpement (18).
Ll’exigtence de la limite (17) et la formule (19) résultent de (9) et de la
formule (21).

Lorsque F7=F,, il suffit de supposer que le point z=a soit choisi
dans le domaine infini limité par I; pour que la limite (16) existe dans
ce domaine. La proposition précédente reste vraie dans cetite hypothdse.

Désignons par 4;, ¢=0 ou 1, le domaine simploment connexe do
frontiére F;, contenant le point z=co, et soit

w=g;(?) (i=0,1),

la fonction anylytique effectuant la transformation conforme de 4;
en le cercle |w|>1 de maniére que les points z=oo et w=o0 86 correspon-
dent.

Lorsque y=v(i,n)=0 pour n=1,2,..., on a a(l)=0 et les fonctions
(15) sont uniformes dans 4,. La fonction limite (16) est alors uniforme
et univalente dans 4,, et on a identiquement )

(2, 1) =¢"gy (2) (¢ éel).

Si »>0 les fonctions (15) sont multiformes dans D. Néanmoins, les fone-
tions

[pn (2, )TV,

sont uniformes, car, lorsque # décrit dans D un contour entouwrant une
seule fois daus le sens direct la frontiére F,, la fonetion ¢,(z,4) se mul-
tiplie par exp(2mi(n—v)/n). Par suite, la fonction

22) p(2,4)=[p(z,)]¥(1-0)

est uniforme et univalente dans D.

Le but principal de ce travail est de démontrer que, lorsque -0,
la fonetion (22) tend dans D vers une limite v (2), et que w=1y(2) effectue
la représentation conforme du domaine D sur une couronne circulaire
1<iw|<R.

(n=1,2,...)

3. Propriétés de ’écart et de la fonction a(1). On sait que

1
v (F;)

9i(2) -

2

lim

Z~+ 0

(i=0,1).

%) Voir [4].
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Posons
(23) m=mil |g,(2)| <Max|gy(2)| =M,
26y ze By

ot désignons par C, et ¢, les courbes définies par les équations

00{|go(z)|=m}, 0J{|g0(z)]=M}'
Il est évident que m>1. Les diamétres transfinis v(C,) et v(0;) s’expri-
moent par les formules

9(Co)==mv (F,),
et on a linégalité
(24) mv (Fo) <o (F)< Mo (F,).

v(Cy)=Muv(F,),

~Je dis que:

1. Lorsque M<< A*, Pensemble F’ est vide, et, par suite, a(1)=0; mais,

“lorsque A*<m, on a toujours a(i)>0.

Démonstration. Soit FisF,. La fonction

r{z)=log|p(z,4)|—log|g,(2)|
est harmonique dans-le-domaine D*, le point z—=o0 y compris, et continue
dans D*+F*. A D’infini, on a ‘

1
(2b) 7 (o0) =].og0 —lo

<
7, ™ <%

. 1
v (H)
car v(A,F)>v(F,) et A*>1.

Supposons que M<A*. Si F} n'était pas vide, on aurait #(2)>0
sur F}, car |g(s, )| =4 >M>|g,(2)] sur F?, et r(z) =0 sur F:, ce qui
est impossible lorsque F} - F, en vertu de (25). Lorsque Fi=F,, la fone- |
tion 7(2) est harmonique dans le domaine A,, continué dans A,-+Fy,
et on peut appliquer le méme raisonnement 3 ce domaine.

Supposons maintenant que A*<m. Posons n=p-+v, et soient
Lyy&1y.-.,%, los points extrémaux (5) qui sont situés sur Fy; le nombre
de points @, ,,...,m, situés sur F, est done égal & », olt v>>0. Désignons
par K la plus grande distance entre un point de F, et un point de F,.
D’aprés (3),

(25") V (2, 2™) =V (a0) 4~
o, d’aprés (2),
V(@™ =V (#9,...,8,) V(@Byp1,eees2),
ol
"
I=4”0[(acj——mﬁl)...(w,-——wn)|<K(““)",
f=
done
' V(2,8™) <V, (Fy) V,_y (Fy) B2 AP,
g%
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En désignant par v,(E) la quantité
. v (B)=[V,, (B) P+,
on obtient
[V( l’m(n))]z/n(n-{- 1) < ,’)H(Fu)#(u—yl)m(n.q-l) 9,1 (Fl)v(v— 1)/m(n--1) I{2v(;¢+ 1)/n(n-(~1)A—2zv/(n+l)7
d’ou Von tire, lorsque n—>oo,
v (A, F) o (Fy) Do (F,) K209 A2

Si Von avait a=a(l)=0, on déduirait de PVinégalité précédente
v(4, F) Lo (Fy), o, comme v(A,F)=v(F,), il en suivrait v(A, ) =o(F,).
Par suite, d’aprés (25), on aurait r(co)=0, ce qui est impossible d’aprds
le principe de minimum, car 7(z)=0 sur F, ¢t r(z)<logd*—logm <0
sur Ff. On doit donc avoir a(i)>0.
2. Les fonctions v(1,F) et a(l) de 2 sont monotbnes; lorsque 0<A<<A’

on o

(26) (4, F) =2V (¥, F),
€t

(27) a(l)=al(d).

.

Démonstration. Seient 2™ et 4™ deux systémes extrémaux
correspondant respectivement & 1 et A'. Posons, comme plus haut,

v==p(A,n), ¥ =y (1',n), a=a(l), a'=a(d).
D’aprés (3), on a
V(m(”’l)) V(w(n,i’)) V(w(n’”))
A , ;
Ve == > = > =V W)

done
[V, 2% ) ]2/71(%+1) >V, 2?) )]ﬂ/‘n("+1‘,"
@olt Pon déduit Pinégalité (26).
D’autre part, étant
V(a;(""”))

AP F o

i (}’/, m(n,l’)) —

on trouve

1 1
AR = O

ce qui donne (A'—A)(»—v")>0 et, par suite, a>a'.

iom
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3. Quel que soit Z‘>0, on a

v (Fy)
g <o F) <

v (F1)
Ve

Démonstration. La fonction
R(2)=log|p(2,1)]| —log|g.(2)|

est harmonique dans le domaine 4,, le point 2= co y compris, et continue
dang 4,+F,. Sur F,, in a R(z)<logA* et, & D'infini,

(28)

o a=a(l).

1
log LlogA?,

Bloo) =log a8 iy

done
v (F
e <o,1) )

Considérons maintenant la formule (25°), et remarquons que

V (@) < max V(™) =V, (Fy),
tMeFy
done
[V(l,w(n))]z/n(n+l)< [V(Fl)]2/11(7L+1)A—21u/(n+1)'

Lorsque n—>oo, on en déduit v(1,F)<o(F)4A™™, c. q.f d.
Soit » un nombre naturel quelconque <n. Posons g=n—p et soif

(29) "7(n)={"707'~'y77m’7p+17---5771:.}

un gystéme de points situés sur F=F,+F,, dont #y,...,7, sont situés
sur Fy et 1p41s...,7, sur F,. Nous dirons que ce systéme est régulier sur
F (ou que la distribution de ces points sur F est réguliére) si les conditions
suivantes sont satisfaites:
V(s - y1p) = maX V(Ew)) =Vy(Fo),
tPeF,
V(%pg1se-y70)= max V(C(q_l))=vq—1 (Fy)-

=Yer,
Dans les cas g= 0 et 1, posons par hypothdse V (141, -« 7a)=Vg-s(Fs) =1.
On sait?) que les suites

O (o) =[Vp (Fo)P@+D, Vg1 (F1)=[Vq—1(p1)]2/4(q_l)’ (Py4=2,3,...),
¢) Cette inégalilé devient égalité lorsque ]q:(z,l)]:A‘ en tout point de F,.

7) Voir [4].
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convergent regpectivement vers v(F,) et v(Fy) ot que la suite de fonctions

(30) 1,(&) =V (z=Tps1) - - (F—1a)]

converge uniformément vers v(F,) dans le voisinage de chaque point 2
du domaine borné de frontiére 7.
Ceci posé, désignons par N et » les quantités
v(F,) log A
N=—o p = .
(31) Ty | log¥
Dlaprés (24), on a m<N<M. Nous allons prouver que:
4. Lorsque A<<l[r, Ddoart satisfait & Vinédgalité

v(Fy)

A1

(32) <v(4,F).

Démonstration. Soit (29) un systéme régulier de F. Supposons
que le nombre g=n—p varie avec n de maniére que le rapport q/n tende
vers une limite § et, par suite, p/n—1—p. D’aprés la formule (3), on a

V(4,4 =V () 4=,
et, d’aprés (2),

D
V(’?(n))=v(7707--'7’7n) V(’?p+17~ . w’?n)il-!l (777"'"7714-1)-' (=),
done

V)=V (Fo) Voo () IZPY,
oL 'on a posé

1
Ipy= I/Iq(%) oo Iy ().
Puisque V(4,2™) = V(4,7™), on trouve

(v , w(")) ]2/"(n+1) >vy( F, )111(21+1)/n(n+1)%__1 ( Fl)!f(Q— 1)/n(n--1) Igg(ﬂl)/n(wl) A~ A+

En faisant tendre » vers Iinfini de maniére que q/n—p ot pln—>1—p
on en déduit I'inégalité®)

0(2,F) 20 () ~PPo (B, 0 (Fy) WP A=,
et, comme f2+4-28(1—p)=1—(1—B), on a

o(Fy)

O F) >t

®) D’aprés ce qui préedde Ip,—>u(F,) lorsque n—>oo.
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Le second membre de cette inégalité varie avec B, o 0B, ef,
8 A<l/fr, il atteint son maximum pour ‘
p=1—2r.

Ce maximum est égal & v(l?'l)Aﬁ"21 , done l'inégalitié (32) est démontrée.

On conclut de la derniére démonstration que, si chaque systéme
extrémal (5) est régulier, la relation (32) se réduit & 1'égalité et que
a(d)=1—Ar 8i Ir<1, donc

i log N log

33 — = i 2 =
(33) T—a(h) logd ° "“Toga

Dans le cas, ol
m=M=N,
c’est-a-dire lorsque la frontitre F', est identique i la courbe |gy(2)|=m,
tous les systémes extrémaux sont réguliers, donec F;=F,, et on a sur ¥,
lp (2, )M =AYV~ = N =g, (2)],

ce qui conduit & la conclusion que les fonetions g(z,4)YVC~*® et g (2)
ne différent que par un facteur constant de module 1.

Considérons le cas général, ot m<M et m<N<M. Daprés (28)
et (32), on a

o(Fy) _v{Fy) 1

AN S g il /1<7,
done 2a<{2—1r et, par suite,

A logN log N
34 L g2 4§ A< .
(34) 1—a(d) ~ logd - log A

Nous allons encove démonirer les indgalités

logm A
logd ~1—a(i) logAd

log M . logm

(35) o d"

Démonstration. Considérons les courbes
Oollgo(@=m} ot Ci{ige()|=21};

désignons par D;, =0 et 1, le domaine doublement connexe de frontiére
Fy+0C;, et par ¢;(f) et w;(2,{) les fonctions définies sur la frontiére
F,+C; de D; par les formules

sur Ky, z—¢l

e T g
%(5)_14‘1 sar O, e 0) = [p: ()i (£)]*
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Soit 4™ = {¢tg,¥1,...,9} N systéme extrémal de Vensemble Fy+0; cor-
respondant & ¢;(), et »=¥;(1,%) le nombre de points du systéme y™
. qui sont situés sur ¢;. Comme dans la formule (14), la limite

tim 24 _ o) =
n—so N

(¢=0,1)
. existe.
Le continu F, est la frontiére intérieure commune des trois domaines
Dy, D,Dy, ¢t on a D,CDCD,, d’olt Yon conclut que »(A,n)<v(4,n)
<v,(A,n); par suite,
a(2) < a(A) <oy ().
Chaque systéme extrémal y™ de l'ensemble Fy-C; est régulior, done,
d’aprés la formule (33),
logA
g s l<logm,
logm log A.
log A
g si 1<P§y .
log M log A
Par suite, si A<logm/logA, on a

w(i)=1—13

a(A)=1—2

log 4 logA
— < Y it S
logm Seld <1 AlogM’

d’our résultent les inégalités (35).

4. Représentation conforme du domaine D. On sait que la fonction
®D(2,2) est continue dans le plan entier et tend vers l'infini lorsque
z2~>o00, Je dis que:

1. Quel gque soit 2, on a
(36) Oz, W 2B, W i 0<A<i.
Démonstration. Posons .
S P, A=K,

et .S9it 2 un point tel qu'on ait K>4, ce qui a lieu sur F;" et dans.le
voisinage du point z=oco. Considérons un systéme extrémal o™
={w,,,...,my,m,,+1,...,w,,} correspondant & 4; soient a,...,», les pointy de

ce systéme sibués sur Fy et «,,,,...,, les points situés sur F,. Daprés
(14), on a

Pu(2,4)< 310 (a5 2, a%P)| = A+ B, A™,
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ol 'on a posé
B no
An:ZIL(])(z;m(n’l))]; B,= 2 IL(])(z;m(n’l))b
j=0 J=pt1
done ) ‘
lim Y4, + B, 4™ > 1im /D, (z,4)=P(2,2)=E".

N0 17— 00

Il ®'ensuit qu’au moins une des inégalités
miyLex, i)
est satisfaite, donc, étant K>A>1, on a soit
(57) L s A (X).
n—ro0 n-so0
Remarquons maintenant que F,(e,4) =4, -+ B,4™ et que,
VF.(z,4)—~®(2,4), done, d’aprés (37),

&(z,7) =1limy/ 4, + B, A™ > E*

N —r 00
o, par suite,
B2, > K =Dz, V).

L’inégalité (36) a donc lien sur F; et dans le voisinage du point
2==o00. Elle a lieu aussi sur F, et sur F?, ¢dr sur Fy on a D(2,2)=D(2,1)
=1, et sur F;

B(2, A=A Dz, M)V,

Par suite, l'inégalité (36) a lieu partout, car les fonctions Iog?(z,%')”‘
et log®D(z,A')V* sont harmoniques en dehors de Tensemble Fo+F;+Fy 4
le point oo, ¢. q.f. d.

2. Lorsque A—> 0, Vensemble F} tend vers Fy.

En effet, désignons par &% 1a somme des cercles |z —{|<e de oentr‘e
¢, ol ¢ parcourt Pensemble F*, et posons Fe=F8*. Lorsque » est suffi-
samment grand, tous les points extrémaux g,%i,...,% correspondant
3 A sont situés dans F*, donec :

V(a™) < max V(") =V, (F"),
c(")qF’"
ofi, par suite, d’aprés (25'),
V(2,2™) <V, (F) A",
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Qou on déduit v(1,F) <v(F*) A%, Mais, v(F*)—>v(F*) lorsque &0,
done v(A, F)<v(F*)A~**. En tenant compte de (28), on trouve

o(Fy) _v ()

et, comme v (F*)<v(F,), on a
,U(Fl) < A <
P Lo(F) <o(Fy),

done o(F"—v(F,) lorsque A->0. Mais, on a vu dans §1 que, si Fi#F,,
on a v(FY<v(F,), donec F}—F, lorsque A—0.

Tl suit du théoréme I que lorsque A—0, le module de @(#,4) tend
dans le domaine D uniformément vers 1. Néanmoins, lorsque i déeroit,
la, puissance

(e, [

ne décroit pas et reste plus grande que 1.et plus petite que 4. On a vu
plus haut (§2) que les fonctions de la famille

38) p(e,2)=[glz, )] =D

(ze D),

(0< A< 00)

sont analytiques uniformes et univalentes dans D. Nous allong démon-
trer le

TriorEME II. Dans le domaine D la limile

(39) lim @[ (z, )]0 @ =y (o)
A->0

existe, la convergence diant uniforme dans D. La fonclion w=y(s) effectue
la représentation conforme de ce domaine sur une couronne circulaire
(40) 1<|w|<R
dont le module R satisfait auw indgalitds
o (Fy)
v (Fy)
Démonstration. La famille (38) est normale dans D, cax

1<lp (e, i <AHe=®)

(41) m<R<min(M,N?), oh N=

et, d'aprés (35),

(42) mgA‘/(l—a(ﬂ))gM_
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Posons
A
o{d)=——"r
A—a(d)

ot soit {,} une suite de valeurs de 1 tendant vers zéro ef telle que la
guite {w(z,ﬂn)} soit convergente dans D. Désignons par y(2) la limite
(43) Lim p(2,4)=v(2),

n—>00
ot soit R une limite partielle de la suite numérique {41,

Draprés le lomme précédent Densemble Fy* tend vers F,, donc le
module de y(z) est égal & 1 sur Fy et & B sur F,. Ley fonctions y(=,4,)
sont univalentes dans D et la convergence (43) est uniforme, donc la
fonetion p(2) et univalente dans D et effectue la représentation confor-
me de co domaine sur la couronne circulaire (40). :

1 suit immédiatement de ce résultat que la suite {4°*?} ne peut
pas avoir deux limites partielles différentes, car il n’existe pas de trans-
formation conforme de deux couronnes l<<|w|<R et 1<|w|<E, 1'une
gur 'autre lorsque R=~R,. Pareillement, la famille (38) ne peut pas avoir
deux fonctions limites différentes loxsque A0, done il existe une seule
limite (39).

D’aprés (42), le nombre B est contenu dans Vintervalle m<R<M,
et, d’aprés (34), on a

- AN < N2
done R<N?, ¢.q.f. 4.

5, Remarques. 1. On a vu que, pour chaque 2>0 fixe, la fonction

w=y(z, 1) =[p(z,2) /=D

est uniforme et univalente dans le domaine D et que son module Teste
continu sur la frontidre de D et y satisfait aux égalités
1 sur Fy,
v h= {A‘W"“"‘” sur  Fi.
1 ’ensuit que, si Fj=F, pour une valeur 7,>0 de A, la fonetion
) w =y(%,h)

effectue la représentation conforme de D sur la couronne circulaire

1<w|<R, oL R:Aza/(l—“(lt)))’

et lo passage & la limite (39) est superflu.
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11 est probable qu'on ait Fi=F, lorsque A satisfait & la condition
A*< = min |g,(2)|,

zely

mais je n'ai pas réussi & le démontrer.

2. 11 est probable que dans Pévaluation (41) du module R le nombre
N? puisse étre remplacé par N.

3. La méthode exposée dans ce travail peut étre étendue 3 la con-
struction de la fonction effectuant la représentation conforme du do-
maine donné I sur les domaines doublement connexes plus généraux
que !a. couronne circulaire. A cet effet, on deit remplacer la fonetion
frontiére ¢({) par une autre convenablement choisie.
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Haantjes and Alt curvatures in abstract metric spaces
by A.Pri§ (Krakéw)

Haantjes has shown that in metric spaces of the Fréchet’s type
the curve may have a Haantjes curvature without having an Alt curva-
ture, and all the more without having a Menger curvature’). In Haan-
tjes’ example his curvature equals 2 (while the Alt upper curvature is
finite). It is known, that in certain spaces (e. g. Euclidean, eliptical) every
curve for which Haantjes curvature equals zero in every point, is geo-
desic. In this note we exemplify the curve for every point p of which the
Haantjes curvature is equal to zero and which in no point has an Alt curva-
ture. (The Alt upper curvature for that curve iz equal --co.) Hence if
does not possess a Menger curvature. :

1. Let us consider a segment [0, 1/2]. The distance of two points
of this segment is expressed by

o(p1,p2)=1T1—74l,

where z; is a Cartesian coordinate of point p;.
Now let us introduce for this segment a new mefrie

1) 0" (p1,P2) =flr;—Ta))
which fulfils Fréchet’s axioms (¢*p,p) =0, o(»,q) =¢*(¢,p)>0 for
pgq, and o*(p,q) +0%(¢,7) >e"(p,7)) and by which the segment [0, 1/2]
becomes arc L in a certain non Euclidean space.

Owing to some properties of the function f(u) the are I has a Haant-
jes eurvature equal to zevo at every point imd does not have an Alf
curvature.

2. In order to define the function f(u), we introduce the following

notations
1 n
(2) = (T) (n=1,2,...),
4
a,—
(3) b, = —— .
n 1—(!,31_{_1

1) Compare [1] and [2].
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