Contribution a la théorie de la formule simpsonienne
des quadratures approchées
par 8. Gorsr (Krakéw) et C. Onmon (Krakéw)
En nous reportant aux résultats et aux notations du travail précé-
dent!), nous nous occuperons maintenant du probléme suivant:

Soit f(2) une fonction régulidre dans le voisinage du point z= a, ayant
le développement

(1) Flath)=F(a)+ ah? -+ 4,k + a b + i +¢ (h),
ol ay,a4,6,,4,%0, les entiers positifs p,q,r,s satisfont anx inégalités
2 I<p<g<r<s

et la fonction g(h) est un infiniment petit d’ordre supérionr & s. @ ébant
un nombre déterminé choisi & Pintérieur de 1*intervalle (0,1), posons
i

ai-h

(3) P(h)= [ f(»)ds,

(4) P(h)=h[Zf(a)+ L f(a+ Oh)+ Aof(a+R)],

(A9541,2;) désignant des coefficients constants indépendants de b (mais
qui peuvent dépendre de ©)

(5) R(h)=P(h)—P (h).

Le premier probléme dont nous occuperons est: comment doit-on choi-
sir les coefficients 4, pour que la fonction R(h) soit un infiniment petit
d'un ordre aussi grand que possible par rapport & h?

) ') Voir 8. Golah, Contribution d la formule simpsonienne de quadvature appro-
chée, Ann. Pol. Math., ce volume, p. 166.175, '
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On a

P (h)= o= (h) (n=1,2,..))

ot
PO (h)=n {4,071 (a+ Oh)+ 1, f "D (a--h)) ,
+h{14,60%" (a+Oh)+ 4,j® (a+h)] pour n=2,3,...
alors que
P! (h)=&of(a)+ M f(atOh)+ Ay f(04 1)+ B[ OL f (aOh) + Ay f (a+ B) ]
On tire de 14
P(0)= = (a),

(6) PO (0)=f*V(a)n{1,6" '+ 4} pour n=2,3,...,

P(0)=1(6) [do+ 4+ 4)].
On a done

B(0)=f(a)[1—(A+ 4+ )],
B (0)=1""(a)[1~ 4 n6""' —n]

Il g'ensuit du développemeont (1) que

@ (n=2,3,...).

(8) ®(a)£0  pour k=p,q,7,s.
Par contre,
9 fO(a)=0 powr 1<i<s, i#p,q,7,s.

Puisque Pordre de 'infiniment petit R (k) sera maximum quand le nombre
de dérivées suoccesives RY(0) égales & zéro sera le plus grand possible,
les formules (7), (8) et (9) montrént gue 'on doit satisfaire au plug grand
nombre possible des relations successives :

(10) F@) [1 (A4 24~ 2) =10,

(11) 1—(p+1) 0" 4 —(p+1)4=0,
(12) 1—(g+1) 0% 4 —(g+1)A,=0,
(13) L—(r+1) 6 A —{r+1)4,=0,
(14) 1—(841) @ A — (s + 1) y=0.

Remarquons que 4, ne figure que dans la premiéro équation. Les incon-
nues Ay, A, figurent linéairement dans toutes los autres. On voit de (4)
que, si f(a)=0, la valeur de 4 n’influe pas sur P (k). 8i, par contre, f(a)=40,
on détermine la valeur de A, par la relation

(15) Aot Ay Ag=1.
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Les inconnues restantes 4, et 1, peuvent é&tre calculées univoquement
des équations (11) ot (12) dont le déterminant W est différent de zéro

(r+1) 6" p+41

16 W= =(p+41 1(O"—6">o0.
(16) Giner gp1| =D )
On en tire
— 1)6"—(q+1) 6"
an ll=¥, 22=(7H- ) W(qk ) 0"

On a done la proposition suivante:

PROPOSITION. 8§ @ est un nombre donnd davance de Vintervalle ou-
vert (0,1), si les coefficients Aiyho sont tirds des formules (17), et 2y, pour

f(a)0, satisfait & la relation (15), alors R(h) est un infiniment petit Aordre
mazimum.,

Remarquons que les coefficients % ne dépendent que des nombres
P54, O et ne dépendent Pas, par contre, des valeurs des coefficients Uy y g«

Llordre de I'infiniment potit R(h) est pour ce choix des coefficients
4; au moins égal & r--1.

Posons maintenant un autre probléme. Etant données Diq,7,s,
peut-on choisir @ de manidre 3 élever encore plus ordre de l'infiniment
Detit E(h), c’est-d-dire d’arriver & I'annulation de Rr+1(0),

Puisque f®(a)+£0, on n’aura

R (0)=0

que dans le cas oiL avec les équations (10), (11), (12) sera également vé-
rifide la relation (13).

8i l'on considare 1o systéme d’équations
1—(p+1) "4 — (p+1)2,=0,
1—(g+1) 674, — (g +1) 4,=0,
1—04+1)6"% — (r +1)3,=0,

(18)

comme systéme d’équations homogenes aux inconnues 1,4:,4, on con-
state que le déterminant A deg coefficients doit disparaitre, a’egt-d-dire

que
(p+1)6” p+1 1
d=(q+1)6" ¢+1 —1|=p.
(r+1)6" r+1 1

(19)
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En posant
(20) . a=q—p, f=r—yq

on peut éerire 1’équation (19) sous la forme

(@1) A(6)=a(r+1) 6 — (a+p)(g+1) O"+4(p+1)=0.

Remarquons que a et f sont des enfiers positifs. L’équation (21) est done
une éqimtion algébrique de degré (a--p) (frindme), Mont‘rons que cette
équation a une racine unique O, comprise & 'intérienr de Pintervalle (0,1).

On a en effet
A'(0)= (a+pf)a(r+1) 0~ —a(a+p)(g+1) 0"
=alatp) O [(r4+1) 6°—(¢+1)].
On tire de 1&
4 (0)=pp+1)>0, A(1)=0, A'(N)=a(a+p)p>0.

i isinage 3 he du point @=1.
Tl est évident, que 4(0)<0 dans le voisinage & gauch poil
1l gensuit quo7 A(0) ’annule au meins une fois & Pintérienr de l’m’uerva.ll.e
(0,1). 8i Von parvient & montrer que la dérivée A'(@) s’annule une fois
& i’intél'ieur de (0,1), on démontrera en méme temps quo I’Iéquatllon (21)
a exactement une racine dans lintervalle (0,;.1). L’équam?’n A (.@)=0
envisagée dans lintervalle cuvert (0,1) est équivalente & l'équation
(r+1)6°—(g+1)=0
qui n’a qu'une racine réelle @ g'exprimant par la formule .
ey
=1 —,
r 41

b 2] i 7. .
. O(;lga‘(\dlénll)::sgzgpgrﬁa mémo que léquation (21) a exactement une
racine @, & lintérieur de lintervalle (0,1).
Remarquons que cette racine @, peut étre c;alcu}ée tl'zms certaing cag par une
voie algébrique. Ainsi, par exemple, si f=a, c’est-a-dire si

g=p+a, r=g+p=gta=p+2aq,
Péguation (21) aura la forme

a(2a+p+1) 0% —2a(at+p+1) @ +a(p+1)=0,
ce qui conduit & une équation de degré 2 en @ qui a la solution

o= 2T
T pt142a’
12*
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@oit
. ———
@FV_P_H_,
p+41+42a

Dans le cas ot f=2a, 'équation algébrique (21) se réduit & une équation de troisidme
degré dont une des racines est égale &4 1 et dont la solution en @, s’exprimera algé-
briquement par la formule

o Hi/w3a—p-—1+1/9a“+30«1(20+1)+9(20+1)“
o 2(3a+p+1) ’

De méme, pour f=3a, on obtient pour O¢ une équation de degré 4 qui se réduit
(aprés division par @7—1) & une équation de degré 3 & laquelle est applicable la
formule de Cardano. On obtiendra ainsi @, sous une forme algdbrique des variables
a et p.

Pareillement le cas a=28 et les autres conduisent & ume solntion algébrique
pour 6,.

On peut montrer que la seule et unique racine @, de Iéquation (21) dans l'in-
tervalle (0,1) vérifie I'inégalité

0, >

3

b =

le signe d’égalité ne pouvant avoir lien que dans le cas ol p=1, ¢=2, 7==3 (mé-
thode pareille & celle qui se trouve dans le travail).
D’autre part, le nombre @, doit satisfaire & Iinégalité

T/

O, < B = ’I‘—i—l'

En choisissant ©=@6),, on aura
(22) R+ (g) =0
e, par conséquent, R(h) sera pour ce choix de @ un infinimen potit
d’ordre (r42) au moing.

Des relations (8) et (9) résulte qu’il sera un infiniment pebit d’ordro
au moins égal & (s4-1).

Nous allons maintenant montror que l'ordre de petitosse de R(h)
est exactement égale 3 (s+1).

Nous allons nous servir de la méthode do réduction o Pahsurde et
nous supposerons que ceb ordre est au moins 4gal (84-2), ¢’ent-A-dire

que
(23) Ee+D(0) =0,
Puisque
R(a+1)(0)=f(x)(a) [1’“1193(34‘1)—*12(84—1)]
ot @(a)5£0, lo systéme @’équations (10)-(14) devrait 8tre satisfait ponr
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@=0,. En particulier le systdme d’équations (11), (12) et (14) devrait
dtre satisfait, d’olt découlerait la relation
(p+1) 6" p+1 -1
(24) (g+1)0% ¢g+1 —1|=0,
(s+1)0° s4+1 —1

¢est-d-dive, en désignant

(25) y=8—{,
1’é6quation
(26) a(841) 0+ —(utp) (g +1) O+ y(p+1)=0.

Il en résultorait que les équations (21) et (26) devraient ayoir la méme
racine ©,. Nous allong montrer que ¢’est impossible. Une démonstration
divecte de co fait par une voie algébrique ne semble pas facile. Nous le
montrerons en employant une méthode détournée, un pou artificielle.
L'efficacité de la méthode choisie réside dans ce que les coofficients (en-
tiers) des équations (21) of (26) dépendent également des exposants des
puissancos de ces équations. Afin de no pas interrompre le cours de 1.a
démonstration, nous allons prouver auparavent la proposition auxi-
liairo suivante:
I’ équation transcendante

s wr+p

@ = =y

yo -+ 6

oha>0 ¢t ast1l, y£0, ad—Py+0, peut avoir au plus trods racines réelles
différentes.

Romarque. L’6quation du type (27) pewt avoir 3 ra’ucines diffé-
rentes. Il suffit, pour s’on convaincre, do considérer I'équation

(1 IR
9] " 24
qui a trois racines: 0,1,2. N
Passons maintenant » la démonstration de la propos1.ti10n. Il est
évidont que chaque racine de I’équation (27) vérifie 1’équation
(28) @ (yw+0)—(aw+p)=0.

Si dome on parvient & montrer que l'équation (28) peut avoir au pluls
3 racines, la proposition auxiliaire sera par 14 méme démontrée. Dési-
gnons par F(z) le premier membre de I’équation (28). On a

P’ (@)=a"{y (lnafa-+2y Ina-+8 (na)t).

27
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On voit de 1& que I’équation F”(x)=0 peut avoir au plus une racine.

Il s’ensuit que 1’équation F(x)=0, ou la fonction F (@) est déterminde

pour tous les @, ne peut avoir plus que trois racines réelles différentes.
Eerivons maintenant la relation

(29) a(r+1) 5 —(a+)(g+1) Of+p(p+1) =0
sous la forme suivante (en remplacant f par x)
(30) a(@+q+1) 5" —(a-+2)(g+1) O +2(p+1)=0.

Désignons par @(x) le premier membre de cette dquation et considérons
a,p,q,0 comme des constantes fizées, @ comme unc variable réelle. Dans
co cas la relation (29) peut étro récrite sous la forme

D(p)=0.
Par contre, comme il est facile de le voir, la relation
(81) a(s+1) 057 —(a+y) (g+1) 5 +y (p+1)=0
s’écrira bridvement

D(y)=0.
Remarquons que I'on a

P(0)=a(g+1) Of—a(g+1)O=0
ot que
P(—a)=a(g+1—a)—a(p+1)=a(p+1)—a(p+1)=0.
Il s’ensuit de 14 que 'équation
D(z)=0

& au moins 4 racines différentes —a,0,p UISGUS 7 ey >t e e
4 cause de Pinégalité r<s. 10y 0yy PUWIBQUE y=8—q>r—¢=f

Or Péquation (30) peut étre récrite sous la forme équivalente

(32) o5 2L
V& -+ o

olt 'on a posé pour abréger

A=(g+1) 05— (p+1),

p=a(g+1) 65,

v=a6f,

e=a(g+1) 6§

(83)
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(Péquivalence résulte de ce que la valeur z,=—g—1 qui annule le déno-
minateur do la fonction homographique du deuxidéme membre de (32)
n’annule pas son nominateur puisque

Mg +p=a(g+1) 0§ — (¢+1)[—(p+1)+(¢+1) 6]
=(¢+1)[¢Of +(p-+1)—(g+1) Of1=(p+1)(¢+1)(1— 65) >0).

On a ici

y>0,  Ae—mw=a(g+1) 65" —a(p+1)(¢+1) O5—d*(g+1) 65

=a(g+1) Of[(g+1—a) Of —(p+1)]=a(g+1) Of(p+1)[65—1]<0.
En appliquant la proposition auxiliare, on arrive & la conclusion que
I’équation (32) peut avoir au plus trois racines réelles tandis qu’elle a 4
racines différentes!

On voit que la supposition faite sur le nombre &, (qu’il vérifie éga-
lement ’équation (26)) a conduit & une contradiction. Par 14 méme il

a ét6 démontré que ’ordre de infiniment petit R(h) est égal exactement
4 (s+1). La proposition suivante reste prouvée:

PROPOSITION. 8% Pon pose’ @= 6,, o O, est Lunique racine de Iéquation
(21), situde & Dintérieur de (0,1) et si Pon admet que A, Ay, A, adent leurs valeurs
détermineds par les relations (15) et (17), alors R(h) est un infiniment petit
dordre maximum dgale & (s-+1).

Si 'on consideére p,q,r,s comme fixés, la valeur de 6, qui vérifie
l'équation (21) sera une certaine fonetion des variables p,q,7:

@0=A(p7Q7r)

qui par leur nature méme sont des entiers positifs. ILs’ensuit que ensemble
de toutes los valeurs 6,, est dénombrable. Si donc l'on se donne d’avance
une valeur 6, 3 lintérieur de (0,1), B(k) sera généralement un infiniment
petit d’ordre (r-4-1) et ne sera ,qu'exceptionnellement un infiniment
petit d’ordre (s-1).

On peut en outre montrer que lim sup 4 (p,q,7)=1.
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