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Une modification du théoréme de I'Hopital liée au probléme
du prolongement des intégrales des équations différentielles

par T. WAZEWSKT (Krakéw)

Le théoréme 2 du prégent travail a été communiqué sans démonstra-
tion, sous une forme un peu différente, dans ma note antérieure [1].
Un théoréme sur le prolongement des intégrales des systémes d’équa-
tions différentielles ordinaires (cf. théoréme 3) en est une comséquence
immédiate. L'analyse de ma démonstration primitive du théoréme 2
m’a conduit & la remarque que ce dernier est, & son tour, la conséquence
d’une modification du théordme de I'Hopital correspondant au symbole
0/0 (cf. théoréme 1). Quelques lemmes sur la localisation des fonetions
(lemmes 1 et 4) servent de base & la démonstration du théoréme 1.
Tls sont, parait-il, intéressants par eux-mémes parce qu’ils sont doués
de plusieurs applications dans la théorie des équations différentielles.
Ils méritent aussi, peut-étre, un certain intérét & cause de leur caractére
,»épidermique’ (ef. [4] et la remarque 1).

Mous les résultats sont énoneés pour les fonctions dont les valeurs
appartiennent & lespace vectoriel de Banach & norme homogéne.

Les résultats du prégent article sont doués dune généralisation au
cas ol les dérivées ordinaires sont remplacées par les dérivées coutin-
gentielles on par les bouts différentielles que j’ai introduits dans mes
articles antérieurs [2] et [3] (cf. remarque 3).

§ 1. Notations. Nous désignerons par F.(z) et I’ () les dérivées
& droite et & gauche de la fonction F(w), dont les valeurs peuvent é&tre
réelles ou peuvent appartenir & un espace vectoriel de Banach.

Nous désignerons regpectivement par D A(x),D  A(w),D_1(x),D_A(x)
les nombres dérivés supérieur & droite, inférieur & droite, supérieur b gau-
che et inférieur & gauche de la fonction réelle A(z).

La variable & est considérée comme réelle.
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§ 2.1. Lemme de A. Zygmund?). Soit Z un ensemble au plus dé-
nombrable contenwu, dans un intervalle O et A(x) une fonction continue dans 6.
8i D, Mx)<0 (ow D_2()<0) lorsque we O—Z alors A(w) est déeroissante
au sens large dans 0. 8D +A(@) =0 (ou D_J >0) dans ©—Z alors A(x)
est eroissanie au sens large dans 6.

LeMMmE 1, Soit Z wn ensemble au plus dénombrable contenw dans
wn intervalle ©; A(x) une fonction continue dans 0; e O; n(x) une fonction
continue dans O et telle que 7(x)>0 lorsque xe6.

Si
(1.1) A8)<0,
(1.2) sign(z—&D A@)<0  lorsque e O—~Z, w£E, 0<A(m)<y(®)
alors
(1.3) Aa)<<0  lorsque xze0.

Ce lemme reste vrai lorsqu’on remplace dans (1.2), D, () par D_Ai(x).

Démonstration. (1.3) a lieu pour z=¢ (ef. (1.1)). Envisageons
d’abord le cas
(1.4) o>¢,  sign(@—§&=1, €.

Supposons que (1.3) n’ait pas liou pour un s=ua, satisfaisant & (1.4). On
aura
B> &,

sign (2, — &) =1, 2,60, A(z)>0.

A(z) étant continue et A(£)<0, il existe un &, tel que
(1.5) < <<ty A(&)=0, A(x) >0

Comme 0=1(&)<n(&) et A et # sont continues dans O, il existe un =,
tel que

(1.6) L<m<w,  eb 0< A(m) <y ()
Ea vertu de (1.2) et (1.4) on aura donc
D, Ax)<0

ou Z, désigne lensemble au plus dénombrable composé des points £,
et &, et de ’ensemble Z- [£,2,].. En appliquant le lemme de A. Zygmund
& Pintervalle [&,,], on conclut que A(x) y est décroissante au sens largo
et qu’en particulier, A(&)>A(«,). Ceci est impossible, car, en vortu do (1.5)
ot (1.6) on a A(&)=0, A(x,)>0.

La démonstration de Tinégalité (1.3) pour @<¢ est tout-d-fait ana-
logue.

pour <<y,

pour E<rLy,.

lors@e wely,x 1— 2,

') CL., par exemple, 8. Saks, Théorie de Pintégrale, Warszawa 1933, p. 173,
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LeMME 2. Soit h(x) une fonction continue ¢t monotone au sens strict
dons wn intervalle O et soit h(£)=0. Cela posé on a

(1.7) [sign(z—£)] |h(a)]. =|n/ (2)],

(1.8) [sign (2 — &)1 |k (x)|Z =]k (2)]
lorsque

(1.9) w£E, 06 o H,(2) (ou h.(2) eviste.

Démonstration. Si h(x) est croissante on a évidemment pour
tous les x satisfaisant & (1.9)

()] =[sign(z— &) h(z),
ot, par suite,
()]s =[sign (z— &)1k (w) =[sign (s— &)] [k (2) |
a satisfaisant & (1.9)

[k ()]

hi(@) 20, Hy(2) =k (a)]

8i h(w) est décroissante, on a, pour les
[h(@)|=—[sign (2—£)] h (),
ot, par suite,

[ ()|} = —[sign (o — &)] 1, (2) =[sign (x—&)] (B, (@) |;

0>R, (2)=—

(1.7) se trouve aimsi établi. La démonstration de (1.8) est analogue.

LeMme 3. Soit @ une variable réelle et D(x) une fonction dont les
valeurs appartiennent & un espace vectoriel de Banach & norme homogene. Si
au point x lo dérivée @, (x) ou P (x) exwiste, on a respectivement

| D |® ()| <|®}(2)],
1D_|® (@) <P (x)],

| D, 1P(a)||<| P (a)]
|D_1® (2)l| <I@_(2)]-

Ce lemme résulte immédiatement de 1’inégalité

D@ -+ k)| — |9 ()|

) < D(z+h) — P(x)
h

h

lorsqu’on choisit pour b une suite convenable de valenrs h, 70, h,—>0.

LeMME 4. Prémisses. Z est un cnsemble au plus denombrable
appartenant & un intervalle ©, ®(x) et g(x) sont deux fonctions continues
dans © et ayant les dérivées finies D (x) et gl () (ou D_(x) et g__(z)) dans
O—Z; g(x) est une fonction réelle monotone dans O et les valeurs de ®(x)
appartiennent & un espace de Banach & norme homogéne; 6>0 est uw
nombre fixe et £eO. :

1*
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on o ‘
(1.10) |0 () <gl ()]
lorsque

(111) x#£&, @07,

(o |8 (@) <I¢"())

0<|P(2)—D(£)|—lg (%) —g(£)|<n(®)

o n(x) est une fonetion continue et positive dans 6.
Thése.

(1.12) |®(z)—D (&)< |g(w)—g (&) pour xeO.
Démonstration, Posons

(1.13) Me)=|D(n)—D(8)|— g (%) —g (&)].

La fonction h(z)=g(x)—g(£) est monotone et continue dans O et h(&)=0,
On a done, en vertu du lemme 2,

(1.14) |g(@)—g (&)} =[sign(»—£)]l¢} ()|
Afin d’établir (1.12) il suffit de prouver que

lorsque x&, ve@—Z.,

(1.15) Mzy<0 lorsque xe0.
Appliguons & cet effet le lemme 1.

On a .

A§)=

Admettons que
(1.16) EN ze®—7Z, 0<A(2)<n ().
On établira (1.15) lorsqu’on aura prouvé que
(1.17) [sign (2 —£)] D, A(2)<0.
Or (1.16) implique (1.11) et, par suite, aussi (1.10).

On a done
(1.18) 1P, ()| <lg’ ()]

De (1.13) et (1.14) il résulte que
D, i(2)=D,|®(w)—b(£)| —[sign (2— £)] |¢'. ()]
et, par suite,
[sign (2 — £)1D  A(x)=[sign (v— £)] D | (2)— P(€)| — ¢’ (@),
Mais, en vertu du lemme 3, on a

|[sign (2—¢&) 1D | B (2) — B (8)||=| D, | B (2) - B (£)| | < | ()]
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Des deux relations précédentes on obtient
[sign (2—£)].D, A() <DL ()] ~ g ()]
En appliquant (1.18), on en déduit (1.17), ce qui termine la démonstra-
tion de l’inégalité (1.15).
Remarque 1. Caractére ,,épidermique” des lemmes 1 et 4.

ProrositioN 1. Soit A(x) une fonclion continue dans Vintervalle 0 <<a<<1
(intervalle ©) powr laquelle

(L.19) 1(0)<0.

Supposons, pour éviler les complications, que lo. dérivée A'(x) existe partoul dans © el
que Dindgalité forte

(1.20) Ma) <0

ait liew lorsque

(1.21) Ap)=0, O<<a<l.

On a alors ) '

(1.22) Ax)<<O  lorsque O0<<w<Cl.

Cette proposition est bien facile & démontrer.

L’hypothése englobant les relations (1.20) et (1.21) exprime que i(x) a la pro-
priété P suivante:

La dérivée A'(x) est négative en tout point x en lequel la courbe y=A(x) ira-
verse la droite

(1.23) y=0.

La ligne y= 0 ,,munie’ de la propriété P constitue done une barriére qui empé-
che la courbe y=2(x) vérifiant I'inégalité (1.19) de pénétrer dans la partie du plan
située au dessus de la droite (1.23). On peut exprimer ce fait en disant que la pro-
position 1 & un caractére linéaire.

Remarquons que la proposition 1 différe du lemme 1 par ce que l'inégalité
(1.20) est forte tandis que lmégahté [sign (2 —&£)] D4 (%)<<0 intervenant dans le
lemme 1 (cf. (1.2)) est faible.

Remplagons, dans la proposition 1, I'inégalilé orte (1.20) par Vinégalité faible

(1.24) A{2) <0 lorsque A(x)=0, 0<<w<l.

Un exemple facile & construire montre que linégalité (1.22) n’a pas forcement lieu.
La ligne y=0 ,,munie” de la propriété (1.24) ne représente plus de barritre infran-
ohissable pour la ligne y==2(w).

On a cependant la swivante proposition conslituant un cas particulier du
lemme 1.

ProrosirioN 2. Soit A(x) une foncliion continue pour laguelle A(0)<L0 et

(1.25) M(x) <0
lorsque
(1.26) o<<r<l1, 0 <A ()< n(w)

ol n(®)>0 est une fonclion continue dans Uintervalle 0<Ca<C1.
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Cela posé on a

Ax)<<0  lorsque 0<<x<C1.

Considérons la partie B du plan (x,y) définie par les inégalités

<z, O<y<n(x) (ensemble E).

Cet ensemble constitue une sorte de couche reposant sur la droite y=0 et n’ayant
aucun point commun avec cette droite. (x) représente 1’épaisgeur de la couche I
et cette épaisseur varie avec . L’hypothése englobant les relations (1.25) et (1,26)
exprime que la suivanie propriété @ a Lieu: on a A(x)<0 pour les points de la ligne
y=A(w) qui sont situés dans la couche ¥ (et non pas sur la ligne y=0). La propo-
silion 2 n’a donc pas un caractére linéaire comme la proposition 1. (Pest mainte-
nant la couche E ,,munie’” de la propriété @, qui constitue une barridre ne permet.
tant pas & la ligne y=A(x) de pénétrer au dessus de la droite y=0.

Soit # un nombre naturel fixe arbitrairement grand. La proposition 2 reste
évidemment vraie lorsqu’on on remplace 7 (z) par 5 {(x)/n. La couche B se trouve
alors remplacée par la couche H, )
o<1, 0<y<igi) (ensemble E,).

L’épaisseur 7 (x)/n de ceite couche tend vers zéro lorsque m—»oo. Rlle peut devenir
arbitrairement petite lorsqu’on choisit % suffisamment grand.

) T convient done mieux d’appeler B, non pas couche mais ,,6piderme” (épi-
derme supérieure de la ligne y=:0). En appelant épiderme anssi la couche primitive
E on souligne que son épaisseur #(w)>0 peut &tre arbitrairement petite (infiniment
petite suivant une terminologie courante).

Cest done un épiderme arbitrairement minee, pour lequel a lieu la proprieté @,
qui constitue une barriére ne permettant pas  la ligne y==1(x) de pénétrer au dessus
de la droite y=0.

L’engemble

re0@—Z, r#E, O<y<n(n),

correspondant 4 la relation (1.2) du lemme 1, constitue un »,6piderme” jouant un
role analogue. C'est en ce sens que les lemmes 1 et 4 ont le méme caractire épider-
mique que la proposilion 2 et n'ont pas de caractére linéaire comme la proposi-
tion 1. .

§ 2. TufiorEME 1. Prémisses. F () est une fonction continue dans
Vintervalle ouvert

4=(a,b),
ol a<b ou bien a>>b; b est soit un nombre fing, soit b= +o0 ou enfin b= —oo.
Les valewrs de F(x) appartiennent & un espace vectoriel de Banach & norme
homogéne. La fonction réelle g(w) est continue et monotone an sens strict
dans A. L'ensemble Z est aw plus dénombrable et appartient & A.
Les dérivées droites F'.(x), 9 (@) existent dans A—2Z et
(2.1) gi(2) #0  dans A—3Z

(0w ¢’ () %0 dans 4—2),
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(2.2) . lim g(z)=0,
x—b
(2.3) lim inf [F (z)] = 0.
Kb
Pour toute suite {x,) telle que
(2.4) bned—Z, @b,  F(z,)—0.
On a ‘
F', (@)
2.5 lim 520 =
@) gilms) 7
ol & désigne wn élément de Pespace de Banach?).
Thése. :
. F(x) .
2.6 lim—— =% lim F (%) =0
(2.6) o =% L (2) =0,
F’
(2.7) P G lorsque & varie dans A—Z.

wrb G (2)
Un théoréme analogue a liew lorsqu’on remplace les dérivées & droite
par les dérivées a gauche.

Démonstration. I. Il suffit de prouver le théordme aw cas oit
(2.8) k=0.

En effet, introduisons la fonction auxiliaire

D (x)=F(x)—kg(x).

Si les prémisses du théoréme sont vérifides pour F(z),g(x) et k elles le
sont évidemment aussi lorsqu’on remplace F, ¢,k par &,g, 0.

Si, d’autre part, la thése du théoréme est vérifide lovsqu’on remplace
F,gq,k par @,¢, 0 elle 'est aussi pour F, ¢, k.

Nous nous bornerons done au cas ol (2.8) a lieu.

IL. Soit 1>¢>0. En vertu de (2.3) et de I’hypothdse que (2.4) im-
plique (2.5), il existe un ¢ et un & tels que

¢, ced, 0<d<e
b que
(2.9)
lorsque .
we(e,b), ved—2, | B ()| < 8. '

(2.10)
%) La relation (2.5) peut dtre éerite sous la forme

I (w
i A0
K@) =0 § ()
@0
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En vertu de (2.2) on peut choisir ¢ de manijdre que Pon ait, en outre,
é
(2.11) ]g(m)]<z lorsque we(6,b).

En vertu de (2.3), il existe une suite {é‘n} telle quo
(2.12) ie(e,0), &b,  F(&)-0.

On aura donc & partir d'un indice N

8 : é
(213)  &ele,h), g(bll<g, G)I<y lorsquo  nz=N.

Nous prouverons que
(2.14) |F(@)—F(£)|<l|eg(®)—eg(é,)|  lorsque we(e,b), n=N.

Soit n>N. Comme la fonction h(x)=eg(») est monotone il suffit & cet
effet de prouver que (c¢f. lemme 4)

(2.15) [P (e) |<|sg'y(2)]
lorsque

(2.16) wed—Z,  ae(e,b), 0<|F(w)"~F(5n)|—Iy(m)—g(ﬁn)l<'Zf~

(La fonction #(x) du lemme 4 a la forme: 5(»)=3d/4>0). Admottons
que (2.16) ait lieu. On en obtient

P@I<IP () g @)+ )1+

et, par suite, en vertu de (2.13), (2.11), (2.12) on aura
| ()| <9
Ceci rapproché de (2.16) exprime que (2.10) a liew, d’ou il résulte que
Tinégalité (2.9) a lieu.
Nous avons aingi prouvé que (2.15) a lieu pour les points @ satis-

faisaot & (2.16). La relation (2.14) ge trouve ainsi établie.

En passant & la limite n—o0, on obtient en vertu de (2.14), (2.12)
et (2.2),

(2.17) [Pz} <elg(®)] lorsque we(e,b).

(Ilza, fonction g(«) étant monotone au sens strict dans A', on a, en vertu
e (2.2),

g(®)£0 lorsque we(c,b).
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Il s’ensuit done de (2.17) que,

ECTPR——
7 ) <e& sque xe(c,b),
co qui prouve que

lim 2.

z—>b g(w)

Cotte relation rapprochée de (2.2) donne
(2.18) lim F(x)=0.
b

Les relations (2.6) se trouvent ainsi.établies pour k=0.

Afin de prouver (2.7} supposons x,e4—Z,s,~b. De (2.18) il ré-
sulte que F'(2,)—0. Les relations (2.4) ont lieu efi, par suite, la relation
(2.3) a lieu d’olt il resulte que (2.7) (avec k=0) a lieu, ce qui termine
la démonstration.

§ 3. TuroriME 2. Prémisses. b est un nombre fini, a est un nombre
fini ou nfini (a<<b ow a>b). Z est un sous-ensemble au plus dénombrable
de Vintervalle ouvert (a,b). W(x) est une fonction continue dans (a,b) e
les valeurs de W(x) appartiennent & un espace vectoriel de Banach & norme
homogéne. La dérivée ¥ (z) (ou P_(x)) ewiste dans 4—Z. On o

lim jof |¥(x)—P|=0
r—b

el, pour toule suite {w,,}, telle que

@y e(a,b)—2Z, @b, Y (z,) P,

on @
¥ () >k
ow bien, pour toute suite de cette sorte, on a
Y (@)= k.
Theése.
(3.1) lim ‘I/fﬁ;{:k, lim ¥(a) =P,
lim ¥, (z)=k lorsque & varie dans A—Z,
ou bien o

lim W' (x)=k lorsque © varie dans A—Z.
-0
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8i Pon compléte la définition de ¥ aw point x=Db en posant ¥ (b)==P, on
obtient une fonction continue aw point P pour laquelle

(3.2) W (b)=k.

Démonstration. Les fonctions F(z)=¥(x)—P, ¢(x)=a—b véri-
fient les prémisses du théoréme 1. La thése du théoréme 1 coincide
avec la thése du préscnt théordme.

Remarque 2. Le théoréme 2 est uno conséquonce du théordme 1
dont la démonstration était assez compliquée.

On voit facilement que la méthode de démonstration dun théordme 1
appliquée directernent au théoréme 2 en donne une démonstration plus
rapide. Coci provient de ce que la fonction ¢(x) prend alors la forme parti-
culiére g(x)=2—>, et quo pour cette raison le lemme 2 ot 4 n’intervient
pas dans la démonstration. ‘

’

§ 4. Application du théoréme 2 au probléme du prolongement
des intégrales des équations différentielles ordinaires.

THEOREME 3. Considérons Védquation différentielle
ay

4.1) - it
1) dx

=G(2,Y)

ol @ est rdel et y désigne un point variable dans un espace vedloriel de Ba-
nach & norme homogéne.

Supposons que ‘

1% G(2,Y) soit continue au point w=b,y=P,

20 W(x) soit Vintdgrale de celte équation déterminée dans Vintervalle
ouvert (a,b) (& finé ou non, a<<b ou a>b),

3% Dintdgrale Y="(x) se condonse sur le point (b,P) lorsque a->D,
dest-a-dire qu'il existe une swile {&.) telle que

(4.2) E,,G(lt,b), &b, P(&)~P.
Cela posé on «
(4.3) lim W(x)==P
-0
et en complétant la définition de ¥(x) pour x=b au moyen de Udyalité
(4.4) Y(bh)=P,
on aura

(4.5) . P (0)=6(0, ¥ (D).

icm®
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Ceci exprime que la fonction ¥(w) se laisse prolonger de l'intervalle
ouvert («,b) & 'intervalle (a,b] fermé du c¢6té de b de facon qu’elle con-
stitue wne intégrale de (4.1) dans («,b].

Démonstration. On a
(4.6) W (@) =G (2, P ()

Supposons que

lorsque xe(a,b).

Lpe(a,b), 2, b, W (x,)—~P.

La fonction G(»,Y) étant continue au point (b,P) il résulte de (4.6) que
Y ()G (b,P).

En posant

k=G (b,P),
on voit que ¥(x) vérifie les prémisses du théoréme 2. Les relations (3.1)
ot (3.2) conduigsent immédiatement aux relations (4.3) et (4.5).

Remarque 3. Les lemmes 1-4 et les théorémes 1 et 2 se lais-
sent généraliser en remplacant la dérivée F'. (z) par la dérivée contin-

gentielle
( aF (x) )*
dx [,

ou par une notion plus générale de bout différenticl

(dF(m))**
dx

-
On peut aussi remplacer le quotient F. (x)/g) (») par la dérivée contin-
gentielle généralisée

(4.7) (dF(m))*
dg(w) [

ou par ecelle du bout différentiel généralisé
ar(z)\**

s (.

+
Jai introduit les notions (4.7) et (4.8) dans mes articles antérieurs
[27 ot [3].
La lecture de [3] conduit facilement aux énoncés des lemmes ef
dos théorémes du présent travail, généralisés dans ce sens.
Je me dispense d’entrer dans les détails relatifs & cefte généralisa-
tion.
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Polyndmes. extrémaux et la représentation conforme
des domaines doublement connexes

par F.LEJA (Krakéw)

1. Notations. Soit D un domaine borné doublement connexe, F,
la frontiére intérieure de D (ne se réduisant pas 4 un seul point), F, la
frontiére extérieure et

F=F,+F,.

Nous supposerons que F, soit en méme temps la frontiére du domaine
non borné situé dans Pensemble complémentaire a F.

Soient A un nombre réel >1, i un paramétre réel >0, ¢({) la fonce-
tion définie sur F par les formules

1 sur Fy,
MZ)H{A sur  F,,
ot ¢™ un systéme de m--1 points queleonques &y,ly,...,l, situés sur F
(1) t™=={Ly,Cryeresbnfe
Désignons par V(™) le produit
(2) V(C(")),:V(CD’Z;”,,_,é‘")—: I] I‘:j":k[i
0 <k<n
par o(2,() la fonction
=2
©EO= a7
et posons
V(™)

2. EMy= Eobn)= i
s | B (TR AN i
(4) A(i)(l,{'(n))=kl_70 (8, Ck) (§=10,1,2,...,m).

(k1)
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