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demi-tangente un, dos demi-axes .. Il cwiste des hypersurfaces 1dgulidres
& T dimensions: 8*,8% 8% k=1,2,...,n (8",8%,8" dant des domaines de
E,) telles que

10 GeSrCHC...C 8%

o ;2 S’T@}coupf 8% on S et 8% ; S =8" 4 P8 k=2,3,...,n, et
=810+ 8,;

3 DPhypersurface S est tangente & Dhyperplan B == oov= =0
dans 0, k=1,2,...,n—1;
49 il ewiste une classification de la famille R® de toutes los demi-carac-

téristiques tendant vers © en sous-familles RERE,RE | telle que
a) RI=RL LR, RF=RE R4 RE | =23,
b) la famille R*, ou ??’i, ou RE engendre 8*—{ 6}, ou %, ou 83

toute demi-caractéristique de R®, ouw RE | tend vers O en ayant pour demi-
tangente le demi-ame négatif, ou positif (lo famille RL, ou R, ne contient
quune seule demi-caractéristique et 8-, ou S, est une restriction & gauche
de cette demi-caractéristique). :
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Uber die Gleichung x"--1=y"
von R. OBLATE (Budapest)

Die Frage ob es zwei aufeinander folgende Zahlen (ausser —1,0;
0,1;8,9) gibt, welche beide volle Potenzen sind, wurde zwar schon im
Mittelalter gestellt!), ist aber auch heute noch nicht vollstindig geldst.
Es handelt sich also nm die diophantische Gleichung

(I 1=y

1} Levi ben Gerson (1288-1344) — einer der bedeutendsten Mathematiker

des Mittelalters — hat bewiesen, dass

3m+li1
fir m>1 keine Potenz der Zahl 2 ist (vgl. 8. L. E.Dickson, History of the Theory
of Numbers, vol. II. The Diophantine Analysis, New York 1934, p. 731).

Die Geschichte und Literatur des Problemes habe ich in fritheren Publikatio-
nen — besonders in der ungarischen — ausfihrlich dargestellt. (l‘)"bcr die Zahl x2—1,
Mathematica B. (hollindische) VIII (1939-1940), p.161-172; Az x* —1 szdmokrdl,
Mat. és Fiz. Lapok 47 (1940), p. 58-77; Sobre ecuaciones imposibles de la forma
Revista Mat. Hisp.- Americana I (1941), p. 122-140). Nach dem
Erscheinen dieser Arbeiten wurde ein wichtiger Fund gemacht. Die bis dahin-als
verschollen geltende Solutio duorum problematum ele. von Frénicle aus dem
Jahre 1657 wurde aufgefunden und von J.E. Hofmann ausfihrlich bekannt
gemacht (J. B. Hofmann, Neues diber Fermats zallentheoretische Herausforderungen
von 1657, Abhandl. d. Preuss. Akad. d. Wiss. 9 (1943), p. 1-52).

Theorema 10 der Solutio behandelt die Gleichung (II) (siehe J. E. Hofmann,
L c., p. 24). Der Satz behauptet die Unmbglichkeit der unbestimmten Gleichung

P 1=2x?

(p ungerade Primzahl, nz>2). Ich erzihle Frénicle’s geistreichen Beweis in modernen
Bezeichnungen. Der Satz ist fur gerade n selbstverstdndlich. Wire nun p"+1=z*
fiir ein ungerades  erfillbar, so liesse sich p"=(x+1)(@—1) in zwei Teiler mit der
Differenz 2 zerlegen. Die Teiler von p" sind 1,p,...,p" . Die kleinstmdgliche Differenz
zweier Teiler ist p(p—1) und tritt fiir n=3 auf. Sie ist aber stets grosser als 2, da
p==3 ist. Der Satz gilt auch fiir p=2, wenn n>>4 ist; n=3 ist eine Ausnahme, 2°+1 =32,
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74 R. Oblath

In einer noch nicht publizierten Arbeit hat R. Hampel den fol-
genden Satz bewiegen:

Sarz 1. Unter der Bedingung
&) o —y| =1
ist die diophantische Gleichung (1) — von den Ausnahmen —1,0;0,1;2,
abgesehen — im ganzen Zahlen unmdglich.

In den nachfolgenden Zeilen gobe ich fiir diesen Satz einon ande-
ren, sehr einfachen Beweis, der hauptsiichlich einige Ergebnisse von
T. Nagell beniitzt.

In der Gleichung (I) kann m keine gerade Zahl sein, denn infolge
eines Satzes von V. A. Lebesgue [1]2%) hat die Gleichung

2 1= fl/"

keine ganzzahlige Losungon mit xs40; m ist daher ungerade. Zwei Wille
sind zu unterscheiden: .

A. r=y41,
(y+1)"+1=y" (n>m),
Y ey = —my—2=0.

Die zuliissigen Werte fiir y sind daher blogs y= 41, +2 und fir o die
Werte ©=2,0,3, —1, was die triviale Losung x=0, y=-—1, n gerade
ergibt.

B. r=y—1,
(y—1)"+1=y"
Y —y" b —. . Fmy=0.

Nach Ausschliessung der trivialen Lésung y=0, (#=—1) ist sofort sicht-
bar, dass y oin Teiler des Exponenten m sein muss:

(m>n),

y=o-d, 4>0, dim.
Im Falle y=d hat man
(2) ' (d—1)"+1=g"
und
ar—1
(3) (d—l)”'1=vd—;vi~=d”*‘+...+d+1.

) 8. auch T. Nagell [2].
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Da m ungerade ist, muss cs auch d sein. Mithin ist das erste Glied von
(8) eine gerade Zahl, also auch das dritte. Nun besteht aber dieses aus »
ungeraden Summanden, daher ist » gerade.

Im Falle y=—d wird dasselbe ganz analog gezeigt, dann steht es
aber in Widergpruch mit der Gleichung

_(d+1)1z1+1= (—d)“,

aus welcher sich » als ungerade ergibt, so dass man weiter nur den Fall
y=d zu betrachten hat.
Wird n=2r gosetzt, so lisst sich (2) in der Form

(d—1)"+1=(d")?,
also in der Form

() & +1=np?

schreiben. Bs wurde jedoch von Nagell [3] bewiesen, dass (4), von
den trivialen Féllen abgesehen, nur dann bestehen kann, wenn jeder
Primteiler des Exponenten m — also auch ihr Aggregat d — die Form
8a-1 hat. Das erste Glied von (3) ist daher dureh eine hohe Potenz der
Zahl 2 teilbar-(mindestens .durech 8), folglich .auch.das dritte, in diesem
ist aber jeder Summand =1 mod 8, weswegen der Exponent n durch
8 teilbar ist; n=47, und (I) erhilt die Form

wm+1=(yr)4=24_

Diese Gleichung ist nun infolge eines zuerst von S.Selberg [5]%) bewie-
senen Satzes des Nagell unméglich, w. z. b. w.

Hampel hat auch iber die Abweichung der beiden Potenzen
im Falle (1) einen genaueren Satz aufgestellt, der sich dhnlich beweisen
lénst.

Satz 2. Unter der Bedingung (1) ist

o™ —y"| =k >max (5, +1),

ausgeschlossen natirlich die trivialen Losungen der Gleichung (I) und die
ebenfalls trivialen Fille s=42, y=41, n=2; o=41, y=42, m=2.

k>1 folgt aus Satz 1. Die Bedingung (1) zeigt,- dass 2 und y unglei-
cher Paritit sind, & kann demnach keine gorade Zahl sein. Wenn nun
in

(8) (y£1)"—y" =k,
(5 Yy — (k1) =9"

3) 8. auch T. Nagell [4].
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k=3 gesetzt wird, dann kann y bloss -1, 42 oder 44 soin; dio zuge-
hérigen z-Werte sind 2,3,8;0,1,3; —2,3,—5; 0, —1 ,—3. Nach Aus-
schliessung der trivialen Ausnahmen bleiben dm Worto

(a) y==£2, @=£3;
(b) y=x4, @=23;
{e) y=x+4, o=1£0.

Die Gruppierung (a) und (b) ist unmoglich mod 3, die Gruppiorung (c)
mod 5.
(8) ist aber aunch mit k=y odor y4-1 wnmdglich, denn dann wiren
beido Seiten teilerfremd. Es sei nun
(6) k<y—2,  h+1<y—1.
Aus (5') folgt, dass y ein Teiler des absoluton Gliedes soin muss, was durch
(6) ausgeschlossen ist, denn g kann kein Teiler einer Zahl <y—I1 sein.
Zum Schluss will ich noch einen Satz iiber die Gleichung (1) mitteilen.
Satz 8. Die diophantische Gleichung (n Primzahl)

(I1) r2—1=qy"

ist —vom den trivialen Losungen 0,—1; 1,05 3,2 abgesehen — fiir jeden Bupo-
nenten n<25000 unmoglich.

Beweis. In meiner unter!) zitierten (spanischen) Arbeit habe ich
bewiesen, dass das Bestehen der Gleichung (II) (n Primzahl)

&) 2r-1=1 (mod n?)

nach sich zieht. D. H. Lehmer?) hat aber jlingst gezeigt, dasy die
Kongruenz (7) ausser den bekannten Losungen n=1093 und n=3511
unter 25000 keine anderen hat. In meinen zitierten Arbeitem habe ich
jedoch den Satz auch fiir diese Werte bewiesen, so, dass or also im vollen
angegebenen Umfange gilt.
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Uber den letzten Fermatschien' Satz-in relativ-zyklischen
Zahlkérpern

von P. DENES (Budapest)
Fermat hat seine berithmte Behauptung die Gleichung
wn + yn= zﬂ
n>2, sei in gamzen, nicht verschwindenden Zahlen z, Yy, unldsbar, nur
fiir rationale Zahlen ausgesprochen. Die Zerlegung der linken Seite der
Gleichung in Faktoren fithrt ins Gebiet der Kreiskérper, und die Be-
handlung des Problemes erfolgte seit den Kummerschen Arbeiten fast
ausschliegslich in Kreiskorpern. Natiirlich sind unendlich viele algebraische
Zahlkorper vorhanden, in welchen die Fermatsche Gleichung Iosbar
ist; 2 B. im Korper k(}/2) gilt die Losung 1, 1,)/2. Aber auch in solchen
Zahlkorpern ist folgende Frage von grossem Interesse: gibt es nur singu-
lire Losungen, oder existieren auch unendlich viele Losungsstellen.

Unter den wenigen Arbeiten, die das Fermatsche Problem in Nichs-
Kreiskorpern untersuchen, seien die Arbeiten von Fueter [1], der die
Unlosbarkeit der Gleichung #3-+-y®=¢* in gewissen quadratischen Zahl-
korpern zeigte, und die von Burnside [2], der unendlich viele quadra-
tische Zahlkorper aufzeigte in welchen @34-y3=¢® losbar ist, erwihns.

In der vorliegenden Arbeit werden wir das Problem in einer Serie
von relativ-zyklischen Zahlkérpern untersuchen.

Diese Zahlkorper-Serie wird auf Grund einer fritheren Arvbeit [3]
folgendermassen erzeugt: ! bezeichne eine regulire Primzahl, t=é,
%, den Zahlkérper der I**® Einheitswurzel, A=1—Z, = (1), und E, sei eine
Einheit in %,, die nicht die I* Potenz einer Binheit aus k, ist. Wir bilden
den Kummerschen Korper k,=Fk (f/ E,,). BEs sei ferner B, eine Einheif
aus %,, welche nicht die I* Potenz einer Hinheit aus &, ist; durch Adjunk-
tion der It*™ Wurzel der Binheit F, zum Korper k, erha,lt man den Kor-

per kg_k(]/ E,,k,). Man kann in dieser Weise fortfahren, und das allge-

meine Glied dieser Serie ist %= k(]/ E;_y,k;_y), wobei H;_, eine Einheit des
Korpers k;_; bezeichnet, die nicht die I* Potenz einer Einheit in k;_, ist.
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