80 P. Dénes

Rliminiert man dic Zahlen 4,,4, aus den ersten zwei Gleichungen,
so ergibt sich die Gleichung

(7 TLy 4 0,0 =0, (1471 AT,

in welcher ©,¢~ eine primire Einheit, also nach [3] die It Potenz einer
Tinheit aus k; ist. Hierdurch wird aus (7)

(8) I’ll-).—i—[‘lll: 6, A=Y,

wobei I eine zu £, prime Zahl aus k; darstellf. (8) hat dieselbe Torm
wie (1), dag angewandte Verfahren kann .also wiederholt werden. Nach
n—1 Schritten gelangt man zu einer Gleichung, in der der Iixponent von
J gleieh 7 ist; dies ist jedoch wegen (6) unméglich. Damit ist unser Satz
bewiesen.
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Les courbures (ordinaires) d’une courbe située sur.une hyper-
surface et les courbures géodésiques et normales ainsi que la
torsion géodésique de cette courbe

par 8. GoraB (Krakéw)

§ 1. Soient données une surface V, plongée dans un espace Tie-
mannien V, et une courbe ¥V, sur cette surface. La surface V, et la courbe
V, étant suffisamment réguliéres, en chaque point p de la courbe V,
existeront la courbure premiére k, et la torsion k, (si V, sera envisagée
comme située dans V,) ainsi que la courbure géodésique c, la courbure
normale y et la torsion géodésique f (si ¥, sera envisagée comme située
sur V).

La torsion k, existe seulement au cas, ol la courbure k, ne dispa-
rait pas identiquement, c’est-a-dire quand V, n’est pas une géodésique
de 1'espace ambiant V. Les courbures a,p,y existent en tout cas.

Entre les courbures &, k,, a, 8,y ont lieu deux relations. On a no-
tamment

(1) i1 == V/a2‘|' v%

ay’ —yd .
2 ko= — i &y >01).
(2) e =p+ PN si K, >01)

I’accent signifie ici Pcpération de la différentiation par rapport
3 Darc de la courbe V,. La formule (2) subsiste sous une orientation
convenable du triddre de Darboux (ou sous une orientation convenable
de la surface V,) composé des vecteurs-unités ¢,,ta,%;, ol #; est tangent
& Vy,t, normal & V, et #, orienté de maniére que le triple (fy,15,1s) ait la
méme orientation que le triple des vecteurs-unités sur les axes des coordon-
nées.

1y [1], comp. les formules (193) et (196*). La formule (2) peut dtre écrite sous

'
la forme k,=f -+ |are tgl’) = B+ gli)’ ot » est I'angle entre la normale principale
\ a ds

et la normale & la surface (Bounnet).
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Réciproquement les courbures «, f, ¥ ne peuvent étre exprimées
au moyen des courbures k, et k,. Cette circonstance aura lieu seulement
pour les courbes de types spécianx, par exemple pour les courbes géodé-
siques, les courbes asymptotiques et pour les lignes de courbure.

On sait, que les courbes géodésiques sont caractérisées pax Didentité

(3) a=0,
les lignes asymptotiques par Videntité
(4) y=0
et les lignes de courbure par lidentité
(5) f=02).

On voit de 13, d’aprés les formules (1) et (2), que, pour les courbes
géodésiques, on a

(6) y=ceky, B=k, (e?=1).

Pour les courbes asymptotiques, on a les formules tout & fait ana-
logues

(7 ‘ a=nky, B=k, - (n?=1).

Pour les lignes de courbure enfin le caleul ci-dessous conduit aux
formules donnant o et y. En raison de (1), on peut poser

(8) =g,k 0089, y=gokising (‘P=‘P(3)):
ou
(9) H=g=1

ot la fonction ¢(s) est & déterminer. En différentiant les relations (8), on
obtient

y' =g,k sinp 4k, ¢ cosp].
En substituavnt (10)_917 (8) dams la formule

(10) a'=g, [k coétp— kv’ sing],

(11) el it del
aﬁ_'_;yz

(=0 pour les lignes de courbure), il vient

’

(12) ky=¢18,¢' =59 (e=2184),

2) Voir par exemple [2], p.91.
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d’olt on a
(13) @' =¢k,

et, par conséquent,

(14) n—s[f T () ds-l—é]

o ¢ est une constante. En substltuant (14) dans (8) on obtient finale-
ment

(15) a=¢k, cO§ [ kaz(s)ds—}—a], y =gk, sin [f Eo ds+6]
0

On peut.tirer immédiatement des formules (6), (7) et (15
quences suivantes.

) les comnsé-

TeEOREME 1. 87 une courbe géodésique est plane (ky5=0, k;=0), elle
est une ligne de courbures).

THEOREME 2. Si une courbe @symptotiqua est plane (kl#O sk =0),
elle est une ligne de courburet).

THEORBME 3. La condition nécessaire et suffisante pour que le rapport
des courbures géodésique et normale soit constant pour une ligne de courbure
est que cette ligne soit plane. .

§ 2. Proposons nous de savoir si les théorémes précédents se laissent
généraliser aux espaces & plusieurs dimensions, c’est-d-dire & une hyper-
surface V,_, plongée dans un espace riemannien V, et une courbe V,
donnée sur V,_,.

Dans ce cas, on peut, comme je 1’ai démontré ailleurs, déterminer
en chaque point p de la courbe Vi, & part les courbures ky,...,%, pro-
venant du n-édre de Frenet, 2n—3 scalaires

yﬂn——ls)a .

ol y est invariant absolu, tandis que les a,,...,a,_; et les fy,..., 8,
sont des invariants relatifs; ils se transforment notamment comme les
composantes d’un vecteur contravariant d’un espace & n—2 dimensions

(16) - a2)"'7an—11y,ﬂ27~'“

3) Cf. par exemple [3], p. 296.

4) ('est un théordme dans un sens réeiproque au théordme bien connu: une
ligne qui est en méme temps asymptotique et ligne de courbure, est nécessairement
plane.

8) Voir {1], les formules (59).
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(orthogonal & V, et tangent & V,_,) par rapport au groupe orthogonal.
De 13, il suit en particulier que les quantités

(17) a=y/ 3
et
(18) b=y 36

sont des invariants absolus. L’invariant a peut étre nmommé courbure
géodésique de la courbe V, (au point p), § torsion géodésique, y enfin cour-
bure normales). Remarquons que pour n>4 les quantités « et f sont non
négatives, tandis que y peut avoir le signe arbitraire.

J’ai démontré dans un travail précédent que les courbures %, sont
des fonctions algébriques des coefficients (16) et de leurs dérivées?). On
a, en particulier,

(19) . ky=y @+ %
et ‘

]/ [7“1(2 a.uﬁ,u+ )”)"—‘ 7’7“;]2"'2 Ikl(a/,t—' Vﬁlt)_ a/‘k{]ﬁ

20) &
(20) =

siky>09).

Remarque. Pour n=3, il faut assujettir au deuxidme membre de
la formule (20) un signe convenable.

Des formules précédentes on peut conclure que, pour les courbes
géodésiques (a=0), on a

(21) b=yl k=8

Done, pour n>4, des formules analogues aux formules (6) qui ont
lieu pour n=3, subsistent. I1 s’ensuit. de 13 que le thdoréme 1 se laisse ge-
neéraliser aux espaces & plusieurs dimensions.

Pour les,courbes asymptotiques (y=0), les formules (19) et (20) se

transforment en les suivantes

2 2}: A B
o (2 & ’B!‘) +Z aa’:L__ au"‘""“'" .
"

71
Ty= e L .

(22)  Ty=ao, .
a

) Cf. [4]. Pour n=3 les quantités «,B se confondent avec les notions classi-
ques & un signe prés.

) (11, p. 127, la formule (116).

8) [1], p. 127, les formules {114) et (115).
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Supposons maintenants-que la- courbe soit -plane; - ¢'est-A-dire que
k,=0. On obtient de cefte hypothése, comme conditions nécessaires,
les relations suivantes

Zauﬂ;‘:O’
(23) ’

a*a,—a,Sa,a;=0 (#=2,3,...,n—1).
A

La seconde des relations précédentes conduit aux conséquences sue-
cessives -

a, Dlaya; 1 M2a0a;

1
o Y4 2 34 2 3yd
d

/ —(a®) . .
a, 1 ds fa"ds 1 d(e?)
= —, B e = s
a, 2 a a, 2 a?

- 1 (n2) L O O

lnla#|=?1n(a)TCﬂ=lna+6”, .

(24) a,=C,a pour p=23,..n—1,

ou C, sont des constantes. Puisque k,>0 et k,=a, on a

%) w=S =30 =(3 0,

et, par conséquent,
(26) Sei=1.
Y

En substituant les relations (24) dans la premiére équation (23), et en
tenant compte de 1’inégalité a>0, on parvient i la liaison

(27) 20.6,=0.

Cette condition confrontée avec (26) dit que les fonections f,(s) sont L-
néairemnent dépendentes, mais elles ne doivent pas nécessairement s’an-
nuler identiquement, ’identité f=0 n’est donc pas, pour n>4, une con-
séquence des relations (23).

Réciproquement, si on prenait la fonction a(s)>0 arbitrairement,
mais a(s)s=0, siles fonetions B, (s) pour u=2,3,...,n—2 étaient choisies
d'une facon tout i fait arbitraire, les constantes 0,,Cs,...,0, , aussi, si
ensuite la constante C,-, ainsi que la fonction B, ;(s) étaient detérminées
de la relation (27) et sienfin les fonctions a, (#=2,3,...,n—1) étaient
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définies au moyen de la formule (24), alors il existerait dans V,, une courbe
V, avec la. propriété suivante. On peut mener par ¥, une hypersurface
V,_; telle que pour ¥V, la courbure et la torsion géodésique soient données
par les formules (17) et (18), que V, soit une courbe asymptotique par
rapport & V,_;, que ¥V, soit une courbe plane (k,=0) et que V, ne soif
pas une ligne de courbure (840).

On peut done conclure, que le théoréme 2 n’est pas vrai dans Vespace
& plusieurs dimensions.

Supposons maintenant, que V, soit une ligne de courbure (f=0)
ot qu’en méme temps elle ne soit pas une géodésique dans V, (&, >0).
Dans ce cas, les formules (19) et (20) prennent la forme

Y oy’ — )+ 3 Tl — ey 12

Tog= ——
2 kﬁ .

(28) =1+,
Supposons encore que la courbe V, soit plane, c’est-d-dire que k,=0.
Cette hypothése conduit aux identités suivantes

yy' — vk =0,

(29)

kyas—ak;=0 pour i=2,3,...,m—1

qui, va l'inégalité &, >0, peuvent &tre transcrites sous la forme
'J/ 1 a;‘ ’

=] =0 =] =0
&= &

(30) y=Ck,,

(A=2,3,...,0—1).
Cela donne
=Dk,

ot C et D, sont des constantes. Les relations (30) et (28) conduisent
4 Végalité

024 3 D3=1
qui signifie que pas toutes les constantes .D, et C, sont égales & zéro.
Comxme azl/Zaﬁ, on a pour >0

(31) ro_ ¢
a l/ 2 D
ot 1a relation (31) exprime que le rapport des courbures normale et géodé-

sique est. constant le long de la ligne V.. Dans le cas a=0, lo 1apport
afy est aussi constant le long de la courbe V, (et égal i zéro).
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Réciproquement, supposons qu’on ait
(32) y=Ea,
ot E est une constante. Dans ce cas k' —yk;=0, mais les différences

]./1+E2

by 0f— ay by = (e%a; —a; ¥ a,a)
. n
ne disparaissent pas nécessairement. On peut facilement construire un
contre-exemple pour n=4. La courbe ¥V, ne doit pas &tre plane dans nos
hypothéses. | '
Seulement une partie du théoréme 3 conserve sa validité pour
n>=4, notamment

THEOREME 4. Si la ligne de courbure est plane, le rapport de la cour-
bure mormale et géodésique a une valeur constonte (la réciproque m’'est pas
exacte).

TEAEOREME 5. 8i la courbe V, située sur une V,_, plongée dans 7V,
est asymptotique (de deuwmiéme ordre) et plane, elle est asymptotique dordre
arbitraire (<n—1)9).

Démonstration. J'ai établi que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la courbe soit asymptotique d’ordre p (p=>3) consiste
en ce qu'on ait les relations suivantes®)

(33) y=0, Zﬁuaff)EO pouwr r=0,1,2,...,p—3,

u
ol o) désigne la dérivée d’ordre r de la fonction a, (of? désigne la fonction
o, méme).
La condition y =0 esf satisfaite en vertu de I’hypothése que la courbe
soit asymptotique d’ordre 2.
La relation
Zba=0
m
est identique avec la premiére équation (23). On tire de la formule (24),
qui est dans nos hypothéses satisfaite, les identités

)=, o (4=2,3,...,n—1).

On a done

(34) 2 ﬁ“affj = 2 le# GN o= a(r)ZOﬂﬂM ’

ce qui est égal & zéro d’aprés la relation (27), et le théoréme est ainsi
démontré.

®) Pour la définition dela notion de ligne asymptotique d‘ordre p, cf. [1], p. 105.
1) (1], p. 124, les formules (105). )
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Remarques sur les racines d’une congruence

par W. SIERPINSKI (Warszawa)

Dans une note encore non publiés M. M. Chojnacka a démontré que
pour des modules composés m (par exemple pour les modules 6, 8 et 10) il
existe trois entiers a@,b, ¢ non congruents deux 4 deux modulo m, tels
que si f(x) est un polynéme en # aux coefficients entiers et si f(a)=f(b)
=0 (modm), on ait aussi f(¢)=0 (modm). (M. M. Chojnacka a prouvé
que cebte proposition est fausse pour m=4 et pour les modules premiers.)
Je généraliserai ici la proposition de M. M. Chojnacka en démontrant
le théoréme suivant: B

THEOREME. St m est un module composé -4, il existe deux entiers
a et b tels que a==0 (modm), bs=0 (modm) et que, si f(x) est un polynéme
aux coefficients entiers tel que f(a)=f(b)=0 (modm), on ait eussi. f(0)
=0 (modm).

Démonstration. Distinguons trois cas:

1° m est le carré d’un nombre premier, m=p2 Comme mz~4, p est
un nombre premier impair. Soit a=p, b=—p; on a donc ¢==0 (mod m)
et b==0(modm). Soit f(x) un polyndme aux coefficients entiers
(1) F(@) =" +a, 8"+ .. a2 ta,,
et supposons f(a)=f(b)=0 (modm). Vu que p'=0 (modm) pour
1=2,3,...,n, on trouve, d’aprés la formule (1), @,_,p + @, =0 (modm) et
— G+, =0 (modm), C’ou, en additionant: 2a,=0 (modm), c’est-a-dire
m|2a,; m étant un nombre impair, il en résulte que mla,, doune
f(0)=a,=0 (modm). On 2 ainsi f(0)=0 (modm).

2 m=p", ol p est un nombre premier et «=3. On a donc 2a—3
=a-+(a—3)=a, etm|p**°. Posons a=p""* et b=p*"". On aura a== 0 (mod m)
et bs20 (modm). Soit (1) un polyndme aux coefficients entiers et suppo-
sons que f(a)=7(b)=0 (modm). Comme a>>3 et p**~* = 0 (modm), on trou-
ve sans peine pf(a)= a,_; p* '+ pa, (mod.m) et f(b)= a,_; "+ g, (mod m)
d'ol, en soustrayant: (p—1)a,= 0 (modm). On a évidemment (p,p —1)=1
et, comme m=9°, on a (m,p—1)=1. Il résulte donc de ml(p—1)a,
que mla,, et f(0)=a,=0 (modm).
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