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Sur Péquation x™ 4 A4(t)x=0

par J. MIEUSINSKI (Wroctaw)

Désignons par og(t), wi(l) et wy(?) les solutions de équation diffé-
rentielle
=0

satisfaisant aux conditions initiales

e (0)=1, w(0)=0, wy(0)=0;
@ {0)=10, o (0)=1, o (0)=0;
w,y(0)=10, m5(0)=0, e (0)=1.

La figure ci-jointe représente les diagrammes des fonctions w,(t),
o, (1) et w,(t). Elle montre gue les zéros positifs de ces fonetions sont sim-
ples et s’entrelacent.

Dans cet article, nous con-
sidérons les fonctions analo-
gues w,(t), correspondant & 1é-
quation de n®™® ordre (n>>2)

(#) s+ A@a=0 (A(1)>0),

et montrons qu'elles jouissent
des pareilles propriétés (théo-
rémes 2, 3 et 4). Nous em-
ployons ensuite ces fonctions
pour démontrer certains théore-
mes généraux sur 1’équation (x)
(théorémes 5-11). -

T.es théorémes classiques de Sturm?) permettent d’estimer la distance
des zéros successifs pour les solutions de I’équation de deuxiéme ordre
&’ +A(t)z=0, ainsi que de comparer 1es solutions de deux équations de
ce type. Dans les paragraphes 3-6, nous démontrons quelques théorémes
analogues pour n23. En particulier, le paragraphe 5 est dédié & 1'équa-

1) B. Sturm {10].

Annales Polonici Mathematiel 1.
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tion de troisiéme ordre 4”4 (t)@=0. Désignons par T, la borne supé-
rieure des distances des points qui sont des zéros conséeutifs des inté-
grales de cette équation. Le théordme 10 montre que le nombre 7', dimi-
nue lorsque la fonction .4 (f) est remplacée par une fonction majorante.
De ce théoréme, il résulte facilement un théordéme de Davidoglou?) qui
permet d’estimer le nombre T, lorsque 0<<m<<A(t)<<M (corollaire 2).
Des théorémes analogues sont démontrés dans le paragraphe 6 pour
I'équation de quatridme ordre #®4 A (f)o=0. L'étude de cetite dernidre
équation m’a été suggérée, en 1939, par M. Biernacki.

Tous ces théorémes constituent, en ecertain sens, un complément
aux théorémes connug d’oscillation®).

1. Soit A (¢) une fonction continue et non négative dans un inter-
valle a<<t<{f. Désignons par w;(t) (¢==0,1,...,n—1) la solution de 1'équa-
fion différentielle

(1) 2" LA @) w=0 (n=2)
telle que
(@) =] T CED

1  pour ¢=j.

~ Les fonctions w,...,w,_, constituent évidemment un systéme fonda-
mental de I'équation (1), c’est-d-dire qu’elles sont linéairement indépen-
Qantes et telles que toute autre solution de (1).en est une combinaison
Iinéaire. D’aprés (2), chacune des fonetions w; (i=1,2,...,2—1) a un zéro
d’ordre 'ibau point a et est positive dans un entourage droit de a.
THEOREME 1. On a '

(1) 3,(1)

S | p <
By (B) g (1) ' =<9

pour a<t<p.
Démonstration?). Les indices p et ¢ étant fixes, posons

Dy ()=

aD(t) 2 (v))

(1) wg”(t)"

ol les indices 4, j parcourent toutes les valeurs entiéres telles que
O<i<i<n—1.

%) A.Davidoglou [1].
2} A. Kneser [4], W.B. Fite [2], J. Mikusifski [9].

4 C 3 : : .
giﬁgki) [(;Ete démonstration suit la méthode introduite .dans le travail de J. Miku-
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En dérivant les déterminants Dy par lignes et tenant compte de (1),
on a
D{l,n -1 le,n—l )
‘D’:'b—z,ﬂ—-l:ADo,ﬂ—27
() . Dig=Dy, pour 0<isn—2,
Dv’;,n—1=-Di+1, n_1+ADni
Dyy=D;,1;4D;j1

pour 1<i<n—2,

pour 1<i+1l<ji<n—2.

De plus, on voit que
0 lorsque iFp ou jFQ,
1 lorsque i=p et j=g¢
Les n(n—1)/2 déterminants D;; peuvent donc &tre regardés comme
des solutions du systéme (3) de n(n—1)/2 équations linéaires avec les
conditions initiales (4). Tous les coefficients de ce systéme sont non-
-négatifs, on a donc®)

(4) Dyj(a)=

D; =0 pour agtg,s.'

De plus, il résulte de (3) que les fonctions Dy sont non-décroissantes.
On a en particulier Dp,>>1 pour a<i<p. 8i p>1, le déterminant D,,
figure dans le second membre de celle des équations (3) dont le premier
membre est Dj_, ,; il s’ensuit que D_, ;> 0 pour a<t<f. Sip>=>2, on con-
clut de la méme manidre que Dj_,,>0 pour a<<¢<f. Aprés un nombre
convenable de pas, on parvient & l'inégalité Dy,>0 pour a<i<f. Si
q>2, le déterminant D,, figure dans le second membre de celle des équa-
tions (3) dont le premier membre est Dy 4y il s’ensuit que Dy 41> 0 pour
a<t<B. Aprés un nombre convenable de pas analogues, on parvient
ainsi & Pinégalité Dy>0 pour e<i<p qui était & démontrer.

THGOREME 2. Les séros des fonctions wq(t),...,w,_i(t), $'ls ewistent
dans Dintervalle a<t<p, sont simples et différents (c’est-a-dire le cas
o, (t)=w,(t) est exclus pour p#q et a<i<f).

Oe théoréme est une conséquence directe du théoréme 1.

TaBoREME 3. Tes zédros & droite de o 8'entrelacent pour chaque couple
de fonstions w, (1), w(t) (p#q) (Cest-d-dire si f; et 1y (a<H<t<f) sont
des zéros conséeutifs de wg (), il existe, entre 1, et f,, exactement un zéro
de w,(t). ‘ :

Démonstration. Supposons que i, et i, soient deux zérog consé-
cutifs de wy(f) et que wy(f) n'ait pas de zéros entre ¢, et i,. En vertu du
théoréme 2, on a alors w,(t)# 0 pour #;, <t<t,. Par conséquent, 1a fonction

5) Voir J. Mikusinski [6], p. 181, N°3.2.
1=
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p=u,/o, est continue pour #;<i<t, et s’annule aux points ¢, et 7. D*aprés
le théoréme de Rolle, on a done

_ wp(§)wg(§) = wp(§) 0y (&)

718) .

=0

pour un certain point & de lintervalle (t,,%,), ce qui est en contradiction
avec le théoréme 1. Il existe done un zéro de w,(t) entre ¢, et ¢,. Ce zéro
est unique. En effet, §’il y en avait deux: u, et u,, il existerait, par rai-
son de symétrie, un zéro de w,(f) entre u; et u, et les zéros #; et ¢, ne se-
raient pas consécutifs. Nous avons done démontré que les zéros de w,(t)
et w,(t) s’entrelacent.

THEOREME 4. 8¢ la fonction w,(t) est positive pour a<<t<<p toute fone-
tion w,(t), o% g>p, est positive pour a<<t<f.

Démonstration. Supposons par contre que w,(f) posséde un zéro
1y (a<ty<{f). La fonction ¢ = w,/w, est alors continue pour o <t<t, et
nulle anx points o et 1y, car w,(t) a, au point a, un zéro d’ordre supérieur
que wy(t). En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction ¢, on par-

vient, comme dans la démonstration précédente, &4 une contradiction
avec la théoréme 1. '

CorOLLATRE 1. Si une fonction @(i)=aw,(t)+bw,(t) (p<q), o% a e
b sont constamts (la|--1b|>0), est mow négative pour a<<t<<f, la fonction
w,_1(t) est positive pour a<t<<B, & moins que a=0 et g=n—1.

Démonstration. Si a=0, cette proposition résulte aussitét du
théoréme 4. On peut donc admettre dans la suite que a>>0 (car, si I'on
avait ¢<C0, la fonction ¢ serait négative au voisinage droit de a). Suppo-
sons que la fonction w, ,(¢) ait des zéros dans Pintervalle a<t<<g et dé-
signons par i,_, le moindre de ces zéros. D’aprés le théoréme 4, la fonc-
tion w,(t) a un zéro ¢, dans Vintervalle a<t<(t,_,. Ce zéro est unique,
d’aprés le théoréme 3. La fonction w, () change de signe dans 1intervalle
a<t<ty, en vertu des théorémes 2, 3 et 4; on a donc w, (1) <0. I1 s’ensnit
que g(ty)=aw,(t,)<0, contrairement & I’hypothése.

2. Soie{:t p; un nombre naturel quelconque et p,,...,p;, dés nombres
naturels pairs. Supposons que P1+...+py=n. Soient, de plus, f,...,%
des :ombres tels que o<t <... <t <. Cela étant, on a le théordme sui-
vant: . :

THEOREME 5. Il existe une et une seule solution 2(t) de (1) satisfaisant
aux conditions
(5) a)=a  (i=0,1,...,p,—1; j=1,2,...,k),

quelles que soient les valeurs ay données. d’avance.
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Démonstration. Toute fonction z(¢) satisfaisant & ’équation (1)
peut &tre représentée sous la forme

(6) () =00 (t)+ ... +Cpy Wn_1(t):

olt les ¢; sont des constantes. En substituant (6) dans (3), on obtient »
équations avec n inconnues ¢,...,6,. 11 suffit de démontrer que le déter-
minant de ce systéme d’équations est différent de zéro. Considérons,
4 cbté de ce systéme, le systdéme homogéne quon en obtient, en posant
partout a;—0. Si le déterminant en question était nul, le systéme homo-
géne aurait des solutioms non nulles. Par conséquent, il existerait une
solution #,(f), non identiquement nulle, de I’équation différentielle (1),
ayant le zéro d’ordre >p; dans chacun des points ;. Pour avoir le thé-
oréme, il suffit donc de démontrer que toute solution ,(t) de (1), ayant
le zéro d’ordre >p; dans chacun des points 7, est identiquement nulle.

Désignons généralement par ¢; I'ordre du zéro de z,(¢) au point ;.
On a évidemment

p<g<sn—1

(si Pon avait g;>>n—1 pour un certain j on aurait identiquement @, (t)=0).
Désignons par r; le nombre d’indices i, pour lesquels g;>>j. On &
"1=k7
it =0t Dt D=

Désignons enfin par s; le nombre de zéros (différents) de 2 (t) dans [t;,%].
On a %=k ’

D’aprés le théoréme de Rolle, la dérivée #3(1) a au moins un zéro
entre tout couple de zéros consécutifs de x,(t) et, de plus, au moins 7y

(M

. zéros communs avec Z,(t). Done

=22y —1 -+
Pareillement, on trouve les inégalités
(8) Bz — 1+

Supposons que dans l'une au moins des inégalités (8) le signe >
ait liew. En ajoutant ces inégalités, on trouvera alors

zn—l>zﬂ—(w"“l)+(7.2+ et )

(i=1,2,...,n—1).

et, en vertu de (7),

3n—1>K=ﬁo“k+1+(€h—P1)+---+(Qk—Pk)-
D'aprés la derniére inégalité, la dérivée af*?(f) a au moins K41
zéros (diftérents) dans [f;,4,]. IL s’ensuit que la n®™° dérivée (" (i) change
de signe au moins K fois dans P'intervalle {i;,%;]. En vertu de (1), il en esh
de méme de z,(7). Or, ceci est impossible, car x,(t) ne peut changer de
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signe quwaux points différents de #; (dont le nombre est z,—k) et en
ceux des points f,,...,%_; pour lesquels ¢;—p;>0. Cette contradiction
prouve que le signe > me peub pas intervenir dans les inégalités (8)

c'est-a-dire que l'on a ’

(9) Z=g_1—1+7, (1=1,2,...,n—1).
Oe raisonnement prouve, de plus, que
(10) Hh=p1, T%=Pr,

et que z{™(f) change de signe exactement 2, ;—1 fois dans [t;,%,].

Des égalités (9) on déduit facilement qu’entre chaque couple de
zéros conséeutify de of~"(t) se trouve un seul zéro de la fonction a{(z)
(=1,2,...,m—1); ce zéro est simple, lorsque i<<m—1. Les autres zéros
possibles de #{(t) se trouvent tous parmi les points .

La seconde des égalités (10) exprime que le point #, est, pour m,(t),
un zéro d’ordre p; (exactement). On a done 2 (4,)70. Supposons, ce
qui ne restreint pas la généralité, que #(#)>0 au voisinage gauche de .
Alors 4™ (t,)>>0, car le nombre p;, est pair. Désignons par s®¥ le plus
grand zéro de oY (t) dans [t;,#,]. Ce zéro est simple, car il se trouve entre
des zéros conséeutifs de #{*~ (7). En tenant compte de ce que 2% (£)>0
pour %P <i<h,, on voit que a{P+P(s®9)>0. Désignons ensuite par s@+Y
le _plus grand zéro de 3®*+9(1) dans [t;,%]. Ce zéro estisimple pourla méme
raison que dans le cas préeédent. Comme oD (t)>0 pour s@ D < ¢ 5@
on a aP**3(s#+0)~.0. Bn désignant généralement par s@ (j=p, ,...,'n,—2;
le pl.us grand zéro de s{’(t) dans Vintervalle [t1,%], on voit, de la méme
manidre, que ce zéro est simple et que x{+Y(s?)>0. En particulier, on
a o (s" D)~ 0. Soit 5™ e plus grand zéro de z{*(t) d ,

i) o C 0 ans [t,4].
Con.n.ne @5 (6)>0 pour s V<iLs® D, la dérivée 2{M(t) est certainement
positive au voisinage droit de s™ . Cette dérivée change de signe
exactement =, —1 fois; tous ces changements de signe s’effectuent done
egiil;t)a les zéros de #{*"(¢). Il sensuit que #{"(t) reste non négative pour
8 <o (')1'7 a{™(t) ne peut s’annuler identiquement dams aucun in-
Z;l;vzlelt: (ssusq-‘m_tefva;]le de [?,%]), on a done #{™(#)>0 au voisinage gau-
%> €8 qui n’est pas compati p it
e (10 cars oo $oismag 3 tible, en vertu de (1), avec la supposition
on é(r}st:;e’soﬁrntradmtion Pprouve que toute solution ,(f) de (1), ayant
i dre >p; dans chacun des points #;, est identiquement nulle.
('est ce qui achéve la démonstration du théordme 5.
” p’fgfoﬁf:agﬁi‘: une folutzon Py (t) det Véguation (1), ot n>3, est nulle
Lution a(t) g6 (1) teuep;z; a<t<p, i existe pour tout y (a<<y<<B) une so-

(1) 2(@=0(y)=0 e 2@)>0 pour a<i<y.
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Démonstration. Pour avoir le théoréme, il suffit de démontrer
les deux propositions suivantes:

1° On peut choisir, dans tout sous-intervalle (a,d8) de (e, ), un point y
pour lequel il emiste une solution 2 (t) de (1) satisfaisant aux conditions (5).

2 8i une solution y(t) de (1) satisfait aux conditions
z) - y{a)=y(p)=0 e y(t)=0 a<lt<y,,
ot y, est un point de (a,f), i emiste, pour towt y dun certain voisinage
droit de p,, une solution z(t) de (1) satisfaisant aux conditions (11).

En effet, il résulte de 1% et 2° qu'il existe un sous-intervalle (a,7)
de (a,p) jouissant de la propriété suivante: ‘

pour

(P) Pour tout ye(a,n) it eviste une solution z(t) de (1), satisfaisant aus

conditions (11).

Désignons par 7, la borne supérieure de I’ensemble H des nombres 7,
pour lesquels I'intervalle (a,7) jouit de la propriété (P). Supposons que
7o<f. Soit y1,9,,... une suite croissante de nombres de Tintervalle (a,7,),
ayant 7, pour limite. Soit de plus ;(t),®,(¢),... une suite de solutions
de (1) telle que

s(a)=my(y)=0 et &;(5)>0

pour a<<i<<%;.

On peut normer cette suite de maniére que max [, (f)|=1. Alors, comme

a:
on le voit facilement d’aprés (1), les fonctﬁ)ifxg (), 85 (8),... satisfont
3 la condition de Lipschitz avee une constante commune ef l'on peut
en tirer une suite partielle convergente uniformément vers une une fone-
tion #(@). Cette fonction est encore une solution de (1), satisfaisant & la
condition (12), olt yy=1,. Or, la proposition 2° entraine que 7, n'est pas
la borne supérieure de H. La supposition que 7,<f est donc fausse et
I’on a 7,=8. Cela achéve la réduction du théoréme 6 aux propositions

L1° et 20

Démontrons d’abord 1° La fonetion
B (1) = (8) 0y () — w1 (8) 03 (2)

n’est pas identiquement nulle, car le cas w;(8)=w,(8)=0 est exclus par
le théordme 2. Cetbe fonction est cependant nulle aux points a et 4. Dé-
signons par y le moindre zéro de #(%) 3 droite de a. Si x(f) est positive
dans le voisinage droit de o, elle satisfait aux conditions (11). Si elle
est négative, il suffit de la prendre avec le signe 0pposé.

Passons maintenent % la proposition 2°.

Si y, est un zéro impair de y(?), posons

o (t,e) = (t)+ ¥ (2)-
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En fraitant ¢ comme un paramétre, la fonetion #(¢,e) est une solution
de (1) qui, pour e=0, a un zéro au point y,. Si & croit, ce zéro se meut
a droite d'une maniére continue (pour petites valeurs de &), car x(f,e)
augmente avec e dans lintervalle a<t<{f. La proposition 2° est done
démontrée dans le cas, olt y, est un zéro impair de y(t).

Supposons maintenant que y, soit un zéro pair de y(t). (Si n=3,
la fonction identiquement nulle est, en vertu du théoréme 5, 'unique
solution de (1), s’annulant au point e et ayant le zéro d’ordre >2 au
point y,. On a done n>>4.) Tous les zéros de y(t) dans U'intervalle (a,y,)
sont pairs, car y(t) y est de signe constant. En désignant respectivement
par pi,...,p;, Uordre des zéros ty,...,4 de y(t) dans [a,y,] (h=a,t,=1),
on a p;+...4p,<n, car, en cas contraire, on aurait y(¢)=0, en vertu
du théoréme 5. D’aprés le méme théoréme 5, il existe une solution v, (t)
de (1) telle que

YWa) =0 powr O0j<n—(pst+...+ 1),
Yolty) =0 pour 2<i<<h—1,
Yolva) =0 et yo(ye)<<O.

Posons
@(t,e)=2s1(t)+y(t);

cefte fonction est évidemment une solution de (1), quel que soit e nombre e.
En prenant ¢ positif et assez petit, on fera x(f,s) positive dans linter-
valle (a,y,). De plus @(t,c) sera nulle aux deux extrémités ce cet inter-
valle, le point y, étant un zéro de premier ordre. Ainsi la démonstration
se réduit au cas précédent, ol y, est un zéro impair de y(t).

Ce raisonnement compléte la démonstration de 2° ef, en méme temps,
du théoréme 6. '

3. Voici un théoréme sur une inégalité différentielle:

‘ THEORBME 7. S une fonction x(t), n fois continfiment dérivable dans

Vintervalle a<<t<<p, satisfait & Vindgalite
(13) 2™ L A()z>0
sur un ensemble dense dans cet intervalle et auz conditions initiales
(14) z(a)=a'(a)=...=a™ D (a)=0

e 8w, 1(1)>0 powr a<t<f, on a #(t)>0 pour a<t<<p.

Démonstration. Soit w(f,r) une fonction définie dans le triangle
T: e<r<t<p par les deux conditions suivantes :

(15) o(r,7)=0'(r,7)=...=a"(z,7)=0,
(16)

@® (7, 7)=1

o™ (1) + A () w(t,7)=0

(a<T<B)
(0<T<i<p)

1
1
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ol toutes les dérivations sont entendues relativement & la premisére va-
riable. D’aprés un théoréme classique®), la fonetion w(t,z) est continue
dans T

Nous allons démontrer que

(17) o(t,7)>0 pour a<r<i<P

On a évidemment w(f,a)=w,_;(f). La fonction w,_,(f), ainsi que chacune
de ses dérivées d’ordre inférieur & » est positive dans un voisinage
(a,y) de o. Fixons v arbitrairement dans ce voisinage. On peut écrire

n—1
(18) O (t)= 2 €;;(t),
i=0
ol @, (t) ({=0,1,...,n—1) satisfait & ’équation (1) avec les conditions
—h 0 pour i%j, '
o (7)= .
1 pour i=).

On a

ci_—.wg;)_l(t)>ﬂ (i=0,1,...,n—1).

Supposons que @,_;(t) s’annule dans Dintervalle r<i<f ef s0it 1,
le zéro de @,,_, () le plus proche de . Il résulte du théoréme 4 que @;(f,)<0
pour i=0,1,...,n—2. En vertu de (18) on a donc w,_;(f) <0, contrai-
rement & l’hypothése. Cela prouve que

o(t,t)=0,_,()>0 pour T<<ILP.

L’inégalité (17) est done démontrée pour a<<v<{y.

Soit maintenant a, la borne supérieure des valeurs y telles que
P’inégalité (17) soit vraie pour a<<r<'y. En vertu de la continuité de w(t,),
on a w(t,a)=0 pour a,<t<p. Supposons que a,<p. D’aprés le théoré-
me 2, la fonction w(f,a) ne peut avoir que des zéros simples & droite
de ag; il s’ensuit que w(t, )0 pour a,< t< f. Or, il est possible de repéter,
pour le triangle Ty: ay<r<t<{f le méme raisonnement que pour le trian-
gle T. On parvient ainsi & la conclusion que l'inégalité (17 ) & leu pour r
appartenant & un intervalle (aq,y,), ¢ontrairement & la supposition que
@, 50ib la borne supérieure des valeurs = pour lequelles cefite inégalité
est satisfaite. On a done gy=p, ce qui compléte la démonstration de (17).

Posons maintenant

Y@y =x(t)— f{w(t,f)[w(”’(f)—l-ﬂ(r)w(f)]dr-

%) E.Kamke [3], p. 150, Satz 4
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En tenant compte de (15), on trouve facilement que

z .
(19) y2(t)=aD(t)— [ w9, 7) [8™(v)+ A (v)@(r)]de pour i=0,1,...,n—1,

d’ou

y¥a)=0 pour i=0,L,...,n—1.

En dérivant, pour i=n—1, égalité (19), il vient, en vertu de (15) et (16),
Y™ =—A 1)y (1).

Iy

La fonction y(f) satisfait done & 1’équation différentielle (1) avec les
conditions initiales nulles, elle est donc elle-méme identiquement nulle
et 1’on peut écrire '

plt)= [ o(t, ) [6(2) - A (1) () d.

D’aprés (13) et (17), on voit aussitdt que la derniére intégrale est
positive pour a<<i<p. Le théoréme se trouve donc démontré.

4. Solent y() et 2(i) respectivement des solutions des équations
(20) YW+ A(t)y=0,
(21) #M 4 B(t)e=0,

satisfaisant aux mémes conditions initiales au point o Les fonctions
A (%) et B(t) sont supposées continues pour a<i<p.

THEOREME 8. 8i 0<CA(3) ot B(H)<<A(t) pour a<t<f et si la fonction
wy, (1) correspondant & 1'égquation (20) et Vune (au moins) des fonctions
Y(t) ou 2(f) sont non-négatives pour a<i<p, on a y(t)<z(t) powr a<t<p
(& moins que les deuw fomctions soient identiquement nulles).

Démonstration. Supposons d’abord que la fonction z(f) soit non-
-négative pour a<t< f. Alors cette fonction est positive presque partout
dans Vintervalle a<t<(f et 1a différence x(t)=2(f)—y () satisfait presque
partout & 1inégalité

o 4 Ap= (" 4 A2)— (5™ 4+ Ay)> (2™ +Bz) — 0= 0.

De plus, la fonetion «(t) satisfait évidemment aux conditions (14). D’aprés
le théoréme 7, on a done #(1)>0 pour a<<t<p, ce qu’il fallait démontrer.

Supposons maintenant que la fonction y(t) soit non-négative pour
a<<t<p. Alors z(f) est positive dans wun voisinage droit du point a, car
2(t) y satisfait aux mémes conditions initiales que y(t). Supposons que
(a,y) soit le plus grand intervalle, ot 2(t) est positive. D’dprés ce que
nous venons de démontrer, on a alors y(#)<<z(f) pbur a<t<Ly, d’oly, en

particulier, z(p)>¥y(y)>0. Il g’ensuit que y=f, ce qui nous ramé
L = méne au
eas déjd démontré. = ‘
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THEOREME 9. S§i 0<B(t)<A () pour ai<f et si la fonction c,_;(t)
correspondant & U'équation (21) et la fonction y (1) sont positives pour a<<t<<B,
on a y(t)<z(t) pour a<i<p.

Démonstration. La fonction (#)==z(t)—y(t) satisfait & I'inégalité
2™ B(t)a>0 presque partout dans lintervalle «<i<p et aux condi-
tions initiales nulles an point t=q¢. D’aprés le théordme 7, on a dome
2(t)>0 pour a<t<B, ce qu'il fallait démontrer.

5. Considérons maintenant deux équations de troisidéme ordre
(22) ¥y +A@®y=0,

(23) J""+B(t)z=0,
olt A(t) et B(t) sont des fonctions continues. Désignons par T la borne
supérieure des distances des points qui sont des zéros consécutifs des
intégrales de (22). Pareillement, désignons par Tz le nombre analogue
pour I’éguation (23). _

TaEEOREME 10. Si 0B ()< A(t) powr a<I<B, on o T ;<Tg, & moins
que T =B—a. Dans ce dernier cas on & T =Tg.

Démonstration. Soit {y,(¢)} une suite de solutions de (22), possé-
dant des zéros conséeutifs u,,v,, tels que v,—u,—~T . Les fonctions y, (t)
peuvent. &tre supposées normées de fagon que
(24) [ ()| +- 1Y (@) +1y5 (@) =1 (n=1,2,...).
On peut choisir une suite croissante de nombre naturels k, tels que
tende vers une limite U. Alors »,~V=U+T,. Tirons de {kn} une Sous-
-suite {1,} de manidre que les suites {y,(a)}, (@) et {y, (a)] soient
convergentes; les limites de ces derniéres suites ne sont pas toutes nulles,
en vertu de (24). Cela étant, la suite {y,n (t)} converge vers une solution
non triviale y(¢) de (22) telle que
(25) YO)=y(V)=0 et

11 suffit maintenant, en vertu du théoréme 6, de montrer gque la fone-
tion 2(f) satisfaisant & 1’équation (23) et aux conditions

2(U)=0, (U)=0, "(0)=1
est positive pour U<i<LV. On a
y(t)=ao, (1) + b @, (t),
ol @, () et @,(t) sont des solutions de (15) telles que
o (0)=0, ay(T=1, &y (U)=0;
@ (U)=0, @(U)=0, @y(U)=1

y(t)=0 pour ULILV.
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Il s’ensuit, en vertu du corollaire 1, que @,(t)=0 pouwr U<tV Or, les
fonctions @, () et #(t) satisfont aux mémes conditions initiales au point U,
on a done, d'aprés le théoréme 9, z(t)>w,(£)>0 pour U<t <V, ce qui
achéve la démonstration.

Soit maintenant w,(¢) la solution de ’équation #' —4s=0 satisfai-
sant aux conditions w,(0)=w,(0)=0 et w, (0)=1. Cette solution peut
étre représentée explicitement sous la formeT)

V3 n)

1 2
wy(t)=— et + 3 ¢ gin (

3 -

\ 2 6

Désignons par p; la plus petite racine positive de I'équation w,(f)=0.
Cette racine peut &tre évaluée par des méthodes numériques, ce qui
conduit & la valeur approchée 4,232.

1l est facile de montrer que le nombre 713/{/ 4 (u>0) est la borne
supérieure des distances des zéros consécutifs appartenant aux solutions
de P'équation o’ +pux=0°%).

Cela posé, il résulte aussitdt, du théorsme 10, le corollaire suivant:
COROLLAIRE 2. 87 0<m<A (t)<M et ﬁ~a>p3/i/ﬂ, on a’)

B cr<
VM Vm
6. Des théordmes analogues se laissent démontrer pour les équa-
tions de quatridme ordre
(26)

(27)

yO+Aty=0,
ML B(t)z=0,
olt A(t) et B(t) sont des fonctions continues. Désignons par @, et Qg les

bornfas supérieures des distances des points qui sont des zéros consécutifs
des intégrales de (26) et (27) respectivement.

TEEORELLE 11 88 OB (1) <A (1) powr a<t<B, on 6 Q< Qp, & moins
que Qq=p—a. Dans ce dernier cas, on a Q,=Qz").

Démonstration. D*une maniére tout 3 fait analogue & celle dans
le‘ Qaragra,phe précédent, on démontre lexistence d'une solution non
triviale y(t) de (26) telle que

Y(U)=y(V)=0 et
oW aSTKV B, V-TU=9,.

y(O=0  pour U<IKY,

:) J: I}iikus?ﬁski [8), p. 47. %) J. Mikusinski [7], p. 29.
) Voir aussi A.Davidoglou [1] et J. Mikusiaski [71, p. 31.

) M. Biernacki a démontré (en 1939 <20p; sult :
6 public, ( ’ ) que @4<<2Qp; son résultat n'a pas
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Supposons d’abord que V<< et que y(t)>0 pour T<i<V. D'aprés
le théoréme 5, il existe une solution y,(¢) de (26) telle que

Yo(U)=0,  %(T)>0, %(V)>0, y(V)<0.

Pour ¢ positif et assez petit, la fonction vy, (f)=y(t)+ey,() sera positive
dans un intervalle (U, V,) plus grand que (U, V), ce qui contredit la dé-
finition du nombre @,. Cela prouve que, si ¥<p, il existe un point &
(unique) intérieur & (U, V) tel que . ’

(28) y(&)=y'(&=0

Or, un tel point existe aussi, lorsque a<U; la démonstration de se fait
se raméne & la précédente, en remplagant la variable ¢ par —i.
En vertu de (28), la foncetion y(f) peut étre représentée sous la forme

y(#)=ad,(8)+bay (1),
olt @,(t) et @y(t) sont des solutions de (19) satisfaisant aux conditions
initiales
{0  pour
1 pour

o (£) = ij (i=2,3; j=0,1,3,3).

Daprés le théoréme 5, la fonction ®,(t) est positive pour F<<t<V.
1l s’ensuit, en vertu du théoréme 9, gue la solution 2,(¢) de (27) satisfaisant
an point & aux mémes conditions initiales que y(t) est positive pour
E<t<V. Par raison de symétrie, elle est positive pour U<{i<<§; la dé-
monstration se réduit & la précédente, en remplacant la variable ¢ par
—t. La fonection z,(¢) est donc positive dans lintervalle UiV, sauf
au point £ En modifiant 1égérement les conditions initiales au point &,
on parvient aisément & une solution de (27) qui est positive dans I'inter-
valle U<tV tout entier.

Nous avons ainsi démontré que si a<<U ou V<8, il existe une so-
lution z,(t) de (27) qui est positive pour U<¢<V. Nous allons montrer
qu'une telle solution existe encore lorsque a=U et g=V.

i1 existe un nombre ¢ intérieur & lintervalle (a,p) tel que les rela-
tions (28) aient lieu, la démonstration est identique & la précédente. Sinon,
Ia fonetion ¥ (i) est positive pour a<t<pg. Dans ce cas, prolongeons la
définition de A (t) & droite de §, en posant A (f)=A(B) pour t>5. Soit y,
la borne supérieure des nombres y pour lesquels il existe une solution

" de (26) positive dans Vintervalle (a,y) et nulle & ses extrémités; le nombre

yo est fini, d’aprés un théoréme connu').

) J. Mikueinski [5].
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Comme dans la démonstration du théoréme 10, on peut construire '

une solution non triviale ,(¢) de (26) qui est non-négative dans l'inter-
valle (a,y,) et nulle & ses extrémités. Supposons, pour un moment, que
4, (t)>0 dans (a,y,). D’aprés le théoréme 5, il existe une solution y,(t)
de (26) telle que

Yo(0)=0, Yo(70)>0,  Yg(99)>0.

Pour ¢ positif et assez petit, la fonction v, (¢)=y,(t)+ey,(t) sera positive
dans un intervalle (a,y,) plus grand que (a,,), ce qui contredit la défi-
nition du nombre y,. Cela prouve qu’il existe un mombre & intérieur,
3 (a,p0), ot ¥,(§)=ys(£)=0. Un raisonnement analogue au précédent
montre qu’il existe une solution #,(¢) de (27) qui est positive pour a<i<y,.

Nous avons ainsi démontré qu’il existe toujours une solution z,(f)
de (27) positive pour U<ILYV.

Prolongeons la définition de B(f) & droite et & gauche de Il'intervalle
[a,8] de maniére que B(f) soit positive & I'extérieur de cet intervalle et
que la fonetion #,(t) posséde des zéros & droite et & gauche de [a,B]; ceci
est possible d’aprés un théoréme connu de Kneser'?). En désignant par
U, et V; les zéros conséeutifs de 2,(¢) tels que U,<U et V<V, soit % le
plus grand des nombres Uy, a et soit » le plus petit des nombres V,,p.
En verfu du théoréme 5 il existe une solution 2(¢) de (27) telle que
2(Ug)=2(v)=0 et 2(t)>0 pour U,<t<v. Par raison de symétrie, il
exigte une solution z(t) de (27) telle que z(u)=z(»)=0 et z(t)>0 pour
%<t<v; ceci peut &tre démontré, en remplacant la variable t par —i.

Or Dintervalle (u,v) est plus grand que (U, V), lorsque a<<T ou
V<p, et identique avee (U,V), lorsque U=a et ¥=p. Cela prouve la
validité du théoréme 11, car V—U=@Q,.

COROLLARE 3. 8i 0<m<A(t)<M of f—a> 22V M , on a

Yo(a)>0,

225 [y U <Qa< 2y/2m[y/m.

Oe corollaire résulte aussit6t du théoréme 11, en tenant compte

de ce que, pour Péquation #® + pue=0 (u>0) la borne supérieure des
distances des zéros consécutifs des solutions est 2]/%/%/;713).
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