Die Differenzierbarkeit der homogenen Funktionen und die geo-
metrischen Eigenschaften der Indicatrix von Carathéodory

von M. KUCHARZEWSKI (Krakéw)

Einleitung. Ist f(z)=f(&,...,&" cine nicht negative und positiv-
-homogene Funktion der Ordnung w340 von n>>2 unabhingigen Verin-
derlichen &,...,£" so bestimmt die Gleichung f(#)=1, von ausgearteten
Fillen abgesehen, eine Indicatrix I mit 0(0,...,0) als Grundpunkt.

In dieser Arbeit beschéftige ich mich mit den Zusammenhéingen, die
zwischen der Differenzierbarkeit von f(#) in einem Punkte @40 der
Indicatrix und den geometrischen Eigenschaften der Indicatrix I bestehen.

Die Arbeit besteht aus drei Teilen:

Im ersten Teil bringe ich die grundlegenden Definitionen und Sitze,
die zum Verstdndniy der Hauptteile dieser Arbeit notig sind.

Im  zweiten Teil betrachte ich die Differenzierbarkeit von f(z) in
reguliren Punkten der Indicatrix I. Aus den dort angestellten Uber-
legungen folgt, daB f(z) in einem solchen Punkte #,7%0 dann und nur
dann differenzierbar ist, wenn .die Indicatrix I in @, eine (n—1)-dimen-
sionale, nicht durch o gehende Tangentialhyperebene besitzs.

Im dritten Teil untersuche ich die Differenzierbarkeit von fla)
i.n‘ denjenigen Punkten w,30, die hinsichtlich der Indicatrix I singulér
von der ersten oder zweiten Art sind.

Es kommt darauf an, folgenden Satz;, bewiesen von S. Golab, auf
Funktionen von #>2 Veréinderlichen zu verallgemeinern.

BArz 1. f(z)=f(E, &) sei eine nicht negative und positiv-homogene
Funlktion der ersten Ordnung von zwei Verdnderlichen. Ferner sei

s (&, &) 7 0(0,0)

ein requliirer Punkt der durch die Gleichung f(z)=1 definierten. Indicatriz I.
Hat die I:ndwatr‘ia: I im Punkite 5, eine nicht durch o gehende Tangentialge-
rade, so ist f (@) im Punkte z, differenzierbar im Sinne von Stolz - Fréchet?)

. .1) Dieser §atz und sein Beweis wurden von §. Gotab wihrend des Mathema-
tikerkongresses in Warszawa im Jahre 1938 dargestellt, aber nicht versffentlicht.
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Bezeichnungen. Alle Betrachtungen finden im #n-dimensionalen
(n=2) euklidischen Raume R™ statt. Ich benutze folgende Bezeichnun-
gen: .

Skalare. Reelle Zahlen und Skalare werden mit kleinen griechischen
Buchstaben bezeichnet, mit folgenden Ausnahmen: Die Dimension des
Raumes bezeichne ich immer mit #, die Dimension der Hyperebene mit %,
und die laufenden Indizes mit 4, j, %, I.

Punkte und Vektoren. Punkte bezeichne ich mit kleinen latei-
nichen Buchstaben: o, p, ¢, , y, 2. Der Buchstabe o bedeutet immer
den Punkt .(0,...,0), d.h. den Anfangspunkt des Koordinatensystems.

Den Abstand zweier Punkte p und ¢ bezeichue ich mit |pq].

Vektoren bezeichne ich mit kleinen lateinischen Buchstaben: a, b,
0,7, 8 1, %, v, w, oder mit zwei kleinen lateinischen Buchstaben, mit
einem Strich oben, z. B. pg bezeichnet einen Vektor mit dem Anfangs-
punkt p und dem Endpunkt g. Mit o bezeichne ich den Nullvektor.

Unter dem Radiusvekior des Punktes x verstehe ich den Vektor oz.
Da die Raumpunkte und ihre Radiusvekforen ein-eindeutig einander
entsprechen, werde ich oft, ohne Mifverstdndnisse befiirchten zu miissen
die Punkfe mit ihren Radiusvektoren identifizieren; p darf z. B. auch
den Vektor op bedeuten u. s. w. Infolgedessen verstehe ich unter der
Addition von Punkten bzw. Multiplikation der Punkte mit Zahlfaktoren
u. 8. w., die Addition ihrer Radiusvektoren bzw. Multiplikation ihrer
Radiusvektoren mit Zahifaktoren, z. B. #4+y=oz-+oy, v=Aoz, |z|=|oz|.

Der Vektor t=pgq/|pq| wird Binheitsvektor des Vektors pg#0 ge-
nannt.

Punktmengen.
nischen Buchstaben. -

Unter dem von p ausgehenden und zum Einheitsvektor s parallelen
Halbstrahl verstehe ich die Punktmenge p-+¥s, wo #> 0 ist. Einen
solchen Halbstrahl bezeichne ich mit P(p,s) oder R(p,s), kurz: P, R.
Den Einheitsvektor s nenne ich Einheitsvektor des Halbstrahls P(p,s);
der Halbstrahl enth#lt nicht seinen Anfangspunkt.

Es sei eine Punktmenge Z und ein Punkt p gegeben. Unter dem
Kegel mit Scheitel p und der Leitmenge Z, verstehe ich die Vereinigung
aller Punkte, die auf denjenigen von p ausgehenden Halbstrahlen liegen,
die mit der Menge Z wenigstens einen gemeinsamen Punkt besitzen?).
Den Kegel mit Scheitel p und der Leitmenge Z bezeichne ich mit §(p,Z).

Der kiirzeren Ausdrucksweise halber statt ,,der Halbstrahl P ist
eine Teilmenge des Kegels §” oder ,,P ist im S enthalten’ (im Zeichen:
PCQS) sagen wir ,,der Halbstrahl P gehort zum Kegel 8. Obgleich

?) Vergl. d:avl_l Begriff der erweiterten Projektion von M aus o bei P. Aleksan-
droff und H. Hopf [1], S.614.
o
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Punktmengen bezeichne ich mit groBen latei-
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letztere Ausdrucksweise vom Standpunkt der formalen Logik aus be-
trachtet nicht fehlerfrei ist, kann sie keine MiBiversténdnisse verursachen.
Diese Bemerkung betrifft alle in dieser Weise gekiirzten Ausdriicke,
welche in dieser Arbeit?®) vorkommen. '

Es sei P(p,s) ein von p ausgehender Halbstrahl mit dem Einheits-
vektor s und & sei eine beliebige reelle Zahl, welche der Ungleichung
0<d<mw gentigt. Eine §-Umgebung U(P,0) des Halbstrahles P nenne
ich Vereinigung aller derjenigen Punkte, die auf denjenigen von p aus-
gehenden Halbstrahlen P(p,u) liegen, deren Einheifsvektoren u der
Bedingung cos d<su<1 *) geniigen. .

Als &-Umgebung des Punkies p bezeichnet man die Menge U(p,s)
aller derjenigen Punkte @, deren Abstand von p kleiner als & ist.

Es sel ein Halbstrahl E(o,r) gegeben.. Bezeichnet man mit p=gr,
wobei ¢>>0, einen beliebigen Punkt des Halbstrahls R, so kann man zei-
gen, daB in jeder 6-Umgebung von R eine Umgebhung von p enthalten ist.

Umgekehrt gibt es fiir jede e-Umgebung von p eine derartige U (R, 8)-

-Umgebung, so daf U(p,e)CU(R,d), wenn 0<e<p ist.
' Eg sei in R™ ein Punkt 2, und ein System von & (1<{k<n) linear un-
abhingigen Vektoren by,b,,...,b; gegeben. Dann gibt es eine und nur
eine k-dimensionale Hyperebene H,, welche s, enthilt und zu diesen
Vektoren parallel ist. Die parametrische Gleichung dieser Hyperebene
kann man in der Form schreiben

k
B=my+ 3'b; 7,
i=1
wobei 7',7%,...,7" beliebige reelle Zahlen sind.

L Einleitende Untersuchungen und Tangentialhyperebenen

Homogene Funktionen. Definition 1. Eine in einer Punktmenge
ZCE" definierte Funktion f(z)=f(&,&,...,&" von n Verinderlichen
{n=>2) nennen wir positiv-homogen der Ordnung u, wenn fiir jeden Punkt
@70 und fiir jede reelle Zahl $>0 folgende Implikation gilt:

(1) Aus xeZ wnd (Dx)eZ folgt f(Ow)=5"f(a).

Aus der Implikation (1) folgt: Ist eine positiv-homogene Funktion
in einem Punkte 7o definiert, so kann man sie in eindeutiger Weise
auf dem ganzen Halbstrahl E(o,om/jox]) bestimmen. Daraus folgt wei-
ter: Ist eine solche Funktion auf einer Punktmenge Z definiert, so kann
man sie eindeutig auf dem ganzen Kegel §(0,%) definieren. Darum werde
ich in weiteren Uberlegungen stets VOraussetzen, daff der Definitions-

*) Diese Erliuterung stammt von S. Golgb.
*) ab bedeutet das skalare Produkt der Vektoren g und b.
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bereich . der betrachteten homogenen Funktion ein Kegel mit Scheitel
o ist. Dann kémnen wir die Implikation (1) in fogender Form schreiben :

(2)  Aus >0, g5£0 und veZ folgt f(90)=0%F(z).
Uberdies nehme ich, falls x>0,

(3) fo)y="0
an, um die Stetigkeit von f(z) zu gewihrleisten.

Aus obigen Befrachtungen sehen wir, daB die Werte einer positiv-
-homogenen Funktion auf jedem von o ausgehenden Halbstrahl, auf dem
gie definiert ist, miteinander verbunden sind. Die positiv-homogene Funk-
tion ist némlich in jedem Punkte eines solchen Halbstrahles nicht nur
stetig®), sondern sie besitzt auch in der Richtung des betrachteten Halb-
strahls alle stetigen Richtungsableitungen. Hingegen konnen die Werte
einer positiv-homogenen Funktion, die den auf verschiedenen von o
ausgehenden Halbstrahlen gelegenen Punkten zugeordnet sind, ganz
beliebig gewihlt werden, wenn die Funktion keine zusitzlichen Bedin-
gungen erfiillt. Es gentigt, die Bedingungen, denen eine positiv-homogene
Funktion geniigen soll, in der Richtung solcher Geraden, Ebenen oder
Hyperebenen anzusetzen, welche hinsichtlich der Halbstrahlenrichtung
querliegend sind. Auns der Stetigkeit der positiv-homogenen Funktion
von n Verdnderlichen im Punkte #7£0 in der Richtung einer (n-——1)-
-dimensionalen Hyperebene, die den Punkt o nicht enthilt, folgt z. B.
ihre Stetigkeit im Punkte # im iiblichen Sinne. Dasselbe betrifft die
Existenz der Richtungsableitungen, die Differenzierbarkeit u.s. w.

Die Indicatrix von Carathéodory®). Eine positiv-homogene Funktion
im ganzen Kegel mit Scheitel o ist eindeutig bestimmt, wenn wir jhre
Werte in nur einem Punkte einen jedes zum Kegel gehorigen und von o
ausgehenden Halbstrahles kennen, d.h. eine solche Funktion ist im
ganzen Kegel dann definierf, wenn ihre Werte in jedem Punkte derje-
nigen Menge bekannt sind, die mit jedem zum Kegel gehorigen und von o
ausgehenden Halbstrahl nur einen gemeinsamen Punkt hat. Ich werde
mich weiter mit derartigen Punktmengen beschéftigen und darum fiihre
ich fiir sie einige Definitionen ein.

Definition 2. Die Punktmenge GCR" nennt man sternférmig in
bezug auf Punkt o, wenn jeder von o ausgehende Halbstrahl mit ¢ héch-
stens einen gemeinsamen Punkt hat. o heiBt dann der Grundpunkt der
sternformigen Menge G.

%) Natiirlich spricht man hier von der Stetigkeit in der Richtung des entspre-
chenden Halbstrahls. .
%) Die Benennung . Indicatrix“ hat C. Carathéodory [3] in seiner Disserta-
tion eingefiihrt. )
9%
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Definition 3. Wir sagen, daB die Halbstrahlfolge’) (R,(0,,)}
gegen den Halbsirahl R(o,r) konvergiert, wenn der Einheitsvektor von E,
gegen den Einheitsvektor von R konvergiert, d. h. r,—r, fiix v—oo,

Definition 4. Hat der Halbstrahl R(o,r) mit der sternformigen?)
Punktmenge GCR" einen Punkt p gemeinsam, so saghi man, dafl p ein
dem Halbstrahl R entschprechender Punkt der Menge @ ist.

Diesen Sachverhalt schreibe ich, obgleich nicht genau, in der symbo-
lischen Form p=@-R.

' Definition 5°). @ sei eine sternférmige Punktmenge von R" Die
Folge
R, (0,7)}

nenne ich eine fiir die Menge ¢ und den Halbstrahl Ry(o,r,) grundsdte-
liche Halbstraklfolge, wenn sie die drei folgenden Bedingungen erfilllt:

1’ R#R,
(4) 2° R~R,, iy p=1,9,...
3 p=R-@

(der Durchschnitt von B, und G besteht aus einem einzigen Punkt p,).

Definition 6. G sei eine sternférmige Punktmenge von R". Den
Halbstrahl R(o0,7) nennt man reguldr hinsichtlich G, wenn er den zwei
folgenden Bedingurigen geniigt: .

1" R.@=p (der Durchschnitt von R und @ hesteht aus ecinem
einzigen Punkt p).-

2 Jede Punktfolge {p,} , die der fiir ¢ und R grundsdtzlichen Halb-
strahlfolge {R,} entspricht, konvergiert gegen p.

Ahnlich kann man folgende Definitionen aufstellen.

Detinition 7. Den Halbstrahl R(o,r) nennt man singuldr von
der erstem Art hinsichtlich der sternformigen Punktmenge G des R™, wenn

er den zwei folgenden Bedingungen geniigt:

i 1 R-G=0 (der Durchschnitt von R und @ ist eine Nullmenge).
2" Es gibt eine fiir ¢ und R grundséitzliche Halbstrahlfolge {R,(0,7,)}
derart, daB die ihr entsprechende Punktfolge {p,} gegen oo konvergiert,
d. h. |op,]—=> o0, fiir y— o0,

H

") Wenn es ausdriicklich nicht vermerkt ist, verstehe ich unter einem Halb-
strahl ohne Angabe seines Anfangspunktes einen von o ausgehenden Halbstrahl.

%} Da wir in allen folgenden Betrachtungen unter einer sternformigen Punkt-
nmenge stets eine in Bezug auf o sternformige Menge verstehen, brauchen wir nicht
jedesmal den Grundpunkt der betrachteten sternformigen Punktmenge anzugeben.

‘) Far die Bildung der Definition 5 nahm ich mir, die von T. Wazewski in
seinen Vorlesungen aufgestellte Definition einer, fiir die Menge Z und den Punkt a
grundsitzlichen. Punktfolge, als Muster.
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Definition 8. Den Halbstrahl R(o,r) nennt man singulir von der
zweiten Art hinsichtlich einer sternformigen Punktmenge @ von R", wenn
er den zwei folgenden Bedingungen geniigt:

1 R.-G=0. -

2° Es gibt eine fiir ¢ und R grundséitzliche Halbstrahlfolge {R,(0,7,)}
derart, daf# die ihr entsprechende Punktfolge {p,} gegen o konvergiert,
d. h. |op,|=0, fiir »—>o0™).

Hat der Halbstrahl R mit G keinen Punkt gemeinsam, konvergiert
aber jede Punktfolge p,=R,-&, die der fiir ¢ und R grundsitzlichen Halb-
strahlfolge {R,} entspricht, stets gegen denselben Punkt p von R, so
koénnen wir durch Hinzufiigung des Punktes p zur @ eine neue sternfor-
mige Menge erhalten, in Bezug auf welche R reguldr ist.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, daB diejenigen Halbstrahlen,
die hinsichtlich einer sternférmigen Menge & irreguléir sind, in zwei Ka-
tegorien eingeteilt werden konunen. Zur ersten gehoren solche Halb-
strahlen, die zwar irregulér sind, aber durch eine passende Erweiterung
der Definition von @ regulir gemacht werden koénnen. Die zweite enthilt
alle iibrige irreguliiren Halbstrahlen. Diese werden als wesentlich irre-
gulire Halbstrahlen bezeichnet. ‘

Bemerkung 1. Aus den obigen Betrachtungen und der Definition 6
schlieBen wir: der Halbstrahl R(o,r) ist hinsichtlich der sternférmigen
Punktmenge G dann und nur dann wesentlich irregulir, wenn es wenig-
stens eine Halbstrahlfolge {R,(0,r,)} gibt, die den Bedingungen

' RRfir
2 R-G=p, far

¥~ 00,
r=1,2,...

geniigt und von solcher Art ist, daB die ihr entsprechende Punktfolge
{p,} gegen keinen Punkt des Halbstrahles konvergiert.

Daraus folgt insbesondere, daB die singulire Halbstrahlen der er-
sten und zweiten Art wesentlich irreguldr sind.

Definition 9. Einen hinsichtlich der sternférmigen Menge @ regu-
liren (bzw. singuldren der ersten oder der zweiten Art) Punkt nennt
man einen jeden Punkt, der auf einem in Bezug auf ¢ reguliren (bzw.
singuldren der ersten oder der zweiten Art) Halbstrahl liegt.

Als reguldren Punkt von G bezeichnet man denjenigen, hinsichtlich @
reguldren Punkt, der zu G gehort.

Definition 10. Der Halbstrahl R(o,r) heiBt ordentlich hinsichtlich
der sternférmigen Punktmenge @, wenn es eine §-Umgebung U(R,d)
des Halbstrahls R mit folgender Eigenschaft gibt: Jeder zur U(E,9d)

19) Die Definitionen 6, 7 und 8 verdanke ich einer Mitteilung von S. Golab.
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gehorige und von R verschiedene Halbstrahl mit o als Anfangspunikt
hat mit & genau einen gemeinsamen Punkt.

Definition 11. Eine Indicatriz mit dem GQrundpunkt o nenne ich
eine.in Bezug auf o sternfésrmige Punktmenge, die keine wesentlich irre-
guldren Halbstrahlen besitzt, welche von den singuléiren Halbstrahlen
der ersten oder zweiten Art verschieden sind™).

Ist eine positiv-homogene Funktion auf einer Indicatrix I mit o
als Grundpunkt definiert, so sind ihre Werte in jedem Punkte, der auf
dem zu I reguliren Halbstrahl liegt, eindeutig bestimmt.

Wit betrachten ganz beliebige Indicatrizen und nehmen an, daB
in jedem Punkte # einer solchen Indicatrix I der Funktionswert einer
positiv-homogenen Funktion f(z) stets gleich 1 ist; dann ist f(z) auf
dem ganzen Kegel S(o0,I) eindeutig bestimmt und positiv. Im Punkte o
nehmen wir f(0)=0 an, wenn die Ordnung der Homogenitdt von f(z),
#>0 ist. Falls x<<0, hat es keinen Sinn den Wert von f(o) zu definieren.

Ist umgekehrt eine positiv-homogene und nicht negative Funktion
f(x) gegeben, so stellt die Menge aller derjenigen Punkte w, fiir welche
die Beziehung f(2)=1 gilt, unter zusitzlichen Voraussetzungen fiir ()
es ist-z. B. hinreichend, daB f(x) stetig sei, eine Indicatrix I mit dem
Grundpunkt o dar. Die geometrischen Eigenschaften dieser Indicatrix
sind offenbar mit den Eigenschaften von f(x) verbunden.

Im folgenden werde ich besonders die Zusammenhinge zwischen
der Differenzierbarkeit von f(s) in einem Punkte 2,70 und der Existenz
einer (n—1)-dimensionalen nicht durch o gehenden Hyperebene, die an I
im Punkte p, (der dem Punkte @, entspricht) tangential ist, betrachten.

Zuerst bringe ich einige Definitionen und Sitze, welche die Diffe-
renzierbarkeit der Funktionen mehrerer Verinderlichen und die Bxi-

stenz von Hyperebenen, die an gewisse Punktmengen tangential sind,
betreffen.

Die Differenzierbarkeit der Funktionen von mehreren Verinder-
lichen. Jetzt gebe ich eine fiir die Differenzierbarkeit der Funktion
F(£)™) notwendige und hinreichende Bedingung.

Sarz 2. Bine in der Umgebung U (m,,e) des Punktes
(5) '60(531557'“1'5{;‘)

definierte Funktion f(z) ist dann und nur dann im Punlie @, differenzier-
bar im Sinne von Stolz-Fréchet ¥), wenn fiir jedss Funktionensystem

(6) E=gy(1),

0o, fir i=1,2,...,n,

1) Eine solche Definition der Indicatrix ist fir unsere Zwecke brauchbar.
**) Der Beweis befindet sich in der Arbeit von S. Golab [6], S.33-39.
#) M. Fréchet [5], S. 385.
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das folgende Bedingungen erfilli:

(7) 7(0)=&
fir 1=1,2,...,n,
®) Tl
(9) (@1(2),@2(7) - u(7)) €U (mo58)  fir D<Tr<d,
die zusammengesetzte Funktion
(10) F(@)=f(p(7),02(2) - (7))

in 1=~0 eine rechisseitige Ableitung besitzt, und diese Ableitung sich in der
Gestalt : .

(11) Fy=) g7
i=1

ausdriicken 1&Bt, wobei f; fir i=1,2,...,n vom Funktionensystem (6)
unabhdngige Konstanten sind.

Mit Hilfe des vorstehenden Satzes hat S. Golab den Satz 1 (Ein-
leitung) bewiesen. Die im zweiten Teil dieser Arbeit bewiesene Verall-
gemeinerung des Satzes 1 fiir den Fall von # Verdnderlichen, stiitzt sich
auf Satz 2. .

In den Uberlegungen des zweiten und dritten Teiles dieser Arbeit,
werde ich oft folgenden Satz benutzen:

SATZ 3. Ist eine positiv-homogene Funktion f(x) in einem Punkie
@o<0 differenzierbar, so ist sie es auch in jedem Punkte des Halbstrahles
R(0; 0, [oo|)-

Die Tangentialhyperebenen. Wir werden ofters benutzen

Definition 12. p, sei ein Haufungspunkt der Menge ZCR" Den
Halbstrahl P(po;s)' nennt man Kontingenthalbsirahl von Z im Punkte p,
wenn es wenigstens eine Punktfolge {p,} gibt derart, daB die Relationen

(12) D, E Vs Pu€d, Py fHror=1.2,.,
(13) =Bt veoco,
Ipop.

erfiillt sind. Den Kontingenthalbstrahl von Z in p, werde ich mit P (p,,2)
bezeichnen.
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SATz 4. Der Halbstrahl P(py,s) ist dann wnd nur dann ein Kontin-
genthalbstrahl von Z in py, wenn es eine den Relationen (12) gendigende
Punktfolge {p,} gibi, derart, daf

2,9,
T
|p0pv|

wobei p, die senkrechie Projektion von p, auf P(py;s) bedewtet.

Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Ich nehme an, daB P(p,,s)
ein Kontingenthalbstrahl von ZCR" in p, ist. Es gibt eine den Relatio-
nen (12) geniigende Punktfolge {p,,} derart, dafl (13) gilt.

Die senkrechte Projektion g, von p, auf die Trigergerade des Halb-
strahls P ist durch die Formel

(14) fiir  »->o0,

(1) Pr=Dy+8 (8- Be,)
definiert. Da infolge (13)
(16) §:8,~>s =1

ist, so gilt fiir hinreichend groBe Indizes » (¥>>w,) die Relation

n g. PPy
2y A

=8-8,>0.
Aber dann ist auch

(18) 8 DoP, 28>0 Hir v,
Diese letzte Beziehung besagt wegen (15), daB

(19) P,eP(py,s).
Aus (13) erhalten wir

(20) PPy s
pop, T

Afus (20) und (16) folgt (14). Wir haben also gezeigt, daB {p,,}, fir v 2,
eine im Satz 4 gesuchte Punktfolge ist. )

Die Bedingung ist hinreichend. Gegeben sei eine den Relationen

(12) gentigende Punktfolge {p,}, fiir welche (14) gilt. Da p, die senkrechte

};rojektion. von p, auf P"(p,s) ist, gentigt p, also der Gleichung (15) und
er Ungleichung (18) fiir v=1,2,... Daraus folgh aber, daB auch die

Relationen (20) und (17) fiir p, und p, erfii i .
; p, erfillt sind. Dur 3 he -
formen erhilt man aus (20) i urch einfaches Um

(1) Pl i
]pﬂpwl '1 (g SV) )
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Aus (21) und (17) ergibt wegen (14) ¢-s,—1. Daraus wegen (12), (20)
und (14) folgt (13), w.z. b.w. ‘

Detinition 13. Unter dem Koniingent der Punktmenge ZCR™
in p, verstehe ich die Vereinignngsmenge aller Punkte, die auf den Xon-
tingenthalbstrahlen von Z in py (p, einschlieBlich) liegen. Das Kontin-
gent von Z in p, wird mit K{p,,Z) bezeichnet™). '

SArz 5. Dann wnd nur dann enthdlt das Kontingent K (py,Z) wenigs-
tens einen Halbstrahl P(p,,Z), wenn p, ein Hdaufungspunkt der Punki-
menge Z ist.

Definition 14. p, sei ein Hiufungspunkt der Punktmenge ZCR™
Unter der an Z in p, im weiteren Sinne tangentialen Hyperebene verstehe
ich die das ganze K (p,,Z) enthaltende Hyperebene, die eine mdglichst
niedrige Dimension hat.

Bezeichnet man mit % die Dimension dieser Tangentialhyperebene,
so folgt aus Satz 5, daB 1< F ist; andererseits mufB natiirlich die Un-
gleichung k<n gelten.

Definition 15. Bine k-dimensionale (1<<k<») Hyperebene H, CR"
bezeichnet man als tangential im engeren Sinne an die Punktmenge ZCR"
im Hiufungspunkte p, von Z, wenn pyeH, und H,CK(p,Z).

Definition 16. Eine Hyperebene H,CR" heiit tangential (schlechs-
hin) an die Punktmenge ZC R in einem Hiufungspunkt p, von Z, wenn H,
gleichzeitig eine im engeren und weiteren Sinne an Z in p, tangentiale
Hyperebene ist, d. h. wenn Hy=K (py,2).

FOLGERUNG 1. Es sei p, ein Haufungspunkt von ZCR". @ibt es in Py
eine an Z tangentiale Hyperebene, so gibi es in diesem Punkte auch eine
an % tangentiale Hyperebene im weiteren Sinne, und diese beiden Hyper-
ebenen sind einander gleich.

Natiirlich ist die Umkehrung dieser Folgerung nicht richtig.

SATz 6. Ist p, ein Héufungspunkt der Punktmenge ZCR™, so gibt
es eine und nur eine an Z in p, tangentiale Hyperebene im weiteren Sinne.
Die eindeutig bestimmie Dimension % dieser Hyperebene gentigt der Unglei-
chung 1<k<n.

SATZ 7. Bs sel py ein Hiufungspunkl der Punktmenge ZCR". Bine
Hyperebene Hy, (1< k<n) enthdlt dann und nur donn das ganze Kontingent
von Z in p,, wenn fir jede den Relationen (12) geniigende Punktfolge {p,}

(22) lim _P.‘}i"
e wpupvi

gilt, wobei p, eine senkrechte Projektion von p, auf H) bedeutet.

={}

1) Was diese Ausdruckweise anbelangt, siehe Einleitung. .
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Beachten wir, daf die Hyperebene Hj durch die im Satz 7 auftre-
tende Bedingung nicht eindeutig bestimmt ist. Nehmen wir z. B. eine
in R® enthaltene Punktmenge Z, die in ihrem Hiufungspunkte P, eine
tangentiale Gerade H, besitzt, so besteht die Relation (22) nicht nur
in Besug auf H; und Z, fiir jede (12) gentigende Punktfolge {p,}, sondern
auch fiir jede Ebene H,, welche H; enthilt. Dies folgt aus der Unglei-
chung

(B0, =1, 00120,

wobei p; die senkrechte Projektion von p, auf H, bedeutet.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Ich nehme an, daB in
einem Hiufungspunkte p, von Z eine Hyperebene H, existiert, welche
der im Satz 7 auftretenden Bedingung geniigt. Man soll zeigen, daB
dann K(py,Z)CH;. Fiir k=n ist die Inklusion offensichtlich richtig.
Bs gentight also den Fall :

(23)

zu betrachten.

I<b<{n—1

Um die Inklusion zu beweisen, zeigen wir, daB ein beliebiger Xon-
tingenthalbstrahl P(p,,Z) von Z in p, zu H, gehort
(24) P(po; 4)CH,.
Bezeichnet man den Binheitsvektor von P(py,Z) mit s, so gibt es gemiB
der Definition 12 eine den Relationen (12) geniigende Punktfolge, die
die Beziehung (13) erfiillt. Die Inklusion (24) wird bewiesen sein, wenn
wir zeigen, daB s parallel Hj ist. Zu diesem Zweck berechnen wir die

senkrechte Projektion p, von p, auf Hy. Hy sei durch das System der
Gleichungen '

(25) (8 — Po)=0 (i=1,2,...,n—Fk)

dargestellt,
Uberdies konnen wir stets voraussetzen, daB die Vektoren

(26) a;  Hir i=1,%,...n—%k
ein orthonormales System bilden. Die zu H; komplementére und durch

g, gehende Hyperebene H,_; kann in folgender Form dargestellt wer-
en:

n—k

= 1 T
#=p,4 Q) a;T.
=1

(27)
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Dann ist p,, gemidB der Definition 14, durch die Gleichung
n—k

(28) vi=p.— Sasfac pop)

bestimmt, die wir durch Auflésung der Gleichungssysteme (25) und (27)
erhalten. Aus (28) folgt

T =k
(29) yg).'_plr = V:Li(a,iuv‘,).
P! =

Infolge der Voraussetzung (22) konvergiert die linke Seite von (29)

gegen Null fiir v—>oo und die rechte Seite wegen (13) konvergiert gegen
n—k

— M a;{a;-s),also
i=1 ok

(30) — M agla;-x)=1.

st}
i=1

Aus (30) folgt

(31) a;s=0 fir i=1,2,...,n—k
Aber.dann ist s parallel Hy, womit wir, daB unsere Bedingung hinrei-
chend ist, bewiesen haben. .
Mit Hilfe eines indirekten Beweises zeige ich jetzt, daB diese Bedin-
gung auch notwendig ist. Ich nehme also an, da es in einem Hiu-
fungspunkte p, von Z eine Hyperebene H; gibt, fiir welche K (py;Z) CHy,
gilt. Auch jetzt konnen wir unsere Betrachtungen auf de.n Fe?]l (2??) bfa—
schidinken, weil im Falle k=n die Behauptung offensichtlich richtig
ist. Zur Durchfiihrung des Beweises nehme ich an, daB es eine den Rela-
tionen (12) geniigende Punktfolge {p,} gibt, der eine nicht gegen Null

konvergierende Folge

12,1,
YA

(32)

entspricht. ) . i
Aus der Punktfolge {p,} kann man also eine Teilfolge {p.,} so wih-
len, daf

. ;o
Paylay >0 fir

v=1,2,...
‘popuJ

(33)

ist, Ferner wihlen wir aus {p,} eine solche Teilfolge {Ps.}, daB

(34) 7 1peal
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Ist die Hyperebene Hj durch das Gleichungssystem (25) bestimms,
80 befriedigen die Punkte p,, und pj, eine zu (29) #hnliche Gleichheit.
Daraus ergibt sich infolge der Beziehung

(35) . P(py,s)CH (py,Z) CHy,
dafl
. L
(36) op sl
[P0 P,

(36) widerspricht aber der Relation (33). Auf diese Weise ist die Notwen-
digkeit unserer Bedingung bewiesen.

Sarz 8. Es sei p, ein Haufungspunkt von Z CR". Hine Hyperebene H,,
st dann und wur dann tangential an Z in py, wenn

1 H,CK(py,2);

20 far jede den Relation (12) gewiigende Punkifolge {p,}, die Bezie-
hung (22) besteht.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition 16 und dem Satze 7.

Sarz 9. I sei eine Indicatriz mit o als Grundpunki, und Ry(0;7,) sei
ein i Beaug auf I ordentlicher wnd reguldrer Halbstrahl. AuPerdem sei
Po=R,-I.

FBine (n—1)-dimensionale Hyperebene H, 1, die o nicht ewthilt, ist
dann und nur dann tangential an I in py, wenn fiir jede den Bedingungen

(37) B#ED pel,  popy  fir v=1,2,..

yerdigende Punkifolge {p,} die Beviehung (22) erfullt 4st.
Beweis. Die Notwendigkeit vorstehender Bedingung folgt un-
mittelbar aus Satz 8. Jetzt beweise ich, daf sie auch hinreichend ist.
Im reguldren Punkte p, der Indicatrix I sei eine (n—1)-dimensio-
nale Hyperebene H, , gegeben, die durch die Gleichung

(38) a(@—py) =0, a*=1

hestilpmt ist und o nicht enthls.

Uberdies soll H,_, folgende Eigenschatt besitzen: Fiir jede Punkt-
folge [p,}, die den Bezichungen (37) geniigh, sei die Beziehung (22)
erfillt. Ferner sei mit U(R,,s) diejenige Umgebung des Halbstrahls R,
bezeichnet, deren jeder Halbstrahl einen gemeinsamen Punkt mit T
und H, ; hat.

Aus den obengenannten Voraussetzungen, die H,

_1 betreffo
dem Satz 7 folg 1 betretfen, und

(39) K (pg,2)CH,_,.
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Es geniigt jetzt die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Zu diesem Zweck
nehmen wir einen beliebigen zu H,_; gehorigen Halbstrahl P(p,,t) mit p,
als Anfangspunkt und beweisen, daB P(p,.t) ein Kontingenthalbstrahl
von I in p, ist, d. h. P(p,,1) CK (py,Z).

Die Richtigkeit dieser Inklusion wird bewiesen sein, wenn wir im-
stande sind, eine den Relationen (37) gentigende Punktfolge zu konstru-
ieren, deren entsprechende Einheitsvektorenfolge
(40) s, = 2P

Doyl

gegen ¢t konvergiert. Um eine solche Punktfolge zu konstruieren, wihlen
wir aus dem Halbstrahl P (p,,t) eine Punktfolge {g,}, die durch folgende
Bedingungen definiert ist:

(41) 4,50, GLeP-U(Ro,0), g—po-

Die den Relationen (41) entsprechende Halbstrahlfolge {R,(0;04,/]0g,})}
stellt eine fiir 7 und R, grundsétzliche Folge dar. Die Punktfolge p,=R,- I
gentigh also den Bedingungen (37). Aus der Folge {p,} kann man eine
Teilfolge {p,,} so wihlen, daB die der Teilfolge {p,,} entsprechende Ein-

heitsvektorenfolge gegen einen Einhejtsvektor s konvergiert, d.h.

pbpap
49 g, =t g
(42) 1Po Vo,

Ich nehme an, daf schon p, die Eigenschaft (42) besitzt. Die so defi-
nierte Punktfolge {p,} stellt dann die gesuchte Punktfolge dar, wenn
wir beweisen, daB s=t. Folgende Gleichheiten
sind richtig (vergl. Fig. 1):

(43) PP, =0p,— 0Py,  06,=0Po-+ Dol

Bezeichnet man mit

, 0g, _ op,
44 Py = = -
(# fog,| ~ Top
den Binheitsvektor von E,, so erhalten wir Fig. 1
(45) op,=7,7,, T,>0, 0py=Tote, To>0.

Mit Hilfe der Relationen (43), (44) und (45), kann man den Einheits-
vektor s, in folgender Form darstellen:

(46) s,=adf,r,
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wobei
(47) a,>10 fir »=1,2,

‘Wenn wir in der Gleichung (46) den Grenziibergang v—>oco durchfiihren,
8o erhalten wir wegen (42)

(48) s=at~fry,
wobei infolge (47)
(49) az0.

Multiplizieren wir beide Seiten von (48) skalar mit « (dem Vektor, der
zu H,_, orthogonal ist), so erhalten wir

(50) =0,

da as=0 (P(py,8)CK (po, ) CHy ), at=0 (P(p,t)CH,_,) und arys£0
(H,_, enthilt nicht den Punkt o). '

Infolge (50) kann man also die Gleichung (48) in der Form s=ai
schreiben. Daraus folgt s=1, denn s und ¢ sind Einheitsvektoren und
fiir o gilt die Ungleichung (49), womit der Beweis beendet ist.

8471z 10. Hs sei po#o ein Hiufungspunkt einer in Bezug auf o stern-
formigen Punktmenge ZCR". Weiter sei eine (n—1)-démensionale Hyper-
ebene H,_, von der Gleichung

(51) a(@—po) =0,

gegeben. Uberdies nehmen wir an, dap H,_, den Punkt o nicht enthilt.
Mit U(po, ) bezeichnet man eine derartige Umgebung des Punkies p,, dap
jeder von o ausgehende Halbstrahl, der einen belicbigen Punkt von U (D, €)
enthdlt, einen gemeinsamen Punkt mit H,_, besitet (natiirlich muB 0<<e<|op,]
sein). Bedeutot {p,} eine Punkifolge, die den Bedingungen (12) geniigt und
die wur Umgebung U (p,,e) gehirt, so verstehen wir unter p, die senkrechte
Projektion von p, auf H,_, und unter p, den fiir R, (o, op,[lop,|) und H,_,
gemeinsamen Punkt. Unter den vorstechenden Voraussetzungen gilt folgende
Behauptung: :

Damit die Folge

wobei  a*=1,

52) = e, p,!
[Pop,!
gegen 0 konvergiere, ist notwendig wnd hinreichend, daf die Folge
. Ip, 2,
(83) R
[Pop.l

Null als Grenzwert hat.
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Beweis. Zuerst zeige ich, daB die Bedingung hinreichend ist. BEs

sei eine den Relationen (12) geniigende Punktfolge {p,} gegeben, so daf
(54) g—~0 fir

Um zu beweisen, daB dann auch ¢,—~0 fiir »—>cc. fithre ich einige Be-

P> OC.

ziehungen ein. Es sind némlich

(55) Popv=—ala-(p,p,)1,
S (D)
(86) D
57) = ey (_l__@ﬁ’:[;')
(¢ e O
Aus (55) und (56) erhalten wir
= o o, up,
(58) p.,p,:ﬂ-l[(p,p,.rp,vj T‘T-_'\'
| 2
Daher ist _
' ' 7 |ap,]
= N eyl
(59) o, =(p.2,) 2] e
AuBerdem gilt offenbar folgende Ungleichung:
(60) pop,! 2= papy -~ p il
Es muf aber
(61) eyt =0

sein (andernfalls wire f, sinnlos, was unserer Voraussetzung (54) wider-
spricht). Mit Hilfe von (53) erhalten wir aus (60) und (61) die Unglei-
chung

- (62) 1P| = 1Bopy] (1B,

Die rechte Seite letzterer Ungleichung ist positiv fiir » 2>y, ((54) wegen).
Setzt man (59) und (62) in (52) ein, so erhalten wir folgende Ungleichung
fiir a,:

no, .
N ot T |
(63) 0 <a, << W]Po_?i..mr et fitr  »Zzp).
N n—s, AN

.Aus (63) folgt unmittelbar o,—0 fiir »—>oo0, daB der Vektor p,p,/lp,p,|

gleichzeitig mit B, gegen Null konvergiert.


GUEST


238 M. Kucharzewski

Jetzt zeige ich, daB die Bedingung notwendig ist. Dazu bezeichne
ich mit {p,] diejenige, die den Relationen (12) geniigt, Punktfolge und
fitr die die Beziebung o, 0 fliv »— co erfiillt ist.

Aus (56) ergibt sich

a: (pop,) a(p,p;)
I, p =1p = |p, I
(64) v ./1,1‘ ” Ipl pranll
da infolge (55) a- (p,p,)=—a(pp,)-
Andrerseits folgt aus (57)

(2.p2) , .| poby ||
65 = R L PP 10 N
(65) Ipopyl =] Ipop,.l Ipi1 pond 1 11107;,3%{

Der letzte Ausdruck von (65) ist positiv fiir »v=»,. Setzt man (65) und
(64) in (53) ein, so erhalten wir folgende Ungleichung fiir 8,

| p,

'w‘ p'l'pll

2] 2y
<h< lap,l | el
v ‘1-;,1’:_ a 2Pl
e p, Doyl |

‘Wir sehen also, daB die Beziehung (54) richtig ist, denn die Vektoren-
folge p,p./|pop,| konvergiert gleichzeitig mit a, gegen Null, w.z. b.w.

Mit Hilfe des Satzes 10 kann man den Satz 9 in folgender Form
aussprechen:

Sarz 9% Ry{o,r,) sei hinsichtlich einer in Bezug auf o sternformigen
Indicatrio I reguldrer und ordentlicher Halbstrahl. Mit U(R,, ) wird eine
derartige Umgebung des Halbstrahles R, bezeichnet, daf jeder zu U(R,,d)
gehorige Halbstrahl je einen mit I und H,_; gemeinsamen Punkt besitzt.
Ist |RB,(0,7,)} eine Halbstrahlenfolge die den Bedingungen

(66) R,#R,, RCU(R,5), R, >R,

gendigl, so setzen wir p,=R,I. Bine (n—1)-dimensionale Hyperebene H,_,
die nicht durch o geht, ist danm und nur dann tamgentml an I wm Punkte
po=Ry-I, wenn fir jede Halbstrahlenfolge {R (037,) , welche den Bedin-
gungen (66) geniigt, die Folge

11?,,7),”‘ =0 fir
(Y

(67)

» - 0o

gegen Null konvergiert, wobei pl=R,- H

n-1-

icm
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2. Die Differenzierbarkeit der positiv-homogenen Funktionen in regalaren Punkten

Jetzt beweise ich die in der Finleitung angekiindigte Verallgemei-
nerung des Satzes 1, fiir den Fall von n (n>2) Verinderlichen.

SATZ 11. Hs sei f(x) eine Funktion von n Verdnderlichen (n>2), die
folgende Eigenschaften besitzt:
(1) f(=) ist in einer Umgebung U(Ry,0) definiert und dort positiv.
(2) f(a) ist positiv-homogen der Ordnung u+0.
(3) Durch die Gleichung f(x)=1 wird eine Indicatriz I mit o als Grund-

punkt bestimmt. v

© Ist Ry(o,7,) ein hinsichtlich I reguldrer Halbstrahls) und hat die Indi-

catriz I im Punkte py=Ry-1 eine (n— 1)-dimensionale, nicht durch o ge-
hende, Tangentialhyperebene H,_,, so ist in jedem Punkte x,¢ R, die Funk-
tion f(x) differenzierbar im Sinne von Stolz-Fréchet.

Bewels. Infolge des Satzes 3 geniigt es zu zeigen, daB f(z) im Punkte
p, differenzierbar ist. Den Beweis des vorstehenden Satzes fithre ich mit
Hilfe des Satzes 2 und deshalb zeige ich zuerst folgenden Hilfssatz:

Hirrssarz 1. f(z) sei eine den Voraussetzungen des obigen Satzes ge-
niigende Funktion, wéhrend I eine durch die Gleichung

(4) (@)=
bestimmte Indicatriz, mit den im Satze 11 beschriebenen Eigenschaften,
ist.

Dann existiert fir jedes Funktionssystem w=z(t) (0<r<6), welches
folgenden Bedingungen gentigt:

®) (0)=1p,,

(6) #(7) e U(Ry, &),

(7) (i_z:(_r)ﬂ =2, 0, wo >0,
dx T=40

V] wad
lipt sich durch die Formel

daf [z (z)],

r =40

n
(8) =g
i=1
ausdricken. Dabei sind By, p,,... B, passende Konstanten, die vom Funk-
tionssystem x=x(t) (0<Lr<<d) nicht abhdngen.

13) Wegen (2) ist er aueh in U(R,,d) ein hinsichtlich I ordentlicher Halbstrahl,
es gilt daher folgende Implikation: Aus RC U(R,,d) folgt R-I=p.

Annales Polonici Mathematiei I. 3
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Beweis. Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken kénnen wir P=1
annehmen. Ist
(9) a(8—po) =1,
eine Gleichung der Hyperebene H,.,, so ist a-p,##0, weil nach Voraus-
setzung H,_, den Punkt o nicht enthalt.

Wir nehmen noch an, da die Umgebung U(R;,d) so gewihlt

wurde, daB jeder zu U(R,,d) gehdrige Halbstrahl einen gemeinsamen
Punkt mit H,_, hat, d.h. daf die Implikation

(10) RCU(R,,8) folgt R-Hy,_y=7p"
richtig ist.
Wir betrachten ein beliebiges Funktionssystem z==x(7) (0<r<4),

das die Bedingungen (5), (6) und (7) erfiillt. Um (8) zu beweisen, zeige
ich, daB fiir eine heliehige Zahlenfolge {r,] mit den Bigenschaften

(11) 7,#0, 7,¢e[o0,8],

der Differenzenquotient der zusammengesetzten Funktion flz(z)] im
Punkte =0 gegen die rechte Seite der Gleichung (8) fiir »—oco konver-
giert.

Setzt man

=1

a8

7,~0,

at
@, =(7,),

50 geniigh die Punktfolge (11) infolge von (6), (3) und (11) den Bedin-

gungen ’ .

(12) ¢ U(Ry, 0),

Bezeichnet man mit )
p=R.I, p,=R-H,,

diejenigen Punkte, in welchen der Halbstrahl

(14) R, (o ‘””")

o
low, |

B> Py

(13)

die Indicatrix I und die Hyperebene H,_, trifft%), so ergibt sich

(15) p="H2,, Wo 90
Setzt man (15) in (9) ein, so érhéi.lt man
(16) g,=""P
a-1,

*} Solche Punkte (13) sind infolge von (12), FuBnote *#) und (10) vorhanden,
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Aus (16) und (13) folgt weiter

(17) #-1 fir v—oo
und aus (17) und (7)
9,—1 -1
(18) Hm 2 =— (LI .
v Ty Py

Bezeichnet man noeh mit

ﬁtl

ar .o
r,= Einheitsveltor von R,= — =

0,
le,! tox;

(19)
so gilt folgende Beziehung:
(20) p,=pitr,0,

Daher erhdlt man (16) wegen

(21) oneafoa ).

Aaus (21) erhalten wir mit Hilfe der Homogenitét von f(2) und der Defi-
nition der Indieatrix I folgende Gleichung:

Ql‘
la,}

f(p)=1= (0.+ )”f(am,

ang der

1
e = ( Py ﬁ;) f,!.
Vi)

Daraus.

(22)

& _ ).9” Viw-1 | 1?»."_1)‘
R IES k& =

Setzt man A,féf(m,)—l, s0 erhilt man |4,f|<1 fiir v>>9, und

(o)

Durch Einsetzen von (23) in die rechte Seite von (22) erhilt man
schlieBlich

& _ 'ﬂ*lg[ﬁ,ﬂ[i+(l/#)d,f+...]+’3'_1] tir v 7.
T, l]‘/f’(‘i') T, L4 2 T,

£

JHe)—1 4.4

(23) :

v v

(24)

3*
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Jetzt zeige ich, daf

(25) lim & = ()

p—roo Ty
Zu diesem Zweck betrachte ich die zwei Moglichkeiten.
1 ipypl£0  far »=1,2,...

Die Halbstrahlfolge (14) geniigt also den Bedingungen des Satzes 9%
und infolgedessen gilt (67), Teil 1. AuBerdem ist

(26)

Aus (26), (17), (7) und (18) folgt, daB fiir

. Do D)) ’ '
27 — I—p, .
&7 T ~ poa‘pn.
Andererseits
(28) o _ lp p:! pemil 7

Ty Do D] T

da (20) wegen o,=[p,p;|.
Aus (27), (28) und (67), Teil 1, folgt die Beziehung (25).
P |p,pil=0 fir »=1,2,...
Daraus folgt py=p,, also R,=R, und p,=p,. Somit ist o=0.
Daraus folgh aber, daB auch im Falle 20 die Beziehung (25) richtig ist.
Aus dem Satz, tiber die Zusammensetzung zweier gegen den glei-
chen Limes konvergierender Folgen, kann man auf die Richtigkeit von
(25) im allgemeinen Falle schlieBen. .
Lassen wir auf beiden Seiten von (24), » ins Unendliche gehen, so
erhalten wir wegen (25), (17), (23) und (18)
6
a-py’

Bezeichnet man die Komponenten des Vektors a mit (atya?,...,d"
kann man (29) in der Form

(29) 1m2d

v T,

, 80

A4 & ot
(30) tim 2F =2 phe
y—>c0 T, i 0D

darstellen. Die Konstanten

(81) 2 A e

ap, 1=1,2,...,n
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sind vom Funktionssystem #=a(7) (0<r<J) unabhingig. Da die Grenze
des Quotienten 4,f/r, von der Wahl der Folge {1:,} unabhingig ist, soweit
sie den Bedingungen (11) geniigt, muB die Beziehung (8) gelten, w. z. b. W.

Aug vorstehendem Hilfssatz 1 und Satz 2 folgt Satz 11.

Bemerkung 2. Aus der Relation (30) schlieBt man, da8 unter
den Voraussetzungen des Satzes 11 die partiellen Ableitungen von f()
in jedem Punkte z,e¢ R, existieren. Sie lassen sich durch folgende Formel
ausdriicken:

(32) Bi= 0f (20) _ /‘f(%)‘li

) agi":fl(%) -,

Zum Beweis der Umkehrung des Satzes 11, bringe ich folgenden
Hilfssatz:

HILFSSATZ 2Y7). p, sei ein Haufungspunkt der Punkimenge ZCR™
FBs gibt also eine unendliche Folge von zu Z gehdrigen Punkien |p,)}, die p,
als Haufungspunkt besitzt. Bs existiert eine Kurve C mit der Gleichung
(33) Te[0, 4],
und den folgenden Figenschaften:

10 2(0)=p,,

20 im abgeschlossenen Intervall [0,0] besitet die Funktion x(t) stetige
Ableitungen, .

3% im gansen Intervall [0,68] ist (dx/dzr)*>0,

40 jeder Punkt p, (fir v=1,2,...) liegt auf C.

Jetzt kann ich die Umkehrung des Satzes 11 beweisen.

SATz 12. f(3) sei eine Funktion von n Verdnderlichem (nz=2) mil
folgenden Eigenschaften:
(84) flz) ist in einer Umgebung U(Ry,d,) des Halbstrahles R, defindert

und positiv,
(35) f(z) ist positiv-homogen von der Ordnung p#0,
(86) f(=x) ist im Punkie zy#o0 differenzierbar.

Dann besitzt die durch die Gleichung

fz)=1

definierte Indicatriz I, im Punkie pozRu(o,aoﬂom,,‘)-I eine (n—1)-di-
mensionale Tangentialhyperebene H, ., die den Punkt o wicht enthdlf.

Beweis. Aus (34) ergibt sich, daf
(37) R, ein hinsichtlich I ordentlicher Halbstrahl ist,
und aus (36) folgt weiter, dal
(38) R, ein hinsichtlich I regulirer Halbstrahl ist.

1) Den Beweis dieses Hilfssatzes findet man in der Arbeit von 8. Golab [6], S. 34.

fir i=1,2,...,%.

‘nzw(r);
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Um den Satz selbst zu beweisen konstruiere ich eine (#—1)-dimen-
sionale Hyperebene, die nicht durch o geht und an I im Punkte p, tan-
gential ist.

BiyBay-- - Bn seien solehe Konstanten, deren Existenz aus der Diffe-
renzierbarkeit von f(#) im Punkte!8) definitionsgemaB folgt.

Mit a(oy,a;...,%,) sei ein Hinheitsyektor

n

2 ai =1

i=1
bezeichnet. Die Komponenten «; dieses Einheitsvektors will ieh so be-
stimmen, da8 folgende Gleichungen erfiillt sind:

(39)

14

(40) Bi=——q fir i=1,2,...,n
@ Py

(vergl. (31)) oder, was auf das Gleiche hinausléuft,

(41) poi=Pi{a-p,) fir 4=1,2,...,n.

Bezeichnet man mit (&, &,..., &) die Koordinaten des Punktes p,,
50 kann man (41) in der gleichwertigen Form schreiben

n

S — p ) op=01)  fiir

k=1
(42) ist ein lineares und homogenes Gleichungssystem von # Unbekann-
ten. Um dieses System nach ¢ aufléssen zu konnen, miissen wir zuerst
seine Determinante

(43) A=Iﬂ'n§1l)c"‘ﬂa"bc| (7;776:1727“';'")
untersuchen. Wir bemerken, da man die k-te Spalte (k=1,2,...,%)

ol%i:er Determinante durch Addition entsprechender Elemente der zwei
folgenden Spalten erhalten kann:

ﬂlé’:,...,ﬂks’;,...,ﬂns’: 0,00y 0y —p,0,..,0.

Die Determinante (43) kann man daher als Summe von solchen Deter-
minanten darstellen, in welchen nur Spalten der ersten und zweiten
Art auftreten. Da aber jede Determinante, in welcher wenigstens zwei
Spalten der ersten Art vorkommen, gleich Null ist, so bleiben in der
betrachteten Summe nur diejenigen Determinanten iibrig, die héchstens
eine Spalte der ersten Art besitzen. Daraus folgt, daB der Wert von 4
durch folgende Formel gegeben ist

k3
(44) A= ( S pusi).
=1
) Infolge von Satz 3 kann man aus (36) auf die Differenzierbarkeit von f(x)

in p, schlieBen.
#) & ist das Symbol von Kronnecker.

(42) i=1,2,...,n.

und
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Der zweite Faktor rechterhand von {44) ist gleich Null, denn f(z) erfiillt
in p, die Bulersche Gleichung, und f(p,) =1. Die Determinante (44) kann
also nicht von Null verschieden sein. Daraus kann man auf die Existenz
einer nicht verschwindenden Lidsung von (42) nach a; schlieBen. Tm zu
sehen, wieviel linear unabhiingige Lésungen dieses System besitzt, be-
weise ich, daB der Rang der Matrix von A gleich »—1 ist. Nehmen wir
an, daB das nicht der Fall sei. Dann miiiten alle Determinanten der
(m—1)-ten Ordnung, die aus der Matrix von A gebildet werden kdnnen,
gleich Null sein, insbesondere alle diejenigen Deberminanten "4y
(k=1,2,...,n), die man aus 4 durch Ausstreichen der k-ten Spalte und
der k-ten Reihe erhalten kann. Ahnlich wie 4 erhalten wir

(45)

dy=[—pT"H—Br&) fir k=1,2,...,n

Aus 4,=0, fir k=1,2,...,%, folgt wegen (45) und (—p)%0, daB

7S

(46) N B =0

&
i
-

Andererseits aber gilt die Gleichung von Euler

E

A
fi

(47) N B E=n

&
[
—

Aus (46) und (47) ergibt sich g=20. Dies widerspricht der Voraussetzung
(35). Unsere Vermutung, da8 der Rang der Matrix kleiner als (n—1)
sei, ist also falsch.

Aus den vorstehenden Betrachtungen konnen wir noch auf die
Existenz wenigstens einer von Null verschiedenen Determinante (45)
schlieBen. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kann man annehmen,
daB z. B. 4,5£0. Daraus folgt, daB alle Lisungen des Systems (42) durch
die Formeln

(48) a;=06; (i=1,2,...,m)
Destimmt sind; wobei o eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Unter &;
fiir i=1,2,...,n—1 versteht man die Determinante, die man aus 4,
durch Ersetzen der i-ten Spalte durch die mit (—1) multiplizierfen n-ten
Spalte derjenigen Matrix erhilt, die aus der Matrix von A dorch Ans-
streichen der m-ten Reihe entsteht. Hingegen ist d,=4,.

Mit Hilfe dersélben Uberlegungen, die uns zur Berechnung des Wer-
tes von 4 fithrten, erhalten wir folgende Beziehungen:

(49) do=(—p)"Y(—ffD) P i=1,2,...%


GUEST


246 M. Kucharzewski

Wihlt man o so, daB die durch (46) bestimmten «; (4=1,2,...,n)
der Bedingung (45) geniigen, so erhalten wir die einzige nichtverschwin-
dende Losung des Systems (42), welche (39) erfiillt. Um zu zeigen, daB
die so erhaltene Losung von (42) auch das System (40) betriedigt, miis-
sen wir noch die Ungleichung

(50) a—p,,=iZ;ai§§¢0.

beweisen. Aus (48) und (49) folgh
: n
@ po=0- 3 8 &=o(—u) " G A0
i=1

H,_; sei eine (n—1)-dimensionale Hyperebene, die durch die Gleichung

(51) a(@—py)=0

bestimmt ist, wobei der Einheitsvektor @(a;,a,...,a,) die oben erklér-
ten Komponenten (48) besitzt. (50) wegen enthélt H,_; nicht den Punkt o.
) Ich behaupte, daf H, ; an die Indicatrix I im Punkte p, tangen-
tial ist. Den indirekten Beweis fithre ich mit Hilfe des Satzes 9*. Zu.-
nichst bezeichnet man mit U(R,, d) eine Umgebung des Halbstrahles Ry,
derart, daB

U (R, 8)C U(Ry,dy)
und daf

(52). jeder Halbstrahl R(o;r), der zur Umgebung U(R,,d8) gehdrt, einen
gemeinsamen Punkt mit H,_;, hat.

Fiir den indirekten Beweis nimmt man an, daB H,_; keine an I
in p, tangentiale Hyperebene ist. Dann gibt es infolge des Satzes 9* eine
den Relationen (66), Teil 1, geniigende Halbstrahlfolge {E(o,)} von
der Art, daf (67), Teil 1, nicht erfiillt ist, d. h. aber, daB die Folge

2.2,

(53) = v
1o,

v

fir y> co nicht gegen Null konvergiert, wobei p, und p] durch p,=R,I
wnd p,=R,H, , definiert sind®). Aus der Folge (53) kann man eine

solche Teilfolge {y,) wihlen, 80 dafl fiir ein gewisses g>0 die Unglei-
chung besteht

_ |Pa,%,|
YA

(54) o >e>0  tir y=1,2,...

*%) Die Existenz solcher Punkte p, und p, folgt unmittelbar aus (66), Teil 1,
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Infolge des Hilfssatzes 2 kann man weiter aus {pi} diejenige Teilfolge
|ps,} gewinnen, fiir welche es einen Jordanschen Bogen ¢ von der Glei-
chung (33) gibt, der den Relationen 2° des Hilfssatzes 2 geniigh. Bezeich-
net man mit v, die Parameterwerte, die den Punkten pj, entsprechen,
50 gilt pp,==(7,) fiir »=1,2,... Setzt man noch

(55) W, = ﬂ‘%‘ﬁ‘ 20,

T=+40

so kénnen wir stets mit Hilfe einer hochstens linearen Parameterinde-
rung erreichen, daB *=1. Aus der Differenzierbarkeit von f(@) in p, und
dem Satze 2 folgt

if[a(2)]
dt

lr=t0

o 11— (20)]
7,

y—>00 y

Aj ro
_tim 2 Sp

y—00 Ty =1

(56)

Ersetzt man in (56) ; (fiir i=1,2,...,n) durch die Ausdriicke, die rechter-
hand in den Gleichungen (40) auftreten, so erhilt man

(87)

da der Vekbor ! zu H,_, parallel ist. AuBerdem beachten wir, daB die
Folge {z,} die Bedingungen (11) erfiillt. Es gilt also folgende, der Relation
(24) shnliche Glaichheit mit Bezeichnungen, welche denen, die im Be-
weise des Satzes 11 auftreten, &hnlich sind:

. A1 (1 5,—1] ..
(58) = —=— ;-/_ip "’J [ﬁ,i’f (-‘ +( _i" )A,,f+...) L5 ] fir v
O T AN VR "

v !

Daraus auf Grund von (57) und (18) folgt g,/7,~0 fir »—oo. Aber
|pe Pl 70, also erhalten wir

Ty
(59) & _'PaPs [PoPa zmlpopﬁy‘__,o fir v oo,
T, ‘popﬂp‘ T %

Aus (59) wegen (35) ergibt sich yg—0 filr v—oco.

Das widerspricht der Ungleichung (54), da {ys} als Teilfolge von
{7s} auch der Bedingung (54) geniigen mug.

Unsere Vermutung, daB die durch Gleichung (51) definierte H, ;
keine Tangentialhyperebene an I in p, darstellt, wird also auf diese Weise
widerlegt und der Beweis des Satzes 12 ist beendet,
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3. Das Verhalten der positiv-homogenen Funktionen in singuliren Puunkten

Jetzt DLetrachte ich die Frage der Differenzierbarkeit der positiv-
-homogenen Funktion f(x) in denjenigen Punkten, die hinsichtlich einer
Indicatrix I singuldr der ersten oder zweiten Art sind.

Die in Bezug auf 7 singulidren Punkte der ersten Art.

Sarz 13. f(w) sei eine Funktion. von n Verdmderlichen (n=2) mit
folgenden Eigenschaften :

(1) f(x) set in einem Kegel mit o als Scheitel definiert.
(2) flz) sei positiv-homogen von: der Ordnung p<<0.
(8) Die Gleichung f(x)=1 bestimme eine Indicatriz I mit o als Grundpunkt.

Ist Ry(o,r,) ein Halbstrahl, der hinsichtlich I singulir der ersten Art
ist, so gilt

(4) ' lim sup f(#)=o0 '
. X2
fiir jeden Punkt %,eR,. ’

Beweis. Um (4) zu beweisen, geniigh es, eine Punktfolge {m,} zZu
konstruieren, welche gegen x, konvergiert und fiir die f(a,)->o0, fiir
v->o00. Gem#B der Definition des singuliren Halbstrahles der ersten
Art (Definition 7, Teil 1) gibt es eine fiir 7 und R, grundsétzliche Halb-
strahlfolge R, (o;7,) derart, daB

o,=lop,j>c0  fiir o0,

wobei p,=R, I fiir y=1,2,... Daraus folgt wegen (2) und der Definition
der Indicatrix (4)

f(o) =gt (r)=1
oder, wenn man (2) beriicksichtigt,

fr)=e F>00  fiir v—so0,

at . :

@,= g,"7,, Wobei gog [tg] ist, stellt also die gesuchte Folge {wy} dar, w. z. b. w.
Aus de.m obigen -Satze folgt unmittelbar, daB jede den Voraus-

sgtzungep d.Jeseg Satzes gentigende Funktion f(z), im Punkte @, der auf

einem }n‘nsxehthch I singuliren Halbstrahl der ersten Art liegt, nicht

differenzierbar sein kann (wobei die Ordnung der Homogenitit x<0 ist).
HILrssATz 3. Isi eine in der Umgebung U (@y,¢) definierte und dort wicht

negative Funkiion von n Verdnderlichen fle)=f(&,8,...,E in einem
Punkte T

(5) Bo(&0, &y, &)
differenzierbar, und f(x))=0, s0 ist identisch
(6) af (29)=0.
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Der Beweis dieses Hilfssatzes folgt ohne weiteres aus der bekannten
Bedingung, die zur Existenz von lokalen Extremen einer Funktion
mehrerer Versinderlichen notwendig ist, und aus der Bemerkung, daB
unter _obigen Voraussetzungen f(x) in x, ein lokales Minimum besitzt.

SATZ 14. f(x) sei eine Funktion von n Verdnderlichen (n>>2) mii fol-
genden Bingenschaften :

(7) f(@) sei in der Umgebung U(Ry,8) definiert und nicht negativ.

(8) f(x) sei positiv-homogen von der Oranung u>0.

(9) Die Gleichung f(x)=1 besitmme eine Indioatriz I mit v als Grundpunkt.
(10) R(o,7,) sei ein hinsichilich I singuldrer Halbstrahl der ersien Art.
i Dann gilt: Die Funktion f(z) ist dann und nur dann im Punkie 2, Ry
differenzierbar, wenn fiir jede hinsichilich I wnd R, grundsdizliche Halb-
strahtfolge {R(o,7,)}

-0 fiir v—>o0,

oy,
wobei p,,0, wnd vy, durch die Formeln
(11) p,,——“.R’,'I,

bestimmt sind.
Hier ist zu beachten, daB aus den Voraussetzungen des obigen Satzes

(12) flig) =10

folgt. Denn einerseits folgt aus (7), daB f(z)=>0 ist; andererseits aber
kann f(%,) nicht positiv sein, denn dann miBte der Halbstrahl B, einen
gemeinsamen Punkt mit I haben, was wegen (10) und der Definition {7)
unmoglich ist.

Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Iech nehme also an, daB
die Funktion f(#) den Bedingungen (7), (8), (9) gentigt, und daB sie
auBerdem im Punkte z,e R, eines Halbstrahles mit der Eigenschaft (10)
differenzierbar ist. Mit {R,(0,7,)} sei eine fiir I und R, grundsitzliche
Halbstrahlfolge bezeichnet. Durch den Punkt g, fiithre ich eine (n—1)-
-dimensionale Hyperebene H, ;, die zu R, orthogonal ist. TFitr alle » =,
gibt -es je einen einzigen Schnittpunkt von R, und H,_;, welcher mit

o=lop,l, »,=<(ro,7)

(18) &, SR, Hy
bezeichnet sei. Dann haben wir infolge von (11)
(14) #,=0,p,, Wwo 4>0,

und wegen (11)

(15) D, =0,7,-
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Aus (14) und (15) folgt weiter

g ol _ il
il e
SehlieBlich erhdlt man der Definition der Indicatrix naech

(16)

@,|"
fla) = e2(n) =t = 5L
Da f() im Punkte =, differenzierbar ist, und fiir die Punktfolge
(18) #,~>w, gilt, muB die Beziehung

o)~ Flan)— 3l 8

1

(18) &, 8,)=

0

SR
'|r g(&%f‘of

fiir y—> oo, gelten. Den Ausdruck s(a'no,m,) kann man infolge von (12), (17)
und des Hilfssatzes 3 in der Form :

f(z,) o, |

o, otlos,]

?

Ry

(19) &(2,,2,)

Py

schreiben. Weil H,_; zu R, orthogonal ist,
(20) |202,] =|a0) tg,. ”

Setzt man (20) in (19) ein, so erhilt man

1 s
o v, |l tgyfy,
Wenn #,~,, 5o 9,0 und daraus wegen (21) und (18) folgt, daB

{21) &(%,2,)=

Fig. 3

(22)

=0 flir y—soo,

1
o,
da .der zweite Faktor rechterhand von (21) gegen einen von Null ver-
schiedenen Grenzwert |zm,|*~! konvergiert. Auf diese Weise ist die Not-
wendigkeit der Bedingung gezeigt.

pie Be(?ingung ist hinreichend. Tch nehme an, daB eine Funktion
f‘(m) die Bedingungen (7), (8), (9), (10) erfiillt, und daB fiir jede hinsicht-
lich I und R, grundsétzliche Halbstrahlfolge {R,(0,7,)}, der Ausdruck
1/e}yp, gegen Null konvergiert.
) Aus (7). ergibt sich, daB f(#) in einer Umgebung U (x,,s,) definiert
ist. Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken kénnen wir annehmen, daB

(23) o< et
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Um die Differenzierbarkeit von f(z) im Punkte z,¢ Ry zu beweisen,
nehme ich eine beliehige Punkifolge {m,}, die folgende Bedingungen
erfitllt:

(24) r,=xy, 2,6U(z,8), &~

und zeige, daB fir diese Punktfolge der Ausdruck
(@)

25 AR A
(‘J ) !:Ea :‘E,i

&(@gsi,) =
gegen Null konvergiert.

(28) wegen muB x,3 0. Deshalb kann man mit R,(o,r,) einen Halb-
strahl mit o als Anfangspunkt und dem Rinheitsvektor 7,= ox,/loz,|
bezeichnen. Um zu zeigen daf (25) gegen Null konvergiert, betrachte
ich die zwei folgenden Fille: ‘
1° R, hat mit I keinen gemeinsamen Punkt (»=1,2,...), dann gilt

(26) fla)=0. sltg,a)=0 fir »=1,2,...

2° R, hat einen gemeinsamen Punkt mit I (fir »=1,2,...), den
man mit ‘

(27 p,=R, I

bezeichnen kann. Aber dann stellt R,(o,r,) eine fiir I und B, grundsitz-
liche Halbstrahlfolge dar, und deshalb muB 1 /oy, bestimmt sein. Mit Hilfe
dhnlicher Bezeichnungen, wie in (14), (13), (16) und (17), erhalten wir

|

2 .
(28) &0,

e(@g,m,) =

Versteht man unter @, die senkrechte Projektion von w, auf R,
so gilt die Ungleichung

&, 1 @,

(29) = )
o lmm, oy, mlttgwly,

ey, 2,) <

Aus (29) folgt, daB &(my,,)—>0, fiir v—o0, weil nach der Voraussetzung
1/¢*y, gegen Null und |z,i*y, /|2 [tgy, gegen einen endlichen Grenzwert
[,/ konvergiert.

Aus 10 und 29 ergibt sich, daB der Ausdruck (25) auch im allgemeinen
Falle gegen Null strebt. Das bedeutet aber, daf f(z) in =, differenzier-
bar ist; denn (18) ist erfiillt, wenn man f;=0 fiir i=1,2,...,7 sefzt und
die Beziehung (12) beriicksichtigt. Der Beweis unseres Satzes ist beendet.
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Die in Bezug auf I singuldren Punkte der zweiten Art. Fiir diejeni-
gen Punkte, welche hinsichtlich der Indicatrix I, singuldr von der zweiten
Axt sind, gelten folgende, den oben bewiesenen #hnliche, Sfitze; nimlich:

SATz 13*. Es sei eine Funktion f(x) von n Verdnderlichen (n>2) mit
folgenden Bigenschaften gegeben:

1° f{m) ist in der Umgebung U(Ry,d) defindert und dort micht negativ.

9 f(@) 4st positiv-homogen von der Ordnung u<<0.

3 Die Qleichung f(x)=1 stellt eine Indicatriz I mit o als Grund-
punkt dar, in Bezug auf welche R(o,r,) ein singuldrer Halbstrahl zweiter
Art ist.

Dann gilt folgende Aussage: f(x) ist im Punkte myeRy dann und nur
dann differenzierbar, wenn fir jede himsichilich I und R, grundsdteliche
Halbstrahlfolge R,(0,v,), der Ausdruck fir 1/gf-v, fiir v— oo gegen Null
konvergiert mit denselben Bezeichnungen, die im Satz 14 auftreten (11).

SArz 14*. Es sei eine Funkiion f(z) von n Verdnderlichen (n>>2) it
folgenden Eigenschaften gegeben:

1" f(x) ist in einem Kegel mit o als Scheitel definiert.

2" f(z) ist positiv-homoegen von der Ordnumng u>0.

3"  Die Gleichung f(x)=1 bestimmt eine Indicatrie 1 mit o als Grund-
punkt, in Bezug ouf welche Ry(o,7,) ein singulirer Halbstrahl zweiter Art
ist. Dann gilt

lim sup f(@) =00,
BTy

wobet 1, ein beliebiger Punkt des Halbstrahls R, bedeutet.
Aus dem Satze 14* folgt insbesondere, da unter den Voraussetzun-
gen des Satzes 14* f(x) im Punkte =, nicht differenzierbar sein kann.
Die Beweise oben-genannter Sétze 13* und 14* sind jenen der Sitze
13 und 14 analog.
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Sur Pallure asymptotique des intégrales de certains systemes
" d’équations différentielles non linéaires

par 7. SzmypT (Krakdw)

Envisageons le systéme d’équations différentielles linéaires & coef-
ficients constants

k2
(0.1) yi= il (i=1,2,...,n)

i=1

et le systéme

i3
(0.2) di= @yt hrs e Un) (1=1,2,...,%)
=1
qui en particulier, pour
n
(0.3) Fi(ty¥iyeeeYn) 212;?71‘7‘“)‘!/;{ (#=1,2,...,n),

passe en un systéme linéaire de la forme
n

Y= 2,1(06':; +‘Pii(t))‘yi

(0.4) (i=1,2,...,m).

Soient ¥* une intégrale queleconque du systéme (0.1) et y une

intégrale queleongue du systéme (0.2). On considére les intégrales ¥

et 4* comme asymptotiquement associées lorsque la relation?)

y=y"+o(iy"l),

(0.5)
subsiste.
Le probléme suivant s'impose:
PROBLEME P. Correspond-il & chaque intégrale non banale®) v du
systéme (0.1) aw moins une intégrale y du systéme (0.2) asympiotiquement

associde avec y* de la fagon (0.5)%

1) |ly]| désigne la norme du vecteur y(y;,...,¥n). On a Uy]f:'l/iﬁ\:’lyf; p(t)=o(y ()

signifie que la fonetion @ (#)/w(t) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers T'infini.
2) L’intégrale y* est dite non hanale lorsque flyli* 0.
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