252 M. Kucharzewski

Die in Bezug auf I singuldren Punkte der zweiten Art. Fiir diejeni-
gen Punkte, welche hinsichtlich der Indicatrix I, singuldr von der zweiten
Axt sind, gelten folgende, den oben bewiesenen #hnliche, Sfitze; nimlich:

SATz 13*. Es sei eine Funktion f(x) von n Verdnderlichen (n>2) mit
folgenden Bigenschaften gegeben:

1° f{m) ist in der Umgebung U(Ry,d) defindert und dort micht negativ.

9 f(@) 4st positiv-homogen von der Ordnung u<<0.

3 Die Qleichung f(x)=1 stellt eine Indicatriz I mit o als Grund-
punkt dar, in Bezug auf welche R(o,r,) ein singuldrer Halbstrahl zweiter
Art ist.

Dann gilt folgende Aussage: f(x) ist im Punkte myeRy dann und nur
dann differenzierbar, wenn fir jede himsichilich I und R, grundsdteliche
Halbstrahlfolge R,(0,v,), der Ausdruck fir 1/gf-v, fiir v— oo gegen Null
konvergiert mit denselben Bezeichnungen, die im Satz 14 auftreten (11).

SArz 14*. Es sei eine Funkiion f(z) von n Verdnderlichen (n>>2) it
folgenden Eigenschaften gegeben:

1" f(x) ist in einem Kegel mit o als Scheitel definiert.

2" f(z) ist positiv-homoegen von der Ordnumng u>0.

3"  Die Gleichung f(x)=1 bestimmt eine Indicatrie 1 mit o als Grund-
punkt, in Bezug ouf welche Ry(o,7,) ein singulirer Halbstrahl zweiter Art
ist. Dann gilt

lim sup f(@) =00,
BTy

wobet 1, ein beliebiger Punkt des Halbstrahls R, bedeutet.
Aus dem Satze 14* folgt insbesondere, da unter den Voraussetzun-
gen des Satzes 14* f(x) im Punkte =, nicht differenzierbar sein kann.
Die Beweise oben-genannter Sétze 13* und 14* sind jenen der Sitze
13 und 14 analog.
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Sur Pallure asymptotique des intégrales de certains systemes
" d’équations différentielles non linéaires

par 7. SzmypT (Krakdw)

Envisageons le systéme d’équations différentielles linéaires & coef-
ficients constants

k2
(0.1) yi= il (i=1,2,...,n)

i=1

et le systéme

i3
(0.2) di= @yt hrs e Un) (1=1,2,...,%)
=1
qui en particulier, pour
n
(0.3) Fi(ty¥iyeeeYn) 212;?71‘7‘“)‘!/;{ (#=1,2,...,n),

passe en un systéme linéaire de la forme
n

Y= 2,1(06':; +‘Pii(t))‘yi

(0.4) (i=1,2,...,m).

Soient ¥* une intégrale queleconque du systéme (0.1) et y une

intégrale queleongue du systéme (0.2). On considére les intégrales ¥

et 4* comme asymptotiquement associées lorsque la relation?)

y=y"+o(iy"l),

(0.5)
subsiste.
Le probléme suivant s'impose:
PROBLEME P. Correspond-il & chaque intégrale non banale®) v du
systéme (0.1) aw moins une intégrale y du systéme (0.2) asympiotiquement

associde avec y* de la fagon (0.5)%

1) |ly]| désigne la norme du vecteur y(y;,...,¥n). On a Uy]f:'l/iﬁ\:’lyf; p(t)=o(y ()

signifie que la fonetion @ (#)/w(t) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers T'infini.
2) L’intégrale y* est dite non hanale lorsque flyli* 0.
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Désignons par x-+1 le maximum de tous les exposants des divi-
seurs élémentaires de la matrice (a;—Ady) et soit k() une fonection posi-
tive, continue pour i>t, et telle que Pinégalité

(0.6) }oh(t)t" it << oo
to

subsiste.

Dans les hypothéses (0.3), (0.6) et I'Y ypothése |p;(t)|<<h(1), S. Faedo
et B. Levi ont démontré®) Pexistence d’un certain systéme de % inté-
grales lindairément indépendantes de (0.1) ayant la propriété qu’a chaque
intégrale y* de ce systéme appartient au moing une intégrale y de (0.4)
agymptotiquement associée avec y*.

On pourrait assez facilement démontrer, que la méthode des appro-
ximations successives, employée par Lievi [2] pour la démonstration de
ce théordme s'applique sans des modifications essenfielles au systéme
(0.2) dans les hypothéses: .

i f.,;(t,O,...,O)——‘-—O,
(0.7) n
Ifi(tiyly'“7yn)"f'i(t7"jlv'"7@n)|<h’(t)121 Iyy’_:&fl (i=1,2,...,n),

ol la fonction A(¢) remplit la condition (0.6).

Par les considérations tout & fait élémentaires jl est facile de dé-
duire du théordme de Faedo-Levi une réponse affirmative au probléme P
dans le cas, ol le systéme (0.2) est Lindaire. Dans le cas non linéaire
les considérations de cetite sorte me conduisent pas au but.

Dans le présent travail (cf. § 4, théoréme 1 et corollaire 1) je résous
positivement le probléme P, qui concerne des équations non linéaires
(0.2) dans P’hypothése de l'unicité des intégrales de ce systéme et dans
Phypothése : :

n .
(0.8) lfi(t)yl’-‘~7yn)l<h(t)j21]yfl (¢=1,2,...,n)
essentiellement plus générale que (0.7). Cette généralisation réussit grice
4 la méthode topologique de M. Wazewski?), qui permet en plus
d’obtenir des renseignements plug précis sur le nombre des paramatres
essentiels desquels dépend la famille des intégrales y du systdme (0.2),
asymptotiquement assocides de la fagon (0.5) avec une intégrale non
banale y* du systéme (0.1), et d’évaluer 1a vitesse avec laquelle la fone-
tion (y—y*)/ly"|| tend vers zéro.

) 3) E}f. {21, (8) © (1950), p. 29. L'hypothése (0.6) a été introduite par Levi au
liew de I’hypothése analogue, mais plus restrictive de Faedo (ef. [1]).
i) Cf. [3], [4].
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1 est intéressant de remarquer que I'inégalité (0.6) est, en un certain
sens, une condition nécessaire pour que le probléme P admefte une ré-
ponse affirmative. Cette remarque résulte d’un exemple dfi & W. A. Ja-
kubowicz®).

Dans le présent travail, outre la résolution du probléme P (cf. théo-
réme 1 et corollaire 1), je démontre le théoréme 2 {cf. §4) qui est une
modification du théordme 1, et le théordme 3 (cf. §3) qui concerne la
comparaison de lallure asymptotique des intégrales de deux systémes
d’équations différentielles non linéaires dont les seconds membres dé-
pendent de la variable 2.

Te théoréme 3 englobe comme cas particulier le théoréme de TLe-
vinson®) qui se rapporte & la comparaison de l'allure asymptotique
des intégrales du systéme

yi=4{t ¥ (i=1,2,...,m)
et du systéme

n

= 4:(t) 111-+7_,§,; P (1) Y5 (1=1,2,...,m).

Dans le §3 je démontre un lemme de caractére topologique. La
méthode topologique de T. Wazewski ayant été exposée ef appliquée
plusieurs fois ([3], [81, [9]), je vais me rétérer dans la suite aux définitions
et aux théordmes qui y sont cibés.

§ 1. Lemme 1. Supposons que les fonctions o(t), 6() sodient des
fonctions réelles, continues

oo
(>0 pour 1=ty [8(1) dt< o0,
)

et qu'il existe une constante C>0 telle que
B

[ o) at>—C
A

Léquation différentielle

pour towt B>AZ>1,.

-7: —o(t)4+8()=0
poéséde alors une intégrale s=gp(t) ayant la propriété:
@ (t)=>0, lim ¢(t)=0.
On a ’ t—oo .
s=q(t)= [2 exp(?if a(s) ds)f&(r) exp(_——?if a(s)‘ds) dr] .

Tne démonstration trés simple de ce lemme peut atre omise.

1 de
22" —o(t)P+6(1)= 5

12

5) Cf. [5], p. 365, et [6]. p. 234-235.
¢) Cf. [7], théoréme 1. |

Annales Polonici Mathematicl I.
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LEMME 2. Supposons, que les fonctions réelles a(t), f(t), y(t), soient
continues
a(t)> 0, BY>0  pour t=1,,
(1.1)

) B
[a(t)di<oo,  lim f(t)=0,  Hm f[y(t)di=—o0

11y t—o0 Bty

ot qu'il existe une constame C>0 telle que

(1.2) fy Ydt<C  pour B>AZt,.
Soit D une constante réelle telle que
y(H)D=0.

Dans ces hypothéses 1'équation différentielle
(1.3) & —y )z —[a(®)+DB(H) »(H)]=0
posséde une solution z=vyp(t) ayant la propriéié
(1.4) PH)>0  pour i>1y, zim p (1) =0.

On a o
(15) y)(t)—exp(f ds)f[a 2)+DB(7) )}exp(—j?;(s) ds) dr.

o

Démonstration. Il est évident, que (1.5) est une intégrale de
Péquation (1.3), positive pour > t,.
Désignons par y,(t) et vy, (t) les fonctions

i T
v, () =exp (tofy(s)ds) f () exp(— t.,fy )ds) dz,

t
vy (B)=exp (tf y(s)

0

ds}tofDﬂ(r) »7) exp(»-tf y(s)ds) dv

Pour la démonstration de la seconde des relations (1.4) il suffit de
démontrer, que

(1.6) lim 9, (t)= lim g, ()= 0.

t—oo0 t—00

Appliquons la régle de I"Hospital au quotient

i £
DJp(r)y(v)e xp (— [v(s)ds) dx
pa(t)=—2 &
exp (— fy(s)ds)

dont le dénominateur tend vers l’inﬁm lorsque t—o0 (cf. (1.1)).
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On obtient pour le quotient des dérivées la relation
. .
Dp(8)y(t) exp(— [y(s)ds)
2 =—Dp(t)->0
—v(t) exp (-~ [(s)ds] -

8

(ef. (1.1)), done limuy,(¢)=0.
" t—o0

o Je - vais démontrer la premiére des relations (1.6) moyennant un
raisonnement de N. Levinson?). On a en vertu de (1.2),

t ¢ a(f) t i
wl(t)ztfa(r) exp ( fy(s) ds) drgtf a(z) e@(fy(s)ds)dr-{—ec(fna(r)dr
° z 0 T w
Il est dong évident que notre lemme sera démontré, si ’on trouve une
fonetion w(?) satisfaisant aux deux conditions suivantes:

o (t) = oo,
t-—>o0

¢
fy(8)ds——oco  lorsque f<r<o(t)<i, t-—>oo.
T

En nous bornant aux valeurs de ¢ suffisamment grandes pour que l'iné-
galité (cf. (1.1))

i
F(t)z—tfy(s)ds>0

subsiste, il suffit de choisir w(f) de sorte que
1 1
F{w(t)]:~9— (1), F(r)g?ﬁ’(t) lorsque [H<r< o(t).

LemMME 3. Soit h(u) une fonction positive et k un mombre naturel,
k>=2. Dans ces hypothéses Dinégalité

(1.7) f{f ...(fh(ul)dul)...} << oo
t Uk U

est équivalente a Vinégalité

(1.8) tf.h(ul)uf_ldul<oc.

La démonstration de ce lemme étant facile, mais assez longue, j’en
donnerai une esquisse. En profitant de la formule d’intégration par
parties on démontre par linduction qu'il existe des constantes Ay
telles que

z i—2 -2
(1.9) tdub 1 fdu,,_ ey h(uy) = 3 Ayl o 7h () du.
Us =0 Ui

) {7], p. 121,-démonstration du théoréme 1.
4%
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T'équivalence des relations (1.7) et (1.8) résulte facilement de la

relation (1.9).

§2. Considérons le systéme d’équations différentielles

dy; d .
(21) e =.2,1%'?/7~ (i=1,2,...,n)
j=
et supposons que
(]“—}“1)pl IAREE] (l_}*w)m

constitue la suite compléte des diviseurs élémentaires de la matrice
(a—Adyz) et que Re(i;)>Re(ly,) (4=1,2,...,w—1). Choisissons un
groupe quelconque Ag,.. de racines caractéristiques ayant la
méme partie réelle. On a

vy Agir

2.2) Re(A)=... = Re(d,1)>Re(1)=
. =Re(Agsr1)>Re (gsr) >... > Re (1)
ou bien un des cas extrémes g=1, g-+r—l=w subsiste.
Choisissons ;> 0 de sorte que
_e(zvi—}*q)“é'i>0 (¢=1,2,...,¢-1),
(2.3) Re’(lq“}*i)'_ei>0 (t=q+r,...,w),
0=1 - (i=q,...,q+r—1),

ce qui est possible en vertu des hypothéses (2.2).
On sait quil existe une matrice constante non smguhere U telle
que la transformation

(2.4) y=Ux
transforme le systéme (2.1) en le systéme
da;
= —L%%—@Mm
(2.5) A, i=1,2,...,w
2: It‘h“’im—l’f‘@i'”ima ( = ! ),
da,
T

§ 3. Désignons par t une variable réelle, par

X, =(x Wap)  (a=1,2,...,w; B, complexes)

a1t

et par

X=(Xla'--1Xm)=(£u:-~~:;7?11:11--~7‘7"1::17'--79710111.)-
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Soit 0<{s;<<p; (8;, p; nombres entiers). Supposons que les fonetions
3.1) Fy(t) ('=q+r,...,w), Fy(t) (t=gq,...,q+r-1, j=1,2,...
Gi(t) (I'=1,2,...,q—1), Gy} (i=q,...,q+r—1, §'=8+1,...

soient des fonetions continues, réelles positives, et que les fonctions
Hy(t), Hy (1) (i=q,...,q+r—1, j=1,2,...,8, j'=s+1,...,m)

soient des fonctions continues, complexes en général. Dans le cas extréme:
g¢+r—1=w, s;=0 pour i=gq,...,q-+r—1 les fonctions F n'interviennent
point.

Convention 1. S, dans les empresszons dans lesquelles mtervwmwnt
les indices i', i" ow les couples dindices (1,j), (1,i'), (i',y), (i",8), Pon
wa pas indiqué les valeurs qui doivent parcourir les mdwes énumerés ci-
-dessus, on doit comprendre qu’ils admetient respectivement les valeurs

i =q4r,.. W, ey, 8=1,2,...
Ci=g,q+1,... j=1,2,... Pl p;
En tenant compte de cette convention introduisons les fonctions
m(t, X)=T~t, m¥{,X)=\X—F},
m (¢, X)=|wy—Hy'—Fy,
™ (t, X)=1X.I"— G& (8, X)=my — Hyl — G,

384),

’ pi)

7:’=1327“"q—17 y=1,2, 3 Pir-

sq+7r—1, 387y

(3.2)

avec lesquelles nous allons définir l’ensemble w (dit polyfacial régulier)
et les ensembles

M, u* (b=gq-+r,...,w), b (b=¢,q+1,... 155
Lkh (k=47Q+17“‘>g+r*17 h=sk+17'-~5pk)7 I 7q—’1)

(dits faces de ») au moyen des inégalités énumérées ci-dessous, oll, pour
abréger, on a supprimé les arguments des fonctions qui ¥ interviennent.

w: m<0, m¥ <0, m7<0, I7"<0, I"<0¥),
e om=C, m¥<0, m7<0, 17'<0, 1"<0,

yg+r—1, h=1,2,...
(k=1,2,...

M om0, mF=0 (k fixe), m¥'<0, m¥<0, 170, "<,
M a0, m¥ <0, W*=0 (k,h fixes), m7<0, 1¥'<0, I¥"<0,
I m<0, m¥<0, m7<0, M*=0 (k,h fixes), I7<0, <0,

F: m<0, m¥<0, m¥<0, 17'<0, IF=0 (k fixe), I"<0.

%) Cf. la convention 1.
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LEMME 4. Choisissons umne valewr t=1>T et un systéme de valeurs
Tify? f.y (of. la convention 1) vérifiant les indgalites

i’
(3.3) Niap, P —Fh(r)<0,  |ah—Hy(7)'—Fy(s)<0
y=1

Toujours en tenant compte de la convention 1 définissons Pensemble E par
les relations

2
t:r, ‘”ii'——mgfw Lyry == ':’y: M'i'/_ 7)12“Gi'(7)<07

(E) u
2l = G (1) <0
=1
Dans le cas ewtréme: g-+r—1l=w, $;=0 lorsque q<i<q+r—1 Pen-
semble B est défini par les relations

t=, @450 —Hyo (2)] — G (7) <0,

7
dZ (40" — G (7) <0
=1

Soit 8 Vensemble défini par la relation

8= L'+ IV MY~ 3 M-I
I 3 ar T

Ceci posé, nous affirmons, que ES est un rétracte®) de 8 et qu’il nest
pas un réiracte de E.

Remarque 1. Dans le cas général: ¢-+r—1<<w, s,4...+8..,1>0,
en raison du choix arbitraire de ag,#,, il existe, pour un = fixe, une
famille d’ensembles E dépendant de p paramétres, oll

P=Pgirt ... TPw+8g+ ...+ Sgrr_1,

et telle qu’a deux systémes différents de ces paramétres correspondent
des ensembles E disjoints.

Démonstration. Nous construisons d’abord une transformation
Q=0(P) effectuant une rétraction de § en ES. Soit P = (t,dy, ...
un point variable de 8. On a pour ce point (cf. la convention 1)

Bum)

54 T—i<0, |XP—F<0,  |oy—Hy(d)— Fy(H)<0,
X~ G <0, by — Hy () — 6% (1)<0,

ol P'égalité infervient au moins une fois.

°) {31, p. 280 ou [9], §2, remarque 1.
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En désignant les coordonndes de @ par (t*,ay,..

< dep,) DOus Aéfi-
nissons la transformation @=®(P) par les formules

=1,  ah=al, @, =2,
Gy . O .
m;":Hij'( 7(1 [ By — 1_7 i)] Lyrg == (Tﬂ) Fyrg-
Gy (1) G- (1)
Il en résulte que le point @eES, car, en raison de (3.4),

— =22 - - 1<,
ir T)] y I'é’ —G (1)<

Gy (1)
Zla;.,,l — G t)_[
G- (1)

ol ’égalité intervient au moins une fois.

a3 — Hypo (%)

Supposons que PeBS. Alors

- 0 ot 0
t=1,  By=&j, By, =Ty,

13— Hyo (7)F — G (1) <0

I R
DB — F(7)<0
d=1

olt I’égalité intervient au moins une fois.
10 est facile de remarquer que @&(P)=P, car

F=r=t, ah=al=2y, I5,=20,=50;,
Gy (T) - .
* k2) L bl
By (T F —— [@y — Hy (D)1=,

i

* G- (7)

i = = Ly = Fies
G (1)

La transformation @(P) effectue une rétraction de S en ES, car
elle est continue sur S et, comme nous venons de le démontrer, ®(P)eES
lorsque Pef et 415(.1:7):13 lorsque PeBS. L'ensemble ES est donc un ré-
tracte de S.

Nous allons établir maintenant que ES n’est pas un rétracte de E.
Remarquons & cet effet, qu’il existe une homéomorphie effectuant la trans-
formation de l’ensemble % en une sphére fermée. I’ensemble ES, con-
stituant la frontidre de E, est transformé par cette homéomorphie en
la frontidre de cette sphére. ES n’est donc pas un rétracte de E, car,
comme on le sait bien, la frontiére de la sphére n’est pas un rétracte de
la sphére.
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§ 4. Définition 1. La fonction vectorielle FE)=(f1(t),- .-, fu(D)) s0r
dite éire de la croissance V(a,k) lorsque )

. t
il

{—0o0

(a — véel, & — mombre entier mon négatif) ewisie, est finde et différente de
2ér0. Si f>a, ou f=a et p>k, nous dirons que V(B,p) surpasse la orois-
sance de la fonotion f(t) et nous le désignerons bribvement: croissance de

F<V(8,p).
Considérons le systéme d’équations différentielles

N n
(4.1) Yi= 21 @i ¥;
=

et supposons que

(¢=1,2,...,n)

G2,y (AR

constitue la suite compléte de diviseurs élémentaires de la maftrice
(355 —A04).

On sait, d’aprés la théorie des équations différentielles linéaires,
que chague intégrale non banale du systéme (4.1) a une croissance V (a,k)
bien déterminée et qu’il existe un indice 4, 1<i<Cw, tel que a=Re(l),
0<kE<p;—1.

THEOREME 1. Considérons le systéme (4.1) et supposons, en tenownt
comple des motations introduites ci-dessus, que

Re(4)>...2Re(d,_)>Re () =...
co.=Re (g 1) > Re(A) = = Re(4,) 19).

(4.2)

Désignons par
(4.3) s=max {p,—1,...,Pqr1- 1}

et soit T un nombre entier tel que

(4.4) 0<ILs.

Posons
(4.5) , Sp=min {,p,—1} (k=q,q-+1,...,q+r—1),
£.6) P=Pgyrt A PptSgt Ao lorsque g-r—1<<ow,

P=S+..-+Sgpr1  lorsque gq-+r—21=1w.

®) Les cas extrémes g=1 ou g-+r—1=w peuvent aussi étre admis.
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Supposons que les fonetions fi(t,Y1....,¥s) (i=1,2,...,m) soient
continues et qu'il emiste powr t321,>0 une fonstion h(t) positive, oontinue
et telle que
(4.7)

m(t,yl,-..,ynn@mﬁwfi (i=1,2,....m),
2

(4.8) }eh(t)tsdt<oo.
to

Supposons enfin que par chaque point (t,41,--..Ya) PESSE WNE intégrale
unique du systéme
n
(49) y:‘.zzlaiiyj+fi(t9y17"'.7]/¢x) (1;:1,2,.‘.,%)-
i=

Ceci posé, & chagque iniégrale y* de (4.1) dont la croissance ne surpasse

“pas V(Re(lq),l), il emiste, dans le cas p>0, une famille F dépendant de

P paraméires essenticls au moins @intégrales y du systéme (4.9) qui ont
la propriéte

. y—

lim —

Y=o
t—o0 te v

(4.10)

La projection de Vensemble des poinis appartenant aur seotions  des
intégrales de la famille F par le plan t=1 (v suffisamment grond) sur wn
certain hyperplan = & p dimensions contient la projection du point y*(T)
comme le point intérieur. Dans le cas p=0, il existe au moing wne intégrale
ayant la propridté (+.10). Plus prévisement, on & dans le deus cas (p=>0
et p=0)

ly—y"ll _ il flr — ]

1 gRe(iet) i eRe (o)

ot | U] désigne le module™) de la mairice U, introduite dans le § 2, et

flo— "] -
e = 0(20) ™),

ol B(t) est une fonction analytique tendant wvers séro lorsque t—sco. On
Vobtient en utilisant les formules (4.23) dans lesquelles @;,@s,v; désignent
certaines fonctions, introduites dans la démonstration dw théoréme 1, qui
tendent vers zéro lorsque t—-oco.

1y On appelle module de la matrice U={(uy) T’expression 3,!'2[71;[5 que l'on
désigne par ||U|l.
12y §(t)=0(g(f)) signitie que la fonction F(#)/g(t) reste hornée lorsque t—-oo.
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Démonstration. La transformation y=Ux, introduite dans le
§ 2, transforme le systéme (4.1) en le systéme (2.5) et le systéme (4.9)
en le systéme t

du;
dtu = Aty + 03 sy -+ 241 (£, X),
(4.11) o, (1,2,...,w)
1, 0p— >
"E?" =L, 1+ 03 @i, 1,1 (1, X),

d(v.,; )
‘ﬁt—yﬁ :liw'm{ + %ip‘(t X,

ol jX.= By ooy Brpyyee oy Byppyevn s Byp,) 6 les fonctions %y satisfont aux
conditions analogues que les fonctions f;. Cela veut dire qu’il existe une
fonetion positive yx(t) telle que

(412) alt, D<) 3 o, ] 201" A< oo
%7 2]

(t=1,...,0; §=1,...,p).

Pour la dél:lonstration de notre théoréme, il suffit de prouver qu’a chaque
intégrale & du systéme (2.5), o’est-h-dire du systéme

gy
T AWy ~+ 05 @i

(4.13) _ (6=1,2,...,w)

2o

dtil =Lt 1+ 0i%sp, ,

dx,
i =}”iwip4 s

il"ex:iste une famille dépendant au moins de P paramétres ossentiels
d’intégrales # du systéme (4.11) (dans le cas p==0 au moins une inté-
grale o de (4.11)), telles que

llp —a*

(14 g = 0(9(0),

olt D(t) est une fonction analytique tendant vers zéro lorsque ¢ tend

vers linfini et que comme Phyperplan = en question on peut prendre

le plan Lyyr=10 (i:q’ yq+r—1; 4 .
Ly i'=s41,.0.,p), @p,=0 (i""=1,...
q—l; a=1,’“,pi~)7 t—1. ? ) 7p1). 9 ({ H ’
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En réalité, remarquons que si lintégrale y* du systéme (4.1) a la
croissance <V (Re(4,),]), I'intégrale #*=U"'y* du systéme (4.13) a aussi
la croissance <V(Re(Z,),]). L'évaluation du gquotient [ — a*|/ffeRet
donne aussi celle du quotient [y —y*||/ifeRe%¥%, car

el

ly—y*l
<1Vl om0t -

(4.15) flgRe Gt ==

olt |U]| désigne le module de la matrice U.

Soit #* une intégrale arbitraire du systéme (4.13) ayant la croissance
<V(Re(4,),]). On a done forcément
S 0

()

(1=1,2,...,4—1; j=1,2,...,1),
(4.16)

‘ Ty=Wyt)  (I=g,q+1,..,05 §=1,2,...,:),
ol W'ij(t) sont des polyndémes dont le degré <! lorsque ¢<<i<<g-+r—1.

En vertu de (4.5) et de la seconde des relations (4.16) on peut choi-
sir les nombres positifs ¢, et A4 si grands que :

(4.17) n Y (| Wyl) <Al pour >4,

1,2
ol la sommation est étendue sur les valeurs des indices i=g,...,q+r—1,
J=1,2,...,p.
Nous allons définir maintenant les fonetions ¢; (¢==1,2,...,¢4—1),
p (f=q-+r,...,w), oy (t=¢,...,¢+7r—1, j=1,2,...,p).
En posant

oilt)=Re(l— i) —g;,  d(t)=Any(t)?

nous définissons la fonction ¢; (i=1,2,...,¢—1) comme la solution de
I’équation différentielle
@ —o, ()8 - 0(t)=0,

définie dans le lemme 1, ce qui est possible en vertu des hypothéses
(4.4), (4.12) et (2.3). Les mémes hypothéses nous permettent de définir
la fonetion y; (pour i=g-+r,¢-+r-+1,...,w) comme la solution, consi-
dérée dans le lemme 2, de ’équation :

& —p(t)z—all)=0

ol a(t)=Any (1)t et y(t)=0;—Re(l— ).
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Je vais définir les fonctions ¢y (i=¢,¢+1,...,q¢4+r—1, j=p,;,p;—1,
..,8;+1) au moyen des relations

%m:A! tlx () @,
(4.18) . N
@ pew=A [T7(1) dm«tf Piyprry1 (1) B (v=1,2,...,p,—s,~1),
t

qui ont un sens en vertu du lemme 3, des hypothéses (4.12) et du fait
que I+p;—s;—~1<s (i=¢,¢+1,...,q+r—1) (cf. (43)-(4.5)).

Il est facile de vérifier que les fonctions (4.18) sont positives, ten-
dent vers zéro lorsque t—>oo et qu’elles vérifient les équations différen-
tielles

(4.19) P T AL H=0, ¢}y F AL 7 (1) F @1 pyin (1) =0.

Si s;221, nous définissons par récurrence les fonctions @i, pour les
indices j=s;,8,—1,...,1, comme les solutions considérées dans le lemme 2
de Péquation (1.3) dans laquelle il faut poser, pour t=4,>0,

1 e 1
Dz—m y o a(t)=Ag )t B =@,  ¥(t) =B
Tespeetivement.

Ce procédé est admissible, car Ia fonction ®i,541, A6ja définie, tend

vers zéro lorsque ¢->oco.
Ohoisissons un nombre T>max (t;,%,) (cf. (4.8) et (4.17)) si grand que

(4.20) max {|gy (1)}, [y ()], lgy ()]} <1

En désignant, comme dans le lemme 4, par X;=(2;,...,4,,), je
définis ensemble o par les inégalités (cf. (4.16))

lorsque t>T.

T—i<0,
[ X;f* —gf e*Re ) (i=1,2,...,4—1),
(£21) oy —a* —gf 2619 g2Ro Gt ) ‘(i=q,...,q+r-1, j=1,2,...,8,),
g =iy —gigo o <O (i=q,...,q4r—1, jms;+1,...,p,).
R el | (i=g—f—r,v..,,w),
On a dans ’ensemble w en vertu de (£.17) et (4.20)

(4.22) 3 | < Aft oRe G,
1,7
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En posant
pie™l =6, (1)

sy=Hy, yt*t—gReldi= (1)

(i=1,2,...,q—1),

(i=gq,...,q+r—1, 1=1,2,...,8),
(=G,eeyqr—1, j=8+1,00,00),
;6B Bl — I, (1) (f=g+r,...,w)

et en définissant les fonctions m, m¥, m?, 1%, 1% par les formules (3.2)1°)
on voit que I’ensemble w est le polyfacial régulier, défini dans le § 3.
Soit

wy=Hy, @zeRet'=a, (1)

@) =(w0(0),... 1 Bip, (B)5 -« Bpa () - s B (2)

lintégrale du systéme (4.11). Nous désignons par Dy p(t,X) la dé-
rivée de la fonction composée u(i, X (t)) par rapport & ¢ (sous I’hypothése
que cette dérivée existe). On a donc
d
D(4.11)!4(1~X)=;l‘t“/‘(taX(t))-
Nous allons démontrer que ’

1 .
5 Dyaym(t,X)<0 lorsque (¢,X)e B,

1
;D(4.11) w*(t, X)<0 lorsque (£, X)eM* (k=q+7,...,w),

(4.23) i—_b“.u)m"”(z,X)<0 lorsque (t,X)eM™
i (k=gq,...,q+r—1, h=1,2,...,8;),
%D(,,_u)l""(t,X)>0 lorsque (t,X)eL®

’ (k=gq,...,q+r—1, h=s8;+1,84+2,...,9:),
%D(4.u)l"(t,X)>0 lorsque (¢, X)eL* (k=1,2,...,q—1).

La premiére de ces inégalités étant évidente, nous passons & la dé-
monstration de la seconde. En vertu de (4.12), (4.22) et de ce que
%(8)>0, on a pour (¢,X)eM*

1 ; 1
ry Dy m(¢,X) = ?Dm.u){{-Xklz—"l’iﬁzm(")‘}

& Pr—1

by ’
=Y Re(Ayllys Tps + %4 Tps) + ) Re(@lzmk,s+1£ks)-"I’IcngBU')t("pk_l“'/’kRe(}vq))
§=1 . §=1
<— e By [Re (J,— M) — o] —ndy (1) '} =0,

1) Cf. la convention 1.
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P’égalité ayant lien d’aprés la définition de la fonction g,. D’une fagon
analogue on obtient, d’aprés la définition de la fonetion ¢y,

7217 D(4.11) Zk(t y X)> “GgRew”{‘pk‘FI’s ”‘“‘Plzc [Re (4 —")‘11) — o] Fndy(t) f’l} =}

En vertu de (4.19)

1 1 * 2 2Re(i)l
7D(4,u)lkw(t:‘¥)= iy -D(4,11)“‘1’}cm’*""'l.-ml P ) }
& -

> — a1 O A (1)) == 0,

ef, pour s<h<<py, on a (cf. (2.3))

1 g 1 * 2 2 aRe(
Y Dy ™t,X) = Y Dyl [, |* — g €120 }
- -

= '
=Re { (Frn "“’J:h) (A g g1+ Ay th - -’”Z,h—u )} — PP €O 0 o)
—ginRe( g g7Re Gt Re (1) wip el 1 (et
~ P 6P W Ay (1) — gy 01 €70 W g, Re (1) ¢Ro G0t

= —gg 'R (Z’)t{ G+ O pp+ Ay (1) = 0.

Enfin, grice & la définition des fonetions gy, pour h<{sy, on &

1 1 ,

K * 2 9 9Re (i)t 28k+1-
’;D(:;.ll) m* (1, X)= Q—D(‘Ll]){lmkh‘mlchl —Pkné ol ghlont )}
- £

< PP TIEOAD T L g ) PRl e
’ 11

S+1—h
— ‘p;ch e2Re ()t yxsit1-n) __ °k + - v W}Zch o2Ro (i)l 2(sp+1-1)

<—g e U’)ttz(s"“—h){fp;ch + &Lt]—jji P [11 2Oy q’—k:—ﬂ]} =0

On constate facilement, en vertu des propriétés des fonctions m,
m¥, m¥, T, 1 et des relations (4.23), que toutes les premisses de 1I’hypo-
thése H du théordme de T.Wazewski (ef. [8], §2) sont satisfaites. Soib
W Densemble de points P appartenant & la section du tuyau o par le
plan {=7 tels que la demie intégrale droite issue de P soit situéoe
dans . En verbu du lemme 4 et du théoréme mentionné ci-dessus
de T. Wazewski, la projection de I’ensemble W sur le plan 2,=0 (=g,
41,0+ r—1, j'=3i+1:---7pi): Bprg=0 (‘i"=1,--~,Q—1, 0=1,...,pp)

)
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t=r, constitue un ensemble contenant dansg le cas p>0 la projection du
point ¥*(z) comme le point intérieur. D’un autre théorsme de T. Wazew-
ski') il s’ensuit que le nombre des dimensions de I’ensemble W est au moins
égal & p, ce qui veut dire que la famille des intégrales asymptotiquement
associées avec 'intégrale y* dépend au moins de p paramétres essentiels.
Dans le cas p=0, il existe au moins une intégrale y asymptotiquement
associée avec y*.
Pour chaque intégrale @y située dans o, les relations

3
oo By — &y
24 1 R

sont des conséquences de (£.16) et (4.21). Plus précigément, on a

|2y — gl o .

];m(—a);tj<¢i (7':1’25"'34_'1! ]=1727~--7pi)1
] . .

ts,ﬂi,-eufw)t <@y (i=q,...,q+r—1, 7=1,2,...,8),

(4.25)

|2 — %] . .

;Re(xg); <¢up (i=g,...,¢+r—1, J=s8,+1,...,m),

|5("i'_~7"':7'1

»W~<w+nReW-’f"]Wﬁ(t)} (i=g+r,...,0, j=1,2,...,p,),

ce gui donne I’évaluation de la vitesse avec laquelle les quotients inter-
venant dans (4.24) tendent vers zéro. Notre théoréme se trouve aingi
demontré.

CorROLLAIRE 1. Considérons le sysiéme déquations differentielles
n
t .
(4.26) Yi= 2 ayl; (i=1,2,...,m)
7=1

et désignons par u+1 le mazimum de tous les exposants des diviseurs éle-
mentaires de lo matrice (a;—20;).

Supposons que les fonctions f,(t,y1,...,y,) soient continues ot guil
existe, pour towt t24,>0, une fonction h(t) positive, continue et telle que

3 o0
(+.27) Ifi(tﬁ'yl"":.’/n)'<h’(t)j,§,:[!/jl~ 1J h(H)tat <oo  (i=1,2,...,m).
= 0

M) Cf. [4], théoréme 1. Dans ce travail s'est faufilée une erreur. Au Heu .de
X=(2,...,3,), I’:(yl,.,.,yg) a4 la page 3 il faut mettre X=(2,...,), ¥=
=Y Yp)-
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Supposons enfin que par chaque point passe une intégrale unique

du systéme :

(4.28) (t=1,2,...,n).

n
y;: Z a’iﬂ'}/y‘"i‘fi(i:yla---7?/11.)
j=1
Dang ces hypothéses, & chague intégrale non banale y* du systéme
(4.26), i emiste au moins unc intégrale y du systéme (4.28) telle que

y=y*+o(ly*]).

Remarque 2. Le covollaire 1 résulte du théoréme 1, car I’hypothése
(4.8) est une conséquence de (4.27). En se rapportant donc an théoréme 1
on peut obtenir pour chaque intégrale y* géparément des renseignements
plus précis sur le nombre des paramdtres essentiels desquels dépend la
famille d’intégrales y remplissant (4.29), de méme que sur la vitesse avee
Iaquelle le rapport [ly—y||/ly*|| tend vers zéro lorsque # tend vers infini.

(4.29)

THEOREME 2. Remplagons dans le théoréme 1 Uhypothése (4.8) par
VPhypothése plus forte

(4.30) f W)t < oo

of laissons sans modification les autres hypothéses. Posons

B=Dsrt -+ Do ot f=0 g+r

A chaque intégrale y* du systéme (4.1) de la croissamce <V(Re(4,),l),
il existe, dans le cas g +r—1<<w, une famille dépendant de f paramétres
essentiels au moins, et dans le cas g+ r—1=w au moins une intdgrale du
systeme (4.9) telle que

lorsque q-+r—1<w lorsque —1=w.

Y=y

g =
Démonstration. Posons s,=0 (k=¢,q+1,...,¢-+r—1) au lieu

de 'la définition (4.5) du théordme 1. Nous déﬁmssons les fonctions 2
(f=gq,9+1,...,947r—1) pour toutes les valeurs possibles des indices j
(c’est-4-dire pour j=1,2,...,p;) au moyen des formules (4.18), ce qui
est possible, car
f{f [fuxul du]
i \up, Uz
en vertu de (4.3), de I’hypothése (4.30)%) et du lemme 3.

En introduisant ces modifications dans la démonstration du théo-
réme 1, on obtient la démonstration du théordme 2.

}dum<°° (k=q,q+1,...,¢-+r—1)

*) La fonction y(f) satisfait aux mémes conditions que la fonetion Dty (ef. le
commencement de la démonstration du théordme 1).
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- 5. Posons X;=(#;,...,2,) (i=1,...,w) et soit X=(X,...,X,).
Supposons que pour un certain ¢ (1<<g<w), p,=1 et désignons pour abréger
@y =&,. Considérons le systéme d’équations différentielles

- ax; , .
(5.1) " =H(t,X)+ F;(t,X) (i==1,2,...,10),
dans lequel H,;(t,X), F,(t,X) (i=1,2,...,w) désignent des vecteurs

p; — dimensionnels, continus dans lespace Q des points P=

H,(t, X)=A(t)z,.

(t,X) et

Supposons que par chaque point passe une intégrale unique de ce
systéme. Désignons par I; P’ensemble des points dans lesquels |X;]=0
et s0it

(5.2) §(P)= HT Re(X;H)—TRe(2(t)) dans  0Q—T7.
“*q
THEOREME 3. Supposons gu'ils existent des fonctions continues oy(l)
(i=1,2,...,q) telles que
(5.3) o;(t)<s;(P) lorsque PeQ2—1T; (i=1,2,...,q)
et que, powr wi certain ¢>0,
n
Totydr>—e  pouwr tout B>A")  (i=1,2,...,¢q).
N
Supposons en  outre qu'ils existent des fonctions continues o;(t)

(i=q+1,q-+2,...,w) telles que

oi(t)=s8;(P)  lorsqgue PeQ—1I3,
(5.4)
B
lim [ o;(t) —oco (i=q-+1,q4+2,...,mw)
Boseo
et que Don ait
B
[etdt<e  powr tout B>4.

A

Admettons encore 1 hypothése

(5.5) i, DIKBOIN], [ bt di<es,
Iy

h(t) continue et positive pour t2t,, et posons p=py,-+...+P, lorsque
g<w et p=0 lorsque g=1w.

%) Dans le cas i=¢ notre hypothése est satisfaite par la fonction o, (t)=0.

Annales Polonici Mathematici I. 5


GUEST


g
3
)

Z, Szmydt

Ceci diant admas, le systéme (5.1) posséde dans le cas p>0 une famille
dépendant de p parainétres essentiels aw moins @'imtégrales X = (xy) ayant
la propriete

P
lim —*ﬁy~'~ =0 lorsque {#q,
t—>c0 Re(fA(r)dr)
ty
(5.6) \
[A(z) dx
g e
lim —————— =0.

{—>co ]{B(fi (¥) dz)
¢ h

Dans le cas p=0, il ewiste au moins une intégrale'?) ayant celle propriéé.
Démonstration. La méthode topologique employée dans la dé-
monstration du théordme 1 nous conduit, dans le cas considéré ci-dessus,
4 une démonstration moins compliquée qu'auparavant. (Vest pourgnoi
je vais me borner & l’esquisser.
Je définis les fonetions ¢;(t) (i1=1,2,...
y posant

,q) en vertu du lemme 1 en
St =1 w+3h(t)
et les fonctions y;(t) (=¢+1,¢+2,...,%) en vertu du lemme 2 en posant

y)=cilt),  a(ty=Yw+3h).
Soit‘ T un nombre si grand que

D=,

(5.7) e <1, lwt)<l lorsque t>=17.
Posons
m(t, X)=T—t, ‘ mi(t, X)=|X; _w%(‘,zne({fz(z)d,) (i=q+1,¢4+2,...,w),
F(t, X)=| X"~ w?eme(‘fwd’) (i=1,2,...,¢—1),
1t 0) = — (Hf Mdtiz— e Re(fa(0) an

et définissons les ensembles w, M, M’ (j=g-+1,...,w), I (j=1,2,...,¢q)
comme dans le § 3. '
On constate d’abord, en vertu de (h.7), que

Re( f A(z)dr)

(5.8) X< yw-+3e i

dans ’ensemble .

") On obtient aussi Pévaluation de la vitesse avec laquelle les qﬁot,ients inter-
venant dans (5.6) tendent vers zéro (ef. (5.9)
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Puig par des caleuls simples, en utilisant les hypothéses (5.3), (5.4), (5.5)
et les relations (5.7) et (5.8), on établit les inégalités

1 .

5 Dym(t, X)< 0

lorsque (¢, X)e J{,

1 ; .
5 Deym (¢, X)<0  lorsque (4, X)e M (j=g+1,¢+2,...,w),

%D(m)z"(t, X)>0  lorsque (t,X)el’ (j=1,2,...,¢).

En vertu du théoréme de T. Wazewski (of. [4]) il existe dans le cas
p>0 une famille dépendant de p paramétres essentiels an moins d'inté-
grales du systéme (5.1) situées dans ». Dans le cas p=10 il existe au moins
une intégrale ayant cette propriété. Ces intégrales vérifient les relations
(5.6) en raison de la définition de Pensemble m. Plus précisément, on obtient

@5 . . . .
t =0[¢=<t>] (1<7'<9a }21;—';---,]’1‘.):
Re( [ A(z)dr)
e
(fl(f)df)
~ . Xy—eh ~
(5.9) ; =0[g, ()],
RefA(r)dx
e %
&y;

: =0[y:(1)] (¢+1<i<w, §=1,2,...,p).
Re(f 4 (xdr)
e

Iixemple. Considérons le systéme

dz
‘(‘ﬁl‘ =[A(0)+g(t, 2, 20,25) 10, +F, (1,2, 2, ,3y),

dz,

(ﬁ" =l(t)m2+Fﬂ(t7‘r’1:J’2!m3)v

da, 1

A(ES‘ :['Z(t)"' ’t' f(tﬁnl:mza ');3)]‘1?3_1}"1413 (t'fml y‘rml".‘i):

et supposons que les seconds membres sont continus dans Pespace £ des
points P(t,,,%,,7;) et que par chaque point passe une intégrale unique
de ce systéme. Soit Re[g(t,s,,,45)]20, Relf(t,n,,u,,25)]>1,

B (8020, 20)| B D) Y oy [ma o [Py
olt h(t) est une fonction continue et telle que

[h(t) dt<oo.
& 5%
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Posons o, (t)=05(t)=0, o3{f)=—1/t. On vérifie facilement, que toutes
les prémisses du théoréme 3 (py=p,=p,=1, ¢=2, H;=(1+ g)m,,
H,=(i—f[t)m,) sont satisfaites. Il existe donc une famille, dépendant
d'un paramétre essentiel aw moins, d’intégrales :ns(ml(z),.,ﬂ(t),m,,(f/))
ayant la propriété

f A@)ds

lim lq‘——-—- == {} (#==1 :3), NI e = (),
t—00  Re([4(x)dr) o0 Re( f A(r) d7)
e 4 e I8

Voici maintenant un fhéoréme étant une simple (*on,s(’-qu(m(v du
théoréme- 3.

THEOREME 4. Supposons que les seconds membres du systéme @ équa-
tions différentielles

g,
(5.10) ';i‘;i — ()4 Fo(1, X) (i=1,2,...,n)

sotent continus et que par chaque point passe une intégrale wnique de oe
systéme. Supposons que les perturbations f;(t, X) satisfassent aux conditions

i, X)i<<h(1)| X! (¢=1,2,...,m),

[ h(t) dt< oo, h(t) eontinue lorsque 121,.
ty

Soit g un nombre naturel, 1<qg<n. Posons
(5.11) o (t)=Re[2;(t)— 2,(t)] (d=1,2,...,m).

Supposons que, pour wne certaine constante ¢>0,
B
Jo) @>—c,  lorsgue B>d, 1<i<q"
A

et que hm f«r (#) Bt=—o0, fa'1 dt<e pour B>A4 (q-+1<i<n).

Dans ces hypothéses le systéme (5.10) o une famdille dépendant de
p=n—q parameétres essenliels au moins dintégrales ayant la propriété

&

N . . &,
lim =0 (i#g), lim """ . =,
I—>00  Re( [ay(r)dr) {—>00  Re( [1,(v)dr)

e 4 e 5

Dans le cas ot g==mn, il existe au moins une intégrale ayant cette propridic.
) Pour i=q cette condition est satisfaite automatiquement, car on a alors
gg(t)=0 en vertu de la définition (5.11).
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Ce théoréme résulte imméd.ia.tement du théoréeme 4 et de la remar-
que quwen vertu de (5.11), (5.2) et (5.10), 'on a

8 (P)=0y(t) (h=1,2,...,0).

Remarque 3. Le théoréme 4 englobe comme cas particulier le
théoréme 1 de N. Levmson [7], dans lequel les perturbations f;(¢,X)
étaient linéaires.

Remarquons que le théordme 3 permet d’obtenir un théoréme un peu plus @é-
‘néral que le théoréme 4. Voici son énoncé.

TutorhMe 4 his. Considérons le systéme d’équations

du; .
Aﬁfﬁ =R (1) wy + @ () by + [ (1,.X),
’I"’fa'.l)l.—l R )
(5.12) 7 :/,{(t).l,‘,-‘piq'%Qi(t)rm—rfm_ L2 (LX) (i=1,2,...,¢—L,g+1,...,n),

R ¢
‘[“i’t’“ = )"i'ui—'_/lfp‘( ),

dir, .
IT = A (8w, + [, (LX)

donl les seconds membres sont condinus.
Posons

=Re(7,(1)— 7,01 le; (1) lorsque 1<i<q,
o, () =Re (2, (t)—2,(01+]o, (1))  Torsque q+1<i<n,
P=Pgi1t-.-F Pn Zo_rsque g<i et p=40 lovsque ¢==n
et laissons sans modification toutes les auires hypothéses dw théoréme 4.
Ceci étant admis, il existe dans le cas p>0 une famille dépendant de p paramétres

essentiels aw moins dintégrales du systéme (5.12) ayant les propriéiés (5.6). Dans le cas
p=0, il existe aw moins une intégrale ayant cette propriété.

La démonstration du théoréme 4 bis s’appuie sur le théoréme 3 et sur la remar-
que gque

5, (P)= = Relc, (gt + @ur) T+ Jrli’m_r 1 (;‘.i‘l!’.‘pr 1+ gi'l'ipi) + J.’Pz]"i"‘.‘l’i] — ReZ, (1)

= Ref4,(1) — 2, (0] —le0)|=oy(t)  powr i=1,2,...,q
et pareillement

& (P)<Re[2,(0) — 2, (B]+ ledDi=0,(t)  pour i=q+1,...,n
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Sur Pallure asymptothue des mtegrales des systemes d’équations

différentielles au voisinage d’un point asymptotiquement singulier o
par Z. MIKorAJska (Krakow)

§ 1. Introduction. Soit &(¢) une intégrale du systéme

(1.1) L 2, (i==1,2,...,%)

dont les deuxidmes membres sont continus dans P’ensemble de points
(t,21,...,%,) pour lesquels

te (@,b),

ol O est un ensemble ouvert. Admettons Punicité pour les intégrales de
ce systéme.

zn) E@

[T

Définition 1. Soit («,p) le plus grand intervalle dans lequel & (1)
existe. Nous disons que Pintégrale @ (1) atieint Uexirémite droite de linter-
valle (a,b) lorsque f=b.

Soit A un intervalle partiel de («,p). Nou.\f désignons par

o(d)

Tensemble des points z==o(t) conebpondanﬁ aux valeurs fed.

Les symboles [y,d], et (y,0) désignant respectivement les inter-
valles fermés ‘et ouverts, les symboles [y,8), et (y,d] — respectivement
les intervalles fermés du coté de y et fermés du c6té de 6, la signification de

(1.2)

(1.3) D([y, 00, B((y, ), P{[y,98)), D((y,6])
est dvidente.
Détfinition 2. Soit
(1.4) 2,60, wCO
et supposons que @(f) atteine b. Nous disons que O(¢) ext asympio-

tique relativement & Vensemble w lorsqu’il existe un %), tel que

(1.5) B([ty, b)) Con.
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