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Sur Pallure asymptothue des mtegrales des systemes d’équations

différentielles au voisinage d’un point asymptotiquement singulier o
par Z. MIKorAJska (Krakow)

§ 1. Introduction. Soit &(¢) une intégrale du systéme

(1.1) L 2, (i==1,2,...,%)

dont les deuxidmes membres sont continus dans P’ensemble de points
(t,21,...,%,) pour lesquels

te (@,b),

ol O est un ensemble ouvert. Admettons Punicité pour les intégrales de
ce systéme.

zn) E@

[T

Définition 1. Soit («,p) le plus grand intervalle dans lequel & (1)
existe. Nous disons que Pintégrale @ (1) atieint Uexirémite droite de linter-
valle (a,b) lorsque f=b.

Soit A un intervalle partiel de («,p). Nou.\f désignons par

o(d)

Tensemble des points z==o(t) conebpondanﬁ aux valeurs fed.

Les symboles [y,d], et (y,0) désignant respectivement les inter-
valles fermés ‘et ouverts, les symboles [y,8), et (y,d] — respectivement
les intervalles fermés du coté de y et fermés du c6té de 6, la signification de

(1.2)

(1.3) D([y, 00, B((y, ), P{[y,98)), D((y,6])
est dvidente.
Détfinition 2. Soit
(1.4) 2,60, wCO
et supposons que @(f) atteine b. Nous disons que O(¢) ext asympio-

tique relativement & Vensemble w lorsqu’il existe un %), tel que

(1.5) B([ty, b)) Con.
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Définition 3. Nous disons que D(¢) est asymptotigue relativement

aw point z,, lorsque P(1) atteint b et 5irr§¢(t)=zo.

Définition 4. Le point 2, est dit point gsy1)&ptot@'g[4mmeut singulier
fort, lorsqwil existe un voisinage w de 2 {wCO) tel que Vensemble des
intégrales asymptotiques relativement & o est non-vide et coincide avee
celui d’intégrales asymptotiques relativement & z,.

Remarque 1. Dans le cas d’'un systéme aux coefficients constants

da
== gt - Dy,

dy
— = A By
at dt Aut-By

* (1.6) (b~ aBs0)
le noeud et le col sont des points asymptotiquement singuliers forts,
tandis que le centre ne 'est pas.

Aux notfions ci-dessus se rattache le probléme suivant:

ProsuiME 1. Indiquer les conditions suffisantes powr que z, soit un
point asymptotiquement singulier fort et dvaluer le nombre de paramdtres
essentiels dont dépend la famille des intégrales asympiotiques relativement
& %. :

" Indiquer, en partioulier, le cas od il ewiste une intégrale wnique asymn-
plotique relativement & 2.

MM. P. Hartman et A. Wintner [1] ont indiqué une solution

du probléeme dans le cas n=1, c’est-a-dire dans le cas olt le systéme (1.1)
se réduit & une seule équation (cf. §15).
v Une autre solution d’un ecaractére plus qualitatif a été indiquée
par M. T. Wazewski [2]. (’est lui qui m’a suggéré l'idée de généraliser
le théoréme en question de MM. P.Hartman et A. Wintner au cas du
systéme d’un nombre queleconque d’éguations.

Le probléeme 1 peut &tre divisé en deux problemes :

PROBLEME 2. Bn admetiant que z, $oit wn point asymptotiquement
singulier fort, indiquer les conditions suffisantes velatives au systéme (1.1)
permettant d'cévaluer le nombre de paramétres essentiels dont dépend la fa-
mille des intégrales asympiotiques relativement & 2.

PrOBLEME 3. Indiguer les conditions suffisantes POUr quwun point z,
soit asymplotiquement singulier fort.

Le théoréme 1 du §10 donne une solution du probléme 2. Afin de
mettre en évidence le caractére géométrique de ce théordme, hornons-

-nous au cas ol & coincide aveec l'origine des coordonnées de Pespace
a n dimensions et introduisons le céne ¢ (p,q)

» DAq

(L.7) sz:B _5:' ;;? (B>0)
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ol p+g=n. Abstraction faite de 1’origine des coordonnées, ce céne par-

tage Despace en deux parties D,(p,q) et Dy(p,q)

D Nz‘
0< Ez';ng N,

i=1 j=p+1

Partie Dy(p,q):
(1.8) ; niu |
Y L2 T L2 ¥
Y#E=B Y #>0.
=1 i=p+1

Partie Dy(p,q):

Supposons que Porigine des coordonnées soit un point asymptoti-
quement singulier fort du systéme (1.1) et admettons que les intégrales
du systéme (1.1) s’approchent du plan & p dimensions

(1.9) =0 .,

Bypq=0

lorsqu’elles passent par les points dans Dy(p,q) et qu’elles s’éloignent
du plan & ¢ dimensions

(1.10)

a=1, .. =0

lorsqu’elles passent par les points situés dans Dy(p,q).

Cela posé, le nombre de paramétres essentiels dont dépend la famille
des intégrales asymptotiques relativement & Dorigine sera au moins
égale & ¢ (cf. théoréme 1 du §10).

Pour démontrer ce théoréme nous nous servirons d’une méthode
topologique dite & T. Wazewski [3].

Le théoréme 2 du § 13 fournit une solution du probléme 3.

I’hypothése servant de base & ce théoréme est qualitativement
analogue & celle du théoréme 1, mais elle est plus préeise au point de
vue quantitatif. Elle exprime que les intégrales passant par leéy points
situés dans Dy (p,q) ou Dy(p,q) s'approchent ou s'éloignent suffisamment
vite de I’hyperplan (1.9) ou (1.10).

Les plans (1.9) et (1.10) jouant des réles différents dans 1’énoncé
de nos théorémes, les réles des variables

(1.11) Sy Bageeey
et des variables
(112) :’lp+11--'7‘:)u+q

seront aussi différents. Il sera donc commode d’introduire pour les points
(1.11) et (1.12) deux notations différentes en les remplagant respecti-
vement par

(1.13)
(1.14)

‘Y—‘:—(-/Ul,ul?g,...,oﬂz,),

Y:(!/uym'-'fyq)'
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Dans ces notations le systéme (1.1) prend la forme du systeme suivant
de p—4g=n équations:

aX

(1.15) '(E* =P, X,Y),
4y S
(1.16) =0, X,Y).

La forme Dbien particuliére des hyperplans (1.9) et (1.10) ne consti-
tue aucune restriction essentielle. En appliquant une transformation
linéaire convenable, on peut les transformer en hyperplans I7 et 2 donnés
@'avance et ayant un seul point commun. Dans le cas des systémes li-
néaires aux coefficients constants dont les deuxidmes membres sont
complétés par des perturbations non linéaires, on peut prendre comme X

Phyperplan caractéristique corvespondant aux racines caractéristiques -

dont les parties réefles sont positives et comme I7 I'hyperplan caracté-
rigtique correspondant aux autres racines caractéristiques dont les par-
ties réelles sont négatives done non nulles. Le théordme § et P’exemple
du §17 se rattachent & un tel cas. Nos théorémes 1 et 2 englobent aussi
le-cas particulier olt un des systémes (1.15), (1.16) manque (cas p=10
et cas ¢=0).

L’exemple & la fin du travail (§ 17) montre que nos théordmes, grice
& leur caractére topologique, peuvent 8tre appliqués méme au cas oit
les deuxiémes membres du systéme (1.1) ne possédent pas de dérivées
partielles du premier ordre sur la droite =2y, G<t<b.

§ 2. Nous rappelons des définitions de quelques notions connues
intervenant dans la suite.

Définition 5. On dit que Iensemble A, ACB, est rétracte de Den-
semble B lorsqu’il existe une transformation Q=T (P) continue dans B
et telle que

I'(P)=P T'(Pyed PeB.

Définition 6. Soit wCA. La classe de ces points frontidres de o

qui appartiennent & @ est dite frontitre de o relative & @. Elle sera dési-
gnée par Front (w,0). ‘

lorsque Ped, lorsque

Détinition 7. o est dit ferme relativement & @ lomsque wCO o
Front (w,0)Cao.

§-3. Considérons mn systéme d’équations différentielles

dz
(3.1) : &
, 5 =12)

éerit sous la forme vectorielle.
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Hyroruiise G. La fonction I'(t,Z) est continue dans un ensemble
ouvert 0, (te(a,b), ZeO) de points (t,Z). Par chaque point de 2 passe
une intégrale unique du systéme (3.1). w est un sous-ensemble de 6 fermé
relativement & 6.

§ 4. Soit
(4.1) Py=(ty,%,)

un point tel que e (a,b), Z,¢ Front (w,0) et soit z=@(f) lintégrale du
systéme (3.1) issue du point (fy,Z,).

Définition 8. P, est dit point de sortie relatif & »,0 et au systéme
(3.1) lorsqu’il existe un nombre positif e>0 tel que

B((ty—e,1)) Co.
P, est dit point de sortie stricte relatif & ©,0 et au systéme (3.1)
lorsque

B((to—e,t0)|Cer,  B((tyylg+2))CO—0.

§ 5. THEOREME DE M. T. WAZEWSKI [3]. _Admetons Dhypothése G
du § 3 relativement aw systéme (3.1). Désignons par S la classe des points
aé sortie relatifs & w et O et supposons gue tout point de S soit point de
sortie stricte (relatif ¢ o et @). Soit Z un ensemble tel que

‘ ZCw+A8,
Z- 8 soit un rétracte de S, )
Z-8 ne soit pas un rétracte de Z.
Cela posé, il existe auw moins un point QCZ—S8 tel que Dintégrale J issue
de Q se laisse prolonger & droite jusquw'a la frontiére (absolue) de 2 sans
quitter aw cours de ce prolongement DVintériewr de Pensemble w.

§ 6. Dans le § 4 nous avons énoncé les définitions du point de sortie
et de sortie stricte (relatifs-d w,@ et au systdme (3.1); cf. définition 8).
En gardant les mémes notations et les mémes hypothéses nous intro-
duisons les définitions suivantes:

Définition 9. Le point Py=(,%,) est dit point @entrée relatif
4 0,0 et au systéme (3.1) lorsque

ZyeFront (w,0), toe(a,b), (ﬁ(tu,tu—!—s)_Cm.'

P, est dit point d’entrée stricte velatif & w,0 et & (3..1) lorsque

' Dy, tg+2)Cw,  D(fy—=2,1,)CO—aw.

Définition 10. Py=(1,,%Z,) est dit point de glissement extérieur
relatif & o,0 et & (3.1) lorsque i
Zye Front (0,0), te(a,b),

D(ty—e, 1)) CO—w, D(ty,t-+6)CO—w.
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§ 7. Systéme A(p,¢) Nous envisageons, dans la suite, le systéme
A(p,q) de p-+g équations différentielles de la forme

dx; ; .

7{—' =y, Y1y Uy (F=1,2,....p),
(7.1)

dy; ; .

‘(UA! =g (g, s By Uiy ey Yy) (F==1,2,.. ().

En posant
‘Yz('"U"""’;U)a '}{':::(.(/“,,,,;)/'1)7

{7.2) Ft, X, ) ={f(t,.X,Y),...,f"(t, X, V)],
G(ty‘\'ay):{.(/l(t’*“fﬂY)y“' ,y“(t,l’,)’)},

1

nous éerivons-ce systéme sous la forme vectorielle, e’est-d-dive sous la
forme

dX

— =M, XY

=L, X,Y),
(7.3)

ay

- =0t X, Y.

it (6, X, Y)

Le systéme A(p,0) contient p équations et il a la forme

. dX
7.4 =R, X).
(7.4) =, )
La variable ¥ n'intervient pas dans ce systéme. Le systéme 4 (0,4) con-
tenant ¢ équations a la forme

. ay .
(7.5) =G, V).

§ 8. Nous admettons, dans Ia suite, relativement aw systéme 4 (p,q)
Phypothése suivante:

Hyrorakse H. Les deuxidmes membres F(,X,Y), ¢(t,X,Y) du
sys}téme A(p,q) sont continus dans wn ensemble ouvert O composé des
points (1, X,¥) de Pespace & p-g¢+1 dimensions tels que  a<i<h,
(X,Y)e6, ont b est fini ou b=o0 et @ est un ensemble ouvert de Pespace
& p+¢ dimensions.

Par chaque point de 2 passe une intégrale unique du systéme A (p,q).

Définition 11. Soit

8.1) Tt X,Y)
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une fonection de classe €1 au voisinage d’un point (ty,X,,¥g)e 2 (c’est-
-d-dire ayant les dérivées partielles du premier ordre continues dans ce
voisinage). Les valeurs de V(¢,X,Y) représentent des nombres réels (et
non pas points). Soit X = (t), ¥ =¥(i) l'intégrale dun systéme A(p,q)
issue du point ({,,X,,Y,) et posons

Mty=T(t, D(t), P(1)).

La dérivée de A(f) au point t=1, sera dite dérivée compléte de V (i, X,Y)
relative au systéme A (p,q) et calculée au point (f,, X,,Y,).
On a évidemment (cf. (7.1))

: SOV(EX,T) LOT(EX,Y) ]
)= Y iy VB Gy vy
2 (fn)—[;: AU e ren (RS2 W)

[ore )
o {=ty. .

T=T,

Cette dérivée est une fonction du point (4, Xy,¥,)e 2. En remplagant
(ty, Xy, Y,) par {t,X,¥) on obtient sa valear au point (¢,X,¥) qui sera
désignée par

( fn'(t,x,n)
rlt Apagy ’

On a évidemment

((zj’(t,x,li)) &N AT (XL Y)
A(,4) 0

ax. -

d
i=1 t

N AL S i, X, T
dat

LAV, X,T) . v, X,Y)
BARUELEDF/ S WA il ket
+ o, ) T

=

Remarque 2. La dérivée compléte (8.2), considérée le long d’une
intégrale X=0(t), ¥ = ®(t) du systéme A(p,q) est égale & la dérivée
ordinaire de la fonction ¥ (¢,®(t),¥ (1))

Notations. Soient P=(p;,...,0:), @=(q,...,¢) deux vecteurs
de l'espace & s dimensions. Leurs modules seront désignés par |P| et |Q]
et leur produit scalaire par P-@. On a done

f =1/ 3 0= S
(8.3) IPi=1 &» Wi=] 24
(8.4) PQ=2pit; -
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Remarque 3. Posons en particulier (ef. (8.1)) V(t,X,¥)=|X|
ou V({,X,¥)=|Y|. On a pour les dérivées complétes de ces fonctions,
caleulées aun point (£, X,Y)ef les formules suivantes (ef. (8.2), (8.3) et
(8.4))

A 4| XP(t,X,7) )
B = 22l orsque (X[ 0
(8.5) ( yr )A(M) ¥ orsque | X| 540,
Y| Y6(,X,7) ,
6 azh o ZThAd) o Y0,
(8.4 ( dat )A(P,a) Y|~ lorsque [ ¥}

La dérivée compldte (@]X|[dt) .y, , est égale & la vitesse avee laquelle in-

tégrale passant par le point (X,Y) & Dlinstant ¢ s’éloigne ou s’approche

du plan X=0, suivant que le signe de cefite dérivée est positif ou négati.
§ 9. Notations. Ensemble o, S*(¢) et E*(f). T’ensemble o* est

défini par les relations

(9.1) EEP S

*

YI<6*  (0'CO),

olt y*, 8* sont fixes, 0<y*<oo, 1< §*< oo.

Les ensembles 8*(t,) et B*(4,) sont définis relativement par les re-
lations

(9.2) h<t<h,  |X[=yY, (Y|,
(9.3) 1 <t<h, X<, | V] = 0%
Nous introduisons relativement an systéme A(p,q) Vhypothése suivante:

HyroraisE K. Il existe un toe(a,b) tel que (cf. (8.5), (8.6), (9.2)
et (9.3))

a1x| XF(t,X,Y
(9.4) (—ét_)_mq):—%;—) >0 lorsque (,.X,¥)eS*(1),
a| Y| YG(,X,Y) . .
(9.5) (‘.&T)A(pﬂ): ‘—‘T‘;?I*"‘ <0 IOI'SquG (t,.l,_Y) 34 (1’0)

Dans le cas p=0(cf §7), le systéme A (p,q) pmnd la forme (7.5). Nous
admettons que :

d|Y| Y6G(t,Y) .
9.6) [— 2L .
(.6) ( dt )A(.,,q) 54 <0 lorsque  (t,¥) e B*(t,).

Dans le cas ¢g=01e systér_ne A(p,q) ala forme (7.4) et nous admettons que

(1) a1 X _XP@,X)_ 0 _ o
. ' at A(p’0)~—I—X|- >0 lorsque (¢, X)eS (t)-
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Hyporakse L. Chaque intégrale asymptotique relativement 3 o*
et au systéme (7.3) est asymptotique relativement & 'origine des coor-
données (cf. la définition 2 et 3 du §1).

An cas, ot il existe au moins une intégrale asymptotique relati-
vement & w* et au systéme (7.3) Ihypothése L. exprime que DPorigine
des coordonnées est un point asymptotiquement singulier fort.

§ 10. TuROREME 1. Admettons les hypothéses H, K et L relativement
aw systéme A(p,q).

Désignons, dans le cas p>0, ¢>0, par o{¥,) lo sphére & p dimensions
définie par les relations

(10.1) 1=ty, |X|<y%,  ¥=T,.
Dans le cas q=10, nous désignons par ¢ la sphére & p dimensions
(10.2) t=ty, | X<p™.

Cela posé,
1° dans le cas p>0, ¢=0, chaque sphére o(Y,), okt T, est un point
quelcongue, tel que '

(10.3) [ X< 0%,
contient au moins wn point P tel que Dintégrale issue de P soit asympto-
tique relativement & Dorigine;

2 dans le cas ¢>0, le nombre de paramétres essentiels dont dépend
la famille des intégrales asymptotiques relativement & Dorigine des coordon-
nes est au moins égale & ¢; .

3" dans le cas p =0, toutes les intégrales issues des points de o* pour cer-
tain vy, 7€ (1), b) sont asymptotiques relativement & Vorigine des coordonnées;

49 dans le cas q=0, il existe aw moins une intégrale asympiotique
relativement & Dorigine des coordonnées.

Démonstration. Nous prouverons d’abord, en nous appuyant
sur Phypothése K que pour #, on a les propriétés suivantes:

(I*) L’ensemble
(10.4) 8 (1) — B () _
est composé des points de sortie stricte velatifs ¢ o*,0 e aw systéme (7.3),

(IT*) L'ensemble
(10.5) E* (1) —8* (1)
est composé des potnuts dentrée stricte relatifs & o*, O et au systéme (7.3),

(ITI*) L'ensemble
(10.6) E*(ty) - 8% (1)

est composé des points de glissement extérienr @ w*,0 et au systéme (7.3).
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Soit d'abord un point P, appartenant & (10.4)
(10.7) PD=(I(,,X0,Y(,),

Poe 8" (1)) —E* (1)

et soit {X (t),Y(t)} I'intégrale passant par £;. On a

X () =1X,, Y=Y,
et en vertu 'de (10.7), (9.2) et (9.3)
(10.8) X ()| =| Xl =p", [V ()| =] Yol 0"

En vertu de (9.4) et (10.8), il existe un >0 fel que
XM<y’, 1Y (B]<s
X (1)]>9y", 1Y () <o®

lorsque  ty—e<t<<l,,

lovsque  {,<t<<fy-te.
Ces inégalités expriment (cf. la définition 8, §4) que P, est un point de
sortie stricte.

En s’appuyant sur (9.2), (9.3), (9.4), (9.5) et sur les définitiony 9
et 10 on démontre par un raisonnement analogue notre assertion rela-
tive aux ensembles (10.5) et (10.6). Les cas p=0 et ¢= 0 sont plus faci-

les & traiter en ce qui concerne le caractére de ces ensembles.
' La frontidre de o™ relative & @ étant égale 3 8*+ B*, il régulte de
(I*), (11*) et (IIT*) que, dans les hypothéses K, ’ensemble des points de
sortie de o* relatifs 4 @ est identique & I'ensemble §*(f,)—8* (t,) - E* (1) ob
que tous les points de sortie de o* relatifs & @ sont des points de sortie
stricte. (Dans le cas, ol p=0 ou ¢g=0, on a §* E*=0,)

En vertu des propriétiés des ensembles S* et B*, qui viennent d’&tre
démontrées, existence des intégrales asymptotiques relativement i *
résulte immédiatement du théoréme de Wazewski [8]. Il suffit, & cet effet,
de remarquer que la surface d’une sphére n’est pas un rétracte de la
sphére et que la surface de la,sphére t=f), |X|<y*, Y=Y, (dans le cas
g=0, de la sphére t=t,, | X|<p") est un rétracte de I’Unsemblo | X =",
[T, ty<t<<h.

D’apres Phypothése L toute intégrale, asymptotique relativement
& o* est asymptotique relativement 3 Porigine des coordonnées z,.

La démonstration de 3° 1ésulte immédiatement de TI*. En effef,
dans ce cas la irontlére de o relative & @ ne contient gue des points
d’entrée stncte dans o*, et par conséquent aucune intégrale ne peut
sortir de o dans @, Il s’ensuit que toute mtégmle issue d’un point
P(T,M,. ., 7gsp) € 0*, Teste pour v<{t<h dans o* , donc d’aprés ’hypothése
L est asymptotique relativement au point g.
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§ 11. Propriétés des équations comparatives. Nous avons admis
dans le théoréme 1, l’hypothése L que toute intégrale asymptotique
relativement § l’enﬁemble o” et au systéme A ( (p,q) est aussi asympto-
tique relativement & l’origine des coordonndes. Or cette hypothése est
@’un earactére qualitatif et il peut arriver qu’elle ne soit pas facile & vé-
rifier dans les applications.

C’est pourquoi nous allons donner, dans les paragraphes suivants,
une condition suffisante, pour que I’hypothése L soit satisfaite. Avant
d’énoncer cette condition nous ferons quelques 1emarqnes pour mettre
en évidence son sens intuitif.

¢ étant un nombre positif quelconque (0<e<C1), lntrodmsons les
ensembles Ae,B et w, définis par les relations

(Ensemble A,) ey X<y ol =T,
(Ensemble B,) 0| Y6, LIRYESD M
(Ensemble w,) LX) <ey, 1Y <ed.

Considérons l'intégrale X=X (), Y=Y (i) du systéme A(p,q) issue
d’un point arbitraire P*=(X*,¥*).

Supposons que le systéme A(p,q) satisfasse, pour tout e (0<e<l),
aux conditions suivantes M et N.

Condition M. Toute intégrale issue d’un point arhitraire P* €A, en
un instant 7, (suffisamment voisin de b, 7,< b) sort, en un mstant ¥,
t*>T,, de I’ensemble A, sang plus y revenir.

Uondition N. Toute intégrale issue d’un point arbitraire P*¢B,

en un instant suffisamment voisin de b sort de B,, en un eer‘ram instant,
sans y revenir.

En admettant ces hypothéses on pent vérifier facilement que P’hy-
pothése L est satisfaite pour le systéme A(p,q).

On peut facilement indiquer une condition de caractére cinemati que
qui implique la condition N dans le cas ol b=co, c'est-a-dire lorsque ¢
varie dans D'intervalle a <t<<oo. Il suffit & cet effet de supposer que, & par-
tir d'un certain instant z, (a<<r,<<oco), toute intégrale X@), Y@ du
systéme A (p,g) s’approche suffisamment vite de 'hyperplan ¥=0 tant
gu’elle reste dans B,. Il suffit par exemple que la vitesse de cet appro-
chement —djY (1)|/d¢ soit plus grande qu'une certaine constante —pB.>0.
On obfient ainsi la condition N;

d
h}IY(t>g<ﬁP<o lorsque v, <t<<oco et (X(1),X (1) eB,.

Annales Polonici Mathematici T, 6
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Pareillement la condition M résulte de la guivante
COondition M; '

%m’u)];apu lorsque ,<i<<oo, et (X(1),Y(1)ed,.
@l

On a (pour X (#)5=0 resp. pour ¥ (t)#0)

d XF(t,X,Y) a .

R ' at "

Abstraction faite du cas X (t)=0 et Y (¢)=0 (qui est sans importance
dans la suite) les conditions M, et N, prennent la forme

E-Cl—(lt—’%’—yl <B.<0 lorsque (X, Y)eB,, 7.<t,
ol
—‘X—I—(li—)’ﬂ%ﬂ >a>0 lorsque (X,Y)ed,, 7.<t

Ces inégalités constituent une sorte de comparaison du systeéme
de p-q équations
X'=F(,X,Y), Y'=Qt,4X,Y)

avec les deux équations

du dv

T T Ay, T Pe

at dt
Au lieu de ces derniéres équations on peunt appliquer, pour la comparai-
son, les équations de la forme plus générale

du dv
(11.1) i hy(t, ), i k. (t,m)
pourvu que les conditions
a o ,
—|YW)| <k (8, Y]) lorsque 7.<i<<oo,

dt

S B NIRE ()

. lorsque 7, <t<<oo
@ " " )

impliquent les conditions N et M.
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A cet effet, il suffit d’admettre que les équations (11.1) jouissent de
certaines propriétés W(a,b,a,B) et V(a,b,a,B) de caractére qualitatif
que nous indiquerons tout 4 I’heure.. On observera facilement que ces
propriétés concernent 1’éloignement de l'axe =0 des intégrales de
Péquation duw/dt=nh,(t,u) et le rapprochement de ’axe v=0 des intégrales
de Véquation dv/dt=%,(t,v).

Nous passons maintenant aux détails.

Considérons 1'équation différentielle

du
dt

dont le second membre est continu dans le rectangle

(11.2) = f(t,n)

(m a<<i<b, a<u<p

et admettons l'unicité de ses intégrales.

Propriété W(a,b,a,B). Nous dirons que Péguation (11.2) jowit
de la propriété W(a,b,a,p), lorsque toute intégrale de (11.2) contenue
dans U et prolongée & droite jusqu’a la frontiére de U, tend vers un point
(10, B), To€(@,b), c’est-a-dire

limu(t) =4,
t-r7o

Propriété V(a,b,a,p). Nous dirons que l'équation (11.2) dont
le second membre est continu dans le rectangle U jouit de la propricié
¥{a,b,a,pB), lorsque toute intégrale de (11.2) contenue dans U et pro-
longée & droite jusqu’s la frontiére de U, tend vers un point (,, a), 7,¢(@,b)
¢’est-4-dire

a<<ty<<b.

Iim u(t)=aqa,

t1p

a<ty<D.

§12. LemME 1. Considérons Uéquation différentielle

ot les fonctions @ et Wsont supposées de satisfaive awx hypothéses suivanies:

(12.2) D(t)>0 et D est continne pour a<<i<b,

(12.3) P(u)y>0 et ¥ est continue pour u<u<f,
b

(12.4) [ @tydt=oc0  pour tout ty, a<ty<bh.

’(I
Dans ces hypothéses Uéquation (12.1), consideré dans U, jouit de la pro-
prieté Wia,b,a,p).

(%
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Démonstration. Soit w(f) une infégrale de (12.1) prolongée
pour >%, jusqu’a la frontidre de l'ensemble U, et supposons, pour la
démonstration par impossible, qu’elle ne coupe pas la droite #=f. On
a alors l'inégalité

(12.5) a<u(t)y<p pour It

tant que lintégrale u(t) existe, D’autre part, en vertu de la relation
w (8)=® () ¥(u()) >0
la fonetion u(t) est croissante et par conséquent on a

(12.7) a<ul)<u(t)<p pour i<t

Comme lintégrale u(#) atbteint la frontiére de l'engemble U, il résulte
des inégalités et (12.7) qu’elle est définie dans Dintervalle I<i<h et y
vérifie 'inégalité (12.7). La fonetion u (¢) étant croissante, la limite limu(f)

existe ef, en posant t—b

(12.8) p=lim u () >«

i—b

on a a<y<f. De lidentité (12.6) on obtient aisément la relation

"0 Gy !
12.9 = | @(1)dr
( ) 1,(‘11) (u) J (T) T

d’ott, en faisant tendre ¢ vers b, on a, Q’aprés (12.4),

‘ k4

(12.10) [
W

— =00

e (= (D).

S,

La fonction ¥(u) étant positiye et continue dang intervalle a<<#t<u<y,
la derniére relation est impossible et la démonstration est ainsi terminée.

LemuE 2.. Dans les hypothéses (12.2), (12.3) et (12.4) du lemme pré-
cédent et dans Dhypothése accédssoire que pour u=a "F(u) est continue et
Y(u)>0, Dégquation

(12.11) % = — @(1) ¥ (u)

jouit dans U de la propridié V(a,b,a,p).

La démonstration est analogue & celle du lemme 1.
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§13. Une condition suffisante pour que lorigine des coordon-
nées soit un point asymptotiquement singulier fort. Considérons
le systéme d’équations différentielles A(p,q)

aXx ay

(13.1) = =FEXT), =6 X,T)

dt

ainsi que les équations auxiliaires

(18.2) w=h,(t, ) ol h(t,u)>0,
(13.3) o'=k(t,n) ou k(t,v)<<0.

Nous admettons 'unicité des intégrales des équations (13.2) et (13.3)
et les hypothéses suivantes:

HyroTHESES (W,V):
(W) P’équation (13.2) jouit de la propriété Wz, ,b,ey,y),
(V) Téquation (13.3) jouit de la propriété TV (r,,b,e9,9).

THEOREME 2. Admetions, pour le systéme A(p,q), les hypothéses
H (ct. §8), et soit w,Cw* Vensemble défini par les inégalités (cf. §9):

(o) i<y, B4R
Supposons enswite qu'd choque g 0<<e<<1, viennent correspondre un Hom-
bre T, a<T,<b, et deuxr équations différentielles (13.2) et (13.3) satisfai-

sant aur hypothéses (W, V) telles que Iindgalité

) X1 XFPe, X, Y) . )

(13.4) (_Ef,)iu,,q)_ SR (1 X)>0  powr  w,<t<<h

sott satisfaite dans Pensemble 4,:

(4,) ey <Xy, 81X{Z|Yy

et Dinégalite
(@] X Ya(t,X,Y ’

(13.5) (LI—J) = . M(JV X) Lk (,ITN<0 powr  T<E<D
At ama (Y

soit satisfaite dans Uensemble B,:

(B.) ed<IYISS, X<yl Y.
Dans ces hypothéses Dorigine des coordonnédes est un point asymptotique-

ment singulier fort.
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Démonstration. Désignons par o, l'ensemble

(w,) | X<y, 1 Y|<¢ed (pour tout e,0 <<e<1).

Nous allons démontrer que,
(R) pour tout e 0<e<<l chaque integrale J (1) asymptotique relativement
@ w; est aussi asymptotique relativement ¢ w,.
Le théoréme 2 en résultera immédiatement.
Pour établir la proposition (R) nous démontrerons d’abord la pro-
priété suivante:
(I) Pour tout &, 0<g,<l chaque intégrale J (1) asymptotique relativement
& wy, reste & Vewtériewr du Vensemble 4., pour 1>>1,

Y
r T
B¢
ey /e é
Ag s e
g X
0
N B S
E

Avant de passer & la démonstration de la propriété (I), remarquons
que les hypothéses (13.4), (13.5) impliquent 1’hypothése X (introduite
dans le §9) pour le .systdme 4A(p,q) avec y*=y, 0*=0, f,==7,, aussi
bien qu'avec y =gy, 0" =¢0, fy=r,. Linégalité (9.4 Y
faite dans ’ensemble

8 A=y, . [¥I<6,  7,<i<b
ainsi que dans ’ensemble
(Se,,) | X =y, 1Y < g0, TSt <l

) est donc sabis- -
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tandis que Pinégalité (9.5) est verifiée dans I’ensemble

(B) X<y,  [¥[=6, T, <I<D
et dans D’ensemble
(Eeo) IXi <5071 ‘Iy] :‘5067 Tgﬂé.t<["

Par conséquent, d’aprés nos . considérations précédentes (cf. §10), les
propriétés (I*), (IT*) et (III*) ont liew pour les emsembles §, E, w, et O,
ou pour les ensembles S, B, , ©, et o, lorsquon remplace y * 0,1,
et o* par y,0,7, et o, ou par aﬁ,’,eoé,tsn et w,. Il s’ensuit que les propo-
sitions suivantes ont lieu:

(13.6) L’ensemble S—E est Pensemble des points de sortie stricte de Pen-
semble o, relatifs a @ (cf. (I*)).

(13.7) Lensemble E—S est Uensemble des points @enirée stricte tlcms
w, (relatifs & @) (cf. (II¥)).

(13:8) L’ensemble E -8 est Pensemble de points de glissement extériewr

pour w, (rvelatifs a @) (cf. (III*)).
D’une fagon analogue, on établit que:
(13.9) L’ensemble S, —
w,, (relatifs a wy).
(13.10) L’ensemble B, —N8,
w,, (relatifs & o).

(13.11) Llensemble S, -E, est DPensemble des
FIewr Powr wy

est Densemble des points de sortie stricte de

£
est Uensemble des points d'éntrée stricle dans
points de glissement exte-
relatifs & wy.

On vérifie facilement que 1'ensemble 4, + B, est la fermeture de l’en-

semble o, —o,, et que B, est fermé relativement & w,, (8, —H,) B,=0
et 8, —B, CA,. Il en résulte, d’aprés (13.9) que:

(18.9') L’ensemble 8, —E,, est Vensemble des points d'entrée stricie dars
A,, (relatifs & ), car tout point de sortie de w,, dans w; est un
point @entré dans ©;—w, .

D’une fagon analogue on établit, d'aprés (13.11), que:

(13.11") Lensemble 8, - B, est Vensemble des points de glissement inte-
riewr powr A, + B, (relatifs & o), puisque tout point de glisse-
ment estérienr powr w, (relatifs & ;) est un point de glissement
intériewr powr w;— 0.

Nous examinerons encore les points de ensemble 4, -B, .
Introduisons & cet effet l'ensemble A, :
(13.12) Je=(dy By Y7y

ey ey

b)—8-E,
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et considérons un point arbitraive Py= (7, ;f, 1;) ¢4,,. Lepoint( {, )N_’) appar-
tient & Pensemble A, ainsi. qu’a D'ensemble B, . Les inégalites (13.4)
(13.5) sont donc verifieés an point P,. Désignons par {E(t),ﬂ(t)} Pinté-
grale du systéme 4 (p,q) issue du point P,. Alors .

(13.13) Er)=X, y(n)=T

et en tenant compte de ce que la dérivée compldte, considérée le long
de D'intégrale, est identique avec la dérivée ordinaire de la fonction com-
posée, on obtient, d’aprés (8.5) et (8.6),

: o fd X-F ,\.I
(13.14) (,’ ;5(z);) A
t on by
. ¢ _ Vet(z, 4,1
(13.15) ( ) = 0 0.
a"N v

En multipliant (18.15) par (—y) et (13. 14) par 4§, et en a.ddltl()mmnt
les inégalités ainsi obtenues, on parvient & linégalitié

. {
(13.16) CABIEDI= 7 n(0)] ]y > 0.

On a en outre
(13.17) 81&(o)| =11 (m)| =0 | X|— | ¥} =0,

(13.18) ar<|X|<y, &< T|<o

puisque le point P, = (ro,X 17) appartient & ’ensemble A, . Les relations

(.13.16), (13.17) (13.18) et (13.11’) montrent qu'il existe un nombre po-
sitif >0, tel que .

AWM=y ()= 8] & (7))l = In (7o) =0,

ay<if®I<y,  Int)<s
lorsque 7, <t<<ry+u et

(13.19)

L&) —yin ()] <0,
)<y,

lorsque 7y—a<{t<7,. Il vésulte des relations (13.17), (13.18 ‘
. 3 8 g 5 (13. 13.1 13.1
et (13.20) que: ( o o (1834

(13.21)

(13.20)
g0 (1){<0

Les poinis de Vensemble Ay sont des points @entrée stricte rela-
) .

lifs & Vensemble A, e o mndw que relativement & 1'ensemble

B, et o, ils sont deq points de sortie stricte.
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En nous appuyant sur les propriétés (13.6), (13.8), (13.9) et (13.21)
nous allons démontrer que l'intégrale J(i) asymptotique relativement
A w, a la propriété I. Nous partagerons la démonstration en trois étapes:

(I,) Dans Dintervalle v, <t<<b Pintégrale J(t) n’a pas des points com-
muns avee l'ensemble S.

(I,) Dans Phypothése que Vintégrale J (1) posséde dans Uintervalle 7, <t<<b
U MOINg UN paint commun avec Pensemble A, ,J (1) est asymplotique
relativement & Densemble A, ’

(Iy)  L'intégrale J (i) n’est pas a,symrptot'z?qw relativement & Densemble A4, .

La propriété (I;) résulte facilement des relations (13.6), (13.8) et
de Phypothése que J(¢) soit asymptotique relativement & 'ensemble w;.
En effet, nous avons démontré, que tout point de l'ensemble § est un
point de sortie stricte ou de glissement extérieur relatif & w, et @ et par
suite J (f) ayant un point commun avec § devrait quitter ’'ensemble w,,
ce qui contredit & notre hypothése sur Pallure asymptotique de 'inté-
grale J () relativement & w,.

Nous démontrerons la propriété (I,) en nous appuyant sur la pro-
priété (I;) et les relations (13.9") et (13.21).

Supposons, pour la démonstration par impossible, qu’il existe deux
valeurs 1=t et i=t, 7, <t,<t,<<b, telles que J(f) appartienne & A,
et J(t,) 1’y appartienne pas. Alors il existe aussi une valeur #;, #;<<t3<Ci,
telle que J (t;) est un point de sortie de 'ensemble A, et n’appartienne
pas & Pensemble S, ce qui est impossible car

[Front (4, ,0)]x( A+ (8, —E.,)

&

T2 0) =8+

&y

et les ensembles .1, et S, —F, se composent exclusivement des points
d’entrée stricte relatifs & Pensemble 4, et o;.

Passons & la démonstration par impossible de la propriété (I;). Sup-
posons & cet effet qu’il existe un nombre 7 tel que 7, <<I<b et que J ()¢ 4,
lorsque 1<t<<h. En raison de (13.4) on a le long de Pintégrale J (1) I'iné-
galité

(13.22) ¢ X (8 20, (6, X)) pour  te[l,D).

dt
Soit w(f) lintégrale de 1équation auxiliaire u'=h,(¢,4) passant par le
point {7, X (1)1}. D’aprés la théorie des inégalités différentielles et gréce
4 la propriété (L) et la relation (13.22) nous obtenons
(13.23) w ()< X (8)  pour tell,b).

On a ainsi une contradiction, car I’hypothése (W) affirme Vexistence
d'un nomhre I, tel que

(ly) =7, Lye{l,b).
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Eu rapprochant les propriétés (L) et (I;) on constate facilement que
la propriété (I) est satisfaite.
Nous allons mainfenant démontrer que pour J(¢) asymptotique
relativement & w; les propriétés suivantes sont satisfaites:
(IL,) La relation J (t*)em,,, o T, KT <h, implique que, dans Pintervalle
"0,
J(t)Cw

&)

est-g-dire Vintégrale J (1), ayant wn point o, J (%) commun  aveo
Vensemble o, est asymplotique relativement & cet ensemble.
(IL) Il emiste wne valewr T de Vintervalle 7, <i<<b telle que J(I)ew,.

11 est vident, que (I2) résulte immédiatemant de (II;) et (IL). Pas-
sons & la démonstration de la propriété (II;). En raison de la propriété
(I), il est évident que lintégrale J (t) ne confient pas de points communs
avee Pensemble 4, pour 7, <t < ). Done elle e peut pas quitter ensemble
,, que par I’ensemble K, — 8, , ce qui est impossible car les points de
cet ensemble sont d’aprés la relation (13.10) des points d’entrée stricte
dans o,. Nous avons donc établi que l'intégrale J (1), s'étant trouvé
dans w,, pour une cerfaine valeur TV > 7, ¥ reste pour tous les ¢ de Dinter-
valle v*<t<b. La propriété (IL) se trouve ainsi démontrée.

Pour la démonstration par impossible, de la propriété (IIL,), suppo-
sons que ’intégrale J (f) n’ait pas de points communs avece w,, dans 'inter-
valle [7,,b). Il en résulte, que J () est asymptotique relativement b
wy—A,— o,, car, en raison de la propriété (I), Vintégrale J(¢), par hy-
pothése asymptotique relativement & w,, est asymptotique relativement
4 o,—A4, e, par suite, selon notre supposition, elle Dest aussi relati-
vement & o,—4, . Remarquons que

o—4,—o0,CB,.
Le long de l'intégrale J (i) on a donc
. d N
(13.24) YOIk YD) powr 7, <1<,

car I'inégalité (13.5) est satisfaite dans Pensemble B,,.
Soit v(t) intégrale de léquation auxiliaire

(13.25) 0=k, (t,1)

passant par le point (Ts‘.,ly(feﬂ)!)- On obtient alors de la relation (13.24)

Tinégalité

(13.26) 50 <| Y (1) <0 (1)

pour | r, <t<h,
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L’équation (13.25) étant, d’aprés Phypothése (V), du type V(a,b,56,0),
il existe un nombre § fel que Le(r,,b),
(13.27) 0(5)=g,0.

En rapprochant les relations (13.26) et (13.27) on obtient une contra-

. dietion -

£d <1 X (5)1< eyd.

La propriété (IL,) est ainsi démontrée.

La propriété (R) résulte immédiatement des propriétés (II;) et (IL,).
Ainsi nous avons démontré que pour ¢ suffisamment voisin de b, Pinté-
grale J(t) parcourt dans o,, c’est-d-dire qu’elle est asymptotique rela-
tivement & w,,.

§ 14. Voici maintenant le théoréme qui constitue une conséquence
directe des théorémes 1 et 2.

TuhoREME 3. Dans les hypothéses du théoréme 2 il existe une famille,
& q paramétres cssentiels, d'intégrales de Véquation A(p,q) asymptotiques
relativement & Vensemble w, et & Vorigine de coordonnées. 8i ¢=0, il en
existe aw moins une et dans le cas ol p=20, toutes les intégrales sont asymp-
totiques relativement & w, et & Porigine de coordonnées.

§ 15. COROLLAIRE. En raison des lemmes 1 et 2 les équations (13.2)
et (13.3) satisfont aux hypothéses (W, V) cdest-a-dire jouissent respective-

-ment de la proprieté W(z,,b,ey,y) e V(r.,b,&6,0) lorsquw’on pose

h(t,u)=a,® ()W (u),
k(t,0)=—a,@2()¥(v)
D(1)=>0 et D(t) est continue pouwr a<i<bLoo,

Yu)>0 et P(n) est continue pour 0<u< f=max(y,9),
b
[ @ ydt=co  pour tye(a,b),
o

> 0.

Dans le cas ¥(u)=1 et p+¢=1 on obtient du théoréme 3 le théoréme
de Hartman et Winter.

§ 16. Une condition d’unicité de lintégrale asymptotique rela-
tivement A lorigine des coordonnées. Nous allons indiquer une con-
dition Q’unicité de lintégrale asymptotique relativement & lorigine des
coordonnées dans le cas du systéme A (p,0), ¢’est-a-dive

X

== =p(t,X).

5.1
(16.1) dt
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TugoriMe L. ddmeitons les hypothéses H,K,L (cf. §8 ot 9) dans
le cas oit g=0 et supposons en outre gue F(t, X) soit une fonetion de classe
Ot dans Pensemble o x4

Xew, a<<t<b

et que la forme quadratique
n
(16.2) Q=0Q s,y m)= z 2 fat X)miny

s0it positive, semi-définie pour chaque point (t,X) de Pensemble ox 4,
c’est-g-dire

(16.3) QU ypy) =0 powr Xew, a<i<l.

Dans ces hypotheses il existe wne intégrale umigue du systéme CONSIBErE,

asymptotique relativement & o et aw point asymptotiquement stngulier 2.
Démonstration. Llexistence de Dintégrale asymptotique rela-

tivement & o et au point asymptotiquement singulier ¢, résulte, d’aprés
nos hypothéses, du théoréme 1 (cf. §10, cas g¢= =0). Supposons qu’il,

existe deux intégrales asymptotiques X(¢) et X() différentes 1'une
de Dautre. L'unicité du systéme 4 (p,0) étant supposée, il en  résulte

que pour i suffisamment voisin de b les fonchom Xty et JL( t) sont
définies et

(16.4) TWAX(M)  powr ty<t<b, a<iy<bh.
Soit
(16.5) elt)=IX (1)~ X (z)].

La fonction p(t) est done définie pour ,<t<<h et o(8)>0 lorsque t,<t<h

(16.8) o' (t)= e ,“ﬁ(_",),)(( ())..“F(t"i@)
e(t)

A Taide de la fonction anxiliaire

pour t,<i<<h.

(16.7) P(t,X,n)zl"(t,ml,...,J;I,,nl,..,,-;71) Zf (t,X)p=R(t, X)y

oW 7= (ny,...,7,), le numérateur de Pexpression ubbmuw pour o' (t) peut
8tre écrit sous la forme suivante i

U X)L (4, 8) F(t, )] = F(1,5) (X~ X)— B (2, (% 1)
(16.8)

=I't,X X —X)- I X X-1)=— =[1(6,X ) —1 (j,,l)’lngx_;;.

Allure asympiotigue 20¢)

En tenant compte de ce que la fonction I est de classe ¢ par rapport & X
dans V’ensemble convexe |X|<(y, on obtient, d'aprés le théordme des
acecroissements finis, .
]’(f,X,»])—]’(Y,.?.J})
(16.9) b b -
=2 Iy (t, X, 0) (@ — 5) = N N fult, Y)Y T—5)
i=1 7=1j=1
ot X*=X+6(X—X), 0<d<1. Posons n=X—X. En rapprochant les
relations (16.6), (16.7), (16.8), (16.9) et en tenant compte de ce que la
fonetion @ est une forme quadratique positive semi-définie, on obtient

v st Y@

e'(th= >
(16.10) o
_ Q(il‘%’l\--w}pf@)): QX ),>
ol oy 7

I en résulte que o(t) est une fonction croissante, d’o
(16.11) e(ty=o(f)>0 pour {,<t<h.

On a ainsi une contradiction, car limpg(#)=10 en raison de ce que X(t)—0

i—b

et X(t)— 0. Le théordme se trouve ainsi démontré.

§ 17. HvpoTHESE M. Les coefficients a; du systéme

dis; n .
=Y Ay (i=1,2,...,1)

171
( w-1) dt j=1

sont constants et réels. s;,...,s, désigne la suite compléte des racines
caractéristiques, par hypothdse simples, du systéme (17.1), 8= y;+ 145,
(i=1,2,...,n) ol y; et §; sont réels et

(17.2) y;>0  pour j==1,2,....p (p<<m),
(17.3) <0  pour j=p-+1,p+2,...,n%

THEOREME 5. Admettons Dhypothése M relativement au sysiéme (17.1)
et envisageons le systéme perturbé

_ d‘z,,\ 1
(17.4) = > gyt (g, ity (B=1,2,...,n).
(lf i=1
Admettons que les fonctions n(t,@,,. .. &) soient continues powr (@, 2,,...,1,)

appartenant & wn voisinage o de Vovigine des coordonndes et powr 0<i<<oo,
et que par chague point de o passe une intégrale unigue du systéme (17.4).
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Cela posé, il ewisie un nombre N >0 (dépendant exclusivement du sy-

stéme (17.1)) tel que, powr chaque systéme de fonetions (¢, @;,...,x,) en

question sawsja/bmnt oux indgalités

’ n

1/ ‘ 7t rl,A.‘,-Ir,,)< le" ay pour Xew ot 01t < oo
Fosd =

on ait les propridtés suivantes:
1° L'origine des coordonmées est un point asymptotiquement singulier
fort du systéme (17.4).

2% La famille des intégrales du systéme (17.4) qui tendent vers Dovigine

avee t—>oco deépend de g=n—p paramélres essentiels au Mmoins.

Démonstration. En appliquant au systéme (17.4) une transforma-
tion linéaire convenable, aux coefficients constants

n
(T) Y= 21 by ; (h=1,2,... n),
i~
on obtient un systéme de la forme suivante:
llJ,‘ '
l =Vr¥k + 51. um+k+ Z bLJ 771 t 1) (/‘:‘7‘1 a27"- 7"‘”‘)1
(h/m+k s
l‘lﬁ—_ — O Y+ Vi M. M'|’ y bm-;l‘ i ’7/({ Y) (k=1 V2 yeoegtil),
dt/
=7 Yy + Z b0y (4, Y) ($=2m-+1,...,p),
17.6
( ) (l]!])‘LT
at = Votr¥ner T O paWprrsr + 2 bu+r1’7/(' Y) (r=1,2,...,1),
.’l-llp‘l'r'ﬂ - 5 7’1 y
Ta T Ougr¥pirt Vpprlpprpr+ Z by jni(t,T)
j=1
(r==1,2,...,1),
(lyh H i
“ar —i"j; bagy (1, X)) (h=p+2041,..., %),
ol )
- n H .
7:(t,Y) =n,~(t,]2L By, -, 2: B,,jg/j) (T=1,2,.,.,n)
< “

et | Byl désigne la matrice inverse de la matrice [iBssll.

Allure asymplotique 30l

Posons
(17.7) S=y, (k=1,2,..p), y\w:.l/s‘An (s=1,2,....n-p),

(17.8) 7], &Y Z bu’]} v & Yoy Yop)
Le systéme (17.6) prendm la forme A7, .,
a&. - o
v‘(iillz‘}’lrslr’!‘(sk‘fm+k+ 7]1:({)‘:!1) : <k:1’72""7m')’
P ; . .
ll?l =0 &t i St g (t, §,Y) (k=1,2,...,m),
l@:\ .
” =y, &, _4.,]&( ,E6,1) _ (s=2m—+1,...,p),
*4(*17 n—-mn) .
dY, . . = .
(hr = 7111—}—1‘1 1+ ’)p‘Tr I.H r 7]r+/:(t7 &1 ) ()'—=] 72 ERR 71)1
ay; ., . = .
—ﬁi';: ad (SIH—TX r+ 7’!'+PT 14r + s r«“)(ty 571 ) (1":1 125' " 1l)7
ay . .
77l_{"£:/11}I4Y14+?]1Hh( 7, & Y) (h=214+1,...,0—p).

De la supposﬁion (17.3) et (17.2) il résulte, qu’il existe deux nombres o
et 8, f<<a, tels que

ey 0<a<yy (k=1,2,...,p; p<n),
(17.10) Y p <0 (j==p+1,p+2,...,n).
Posons
(17.11) N =min (“;‘B* , “lf]‘{*)
ol
(17.12) B= 3 30, - YL‘B-
i=17=1 &4

Nous affirmons que le nombre N, détini par (17,3), est un nombre
dont l'existence intervient dans le présent théoréme. Afin de le prouver,
supposons que (cf. (8.1))

(17.13) ] X i, X)=In(t, V)< V| X|.
i=1
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Congidérons les ensembles D, et D, définis par les inégalitéy
AzZ[E=1Y], Y>>0,

E<IYISA, 8T 0,

oiL J est un nombre positif (1>>0) choisi de fagon que le point A correspon-

dant par Vintermédiaire des transformations 7' et (17.7) & un point (&,Y)
appartenant & D 4D, soit situé dans w. On a donc

Xeow (&,Y)e D+ .D,.

Nous allons démontrer que les dérivées complétes de |£] et de | Y| relatives
au systéme A*(p,n—p) (¢f. §8) satisfont aux inégalitiés

(Pensemble 1))

(Pensemble D,)

lorsque

al&E 7
(17.14) ( U—) = 1&>0  dans D,
0 (- p)

dt

(17.15) dans D,

((ll Y\) L 1Y|< 0
& <
\ it drpou—py 2

s

Evaluons, & cet effet, les dérivées complétes (relatives au systéme

A*(p,q)) des fonctions |£] et |¥| dans les ensembles D, et D,, en nous
appuyant sur l'inégalité de Schwarz. On a

m ! n ”

A} VY 2
| i &+ ) )’/.wu ot D owméE
(17.16) (d El) = oL T ey 37”’
dat A% (D, n—-p) " |5‘
mn " »
Lélqu BT \ 5Ls/sl X &

+ S

Les yj, étant positifs pour k=1,2,..

égalité
(d i€ ) -
at | (n,n—m) -

En vertu de la définition de n(t 5, ), on a

P, on a en vertu de (17.9) l'in-

(17.17) n (8, &, F) =alé]—pyl.

It €, Y)!—]"{ ) [z b.]n,r g, y] l/ IS

ZZ’«IHQ’]}\‘

- - 7 n
ar.is) =177(t’§vY)EBSi"l(t:EBu?//y y 2 B, 1/7)‘ B,
i=1 i=1
Ye=5& (k=1,2,...p) Ye=Yip (b=p+1,...,n).

icm
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I1 en résulte, en vertu de (17.11), (17.12) et (17.13) que

(17.19) u,}(t.5.1’)!@%.\'4.&'9:3\' \“[ZB,, ]
. i=1"j=

[\'1,¢,:r E B, i Tpf

= 1 i=1 F=p+1

v—l”\*]

,," noomo L po R S—
<BN) 21[,); B;,.][gl g+ V< B o B VT

d’ot il vient que dans l’ensemble D, on a

4BB

plt, &Y< —- 2[& =—1£[

I
Des relations (17.20) et (17.17) resulte que ’inégalité (17.14) a lieu dans
D,, c’est-a-dire que

a|¢|
(_;it—) A*(p, n—p)
En sappuyant sur (17.10) on prouve d'une fagon analogue que 'inégalité
(17.158) a lieu dans D,. Les inégalités (17.14) et (17.13) expriment que
le systéme A*(p,n—p) satisfait anx prémisses du théoréme 2 du §13
avee

B

— A,
2

o
= 5 &[>0  dans D,.

b=o0, hs(t,u)z-:f— U, ke (t,u)=
les fonctions &, (t,u) et k,(f,u) satisfont évidemment aux prémisses des
lemmes 1 et 2 du § 12. En appliquant le théoréme 2 on conclut facilement

la validité du présent théoréme.

Remarque. Envisageons, en particulier, le cas ol les fonctions
intervenant dans le systéme (17.4) ne dépendent pas de la variable i.
(fe systéme prend alors la forme

n

Z .177‘—!- Ny aenn s @y)

(17.4%) (k==1,2,...,n).
Dans le cas ol
7 (0y... (k=1,2,...,n)
lorigine des coordonnées est un point singulier du systéme (17.4").
Le probléme relatif & lexistence des intégrales non nulles identi-
quement et tendant vers l'origine a été 1’objet d’un grand nombre de
recherches [4].

Annales Polonici Mathematiel T.

,0)=0
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Dans toubes ces recherches, si je le sais bien, les méthodes de d¢-
monstration nécessitaient I’hypothése que les fonctions 5, possédent les
dérivées partielles continues du premier ordre au point (0,...,0) et dans
un voisinage de ce point. .

Or, 'exemple qui suit montre que les prémisses du théoréme 5 pen-
vent étre vérifiées méme au cas o les fonctions n; ne possédent pas lo
différentielle de Stolz au point (0,...,0). Ceci provient de ce que la démon-
stration de ce théoréme a éfié établie dans une voit topologique,

ExempLe 1. Considérons le systéme

(17.19) o =a+ky/ g =—y ) iy
olt
()<ik;<~'—1A, 0<|l}<j~.
16 16

On a 1 (3,9)=kyV2 1%, na(z,y)=1) s+ 1l est évident que les fone-
tions #; et 5, ne possédent pas-la différentielle de Stolz & l’origine. On
voit facilement que systéme (17.19) satisfait & la condition de I'unicité
de Lipschitz, et que y;=1, yy=—1.

En posant a=1, f=-1 on voit que les prémisses du théoréme 5
sont vérifides. L'origine des coordonnées est donc un point asymptotique-
_ ment singulier fort et le systéme (17.19) admet une famille Q’intégrales
tendant vers lorigine. Cette famille dépend d’'un paramétre aun moins.

Exemprre 2. Considérons le systéme ‘

S 1 1) 1

(17.20) = =m—|—k({l; sin— 4y Gos—), y'=—y -+l cos-— 4y sir 1
g ! . @ Ty

et définissons les deuxidmes membres de ce systéme comme égaux i zéro

pour =0, y=0. Admettons que les nombres fixes k et I satisfassent

aux inégalités

) 1 1
n<!kl<3§, 0<l”<§§'

Un raisonnement analogue & celui qui intervient dans DPexemple
prépédent mox}tre ~que Dorigine des coordonnées est un point asymp-
totiquement singulier fort ef que le systéme (17.20) admet une famille

(dépendant d’un paramétre au moins) dintégrales tendant vers
’origine. ‘

icm
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On obgervera que dérivées partielles des deuxiémes membres du
systéme (17.20)
1 1 1 )

0 1 1
2 +k @ sin — 4y cos— =1 +k{sin — — —cos—
dx X ¥ y x a /

0 [ 1 L1 1 1.1
— | —y+i (.z: cos — +¥ sin ——) =1 cos — + —$in—,
ox B Y & x

0 1 1 1 1 1
| —y+1|z cos— +ysin—) | =—1-+l]sin ———cos—|,
\ & ¥ Y Kl Y

oy

a .1 1 1 1.1
— | & +k|xsin — 4y cos — =k{cos — — ——sin—
By 2 ¥ ¥y

n'existent pas & l'origine et qu’elles ne sont pas bornées dans ancun voisi-
nage de 1'origine.

§ 18. Dans les théorémes 2 et 3 on pourait remplacer la distance des
deux points o(Xy, X,)=|X,—X,| et o(¥,,Y.)=|¥,— ¥, par A(X;,X,) et
B(Y,,Y,), o A et B désignent deux fonctions convenables non néga-
fives et s’annulant exclusivement pour X,=X,. La lecture des arficles
de M. J. Massera ou M. A. Liapounoff et M. N. I. Malkin, cités plus
bas peuvent orienter sur la fagon de réaliser une telle généralisation.
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