Une méthode d’estimation de Perreur dans le procédé de Ritz

par K. TATARKIEWIOZ (Lublin)

1. Soient p(®),q(2),f(@) trois fonctions défini i i
) ies et cont 8 dany
Pintervalle fermé <0,1), telles que e

&) a(@) >0,

(2) P (2)=P>0 (P= const).

derniséligpﬁ);;ﬁzhgi 2;?:: @%;1: i}f é:i)bllijg;s‘séfle une dérivée continue (cette
Péqﬂilﬁ(;? éll)i';:gre?ﬁ]ril;llz quil existe alors une solution unique Yo(m) de
3) [p(#)y') —q(2)y=f(x)

et que cette solution vérifie les conditions aux limites

@) - y(0)=y(1)=0.

On peut démontrer facilement que le probléme aux Limites (3), (4) est

équivalent au probléme iati i ini
bl 1e variationnel consistant & rendre minimum 1l'in-

1

(5) I[y]=uf(py'2+ Y%+ 2fy) dis
avec la condition (4).

Soient
(6) gl(w)7gﬂ(m)7'“7gn(‘1;)

n fonctions quelconques a i i
. qi yant une deuxiéme dérivée continue, et telles

(7) = =
Ie(0) =g, (1) =0 Tl ¥
Soit N ’ 0 (b=1,2,...,n).

1,8y, ..., G,
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un systéme de constantes qui rend minimum la fonction de n variables
indépendantes a;,ay,...,0,:

H(al ylay .-y a’n):I [”’191‘{' "3!]2+ e 'l’ “n.qn] ..
TUn tel systéme existe moyennant nos hypothéses et il est unique. Posons
Yo (#) =Ty g1 (%) + B go (@) +. .. + T g ()

La fonction y, étant une solution approchée du probléme varia-
tionnel (B), (4), elle est aussi une solution approchée du probléme aux
limites (3), (4). Nous appelons cette méthode de solution approchée des
équations différentielles du second ordre procédé de W. Ritz 1). Cefite mé-
thode numérique est bien commode, les constantes @ se calculant pres-
que toujours aisément et erreur du procédé, clest-a-dive la différence
entre ¥y, () et yo(z) — la solution exacte de (3), (4), étant petite méme
pour des petites valeurs de n. Son défaut consiste en ce quwil n’existe
pas jusqu'ici de formule, facilement applicable, qui permette d’appré-
cier cefte erreur:

(8) ‘r'ng max|y, ('”)-'.'1/11(‘”)"
Ze(0,1)

Nous connaissons — il est vrai — une centaine de formules®) qui per-
mettent de majorer r,, mais elles sont toutes d'une assez petite utilité
pour les applications pratiques®). Oe travail a pour but de domper une
formule simple qui permette d’appréeier », avec une majoration suffi-
samment petite.

Te §2 est consacré & la démonstration de la formule de majoration
(formule (21), ot M, est donné par (19)), qui contient pourtant une con-
stante numérique K indéterminée. Les paragraphes suivants sont con-
sacrés & Vestimation de cette constante. Dans le § 3 nous le faisons en
introduisant I’hypothése supplémentaire qu’il existe une constante @
telle que g (#)>>7 >0 dans <0,1). Dans le § 4 nous estimons la constante K
en rejetant cette hypothése, ce qui fournit pourtant une formule moins
commode pour les calculs.

Dans le dernier paragraphe nous trouvons quelles sont les congtan-
tes K dont l'application est la plus avantageuse dans les conditions
données.

1) Voir, par exemple, [1] ou bien [2]

) Voir par exemple [3].

8) Voir [1], p. 262-253, qui indique des méthodes illusoires de l’estimation de
l’erreur,
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2. Supposons que ¥, ne soit pas la solution exacte de (3), (4), c’est-
-&-dive que ¥, () #y,(#) pour certains #, done que 7,7 0. Ceci n’est pasg
une restriction a la généralité des ralsonnement%, étant donné qu’il est
facile de vérifier si une fonction donnée satisfaiti & Péquation (3) ou non.
(L condition (4) est verifiée automatiquement grdce & I'hypothése (7).)

Soit U 1’ensemble des fonctions % définies et ayant une dérivée con-
tinue dans lintervalle (0,1) et telles que

(9) ' w(0)=u(1)=0,
(10) max |u(a)]=1.
60,1y

Alors, pour un nombre réel quelconque s>>0 et pour une fonction guel-
conque wue U, nous avons

»

)2 Iy, +su]

1
(11) = of (DY +-26pynts’ -+ 6 pu" +qyn +2eqy, 1+ € qu+ 2y, + 2efu] da

Gale,u

1 1
=T[ya1+2¢ [ (pyp '+ qyau+fu) do+s* [ (pu”+qud) do.
[} : 0

Posons
1
(12) = [(pu"+ qu®) ds,
0
(13) bn W f(p./n“ +Q?/n”+]"¢ d":
ﬂnzl[yn] .
La formule (11) prend alors la forme suivante:
(14) G (2, u)=a(u) e +2b, (u) s+ a,.

Supposons que 7, soit définie par (8) et soit
' Y
Tn
Nous &ufons Uune U et yy=1v,+7,u,. Done
(15) T =T [Yn+ rnthn] =G (1 10,).

Pour une fonction déterminée u soit e(uw) la valeur minimum de
Gn(e,u). Pour ueU, nous avons a(u)0, done

by ()

e(t)=— a(u)’

icm°®
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La définition de y, et la formule (15) montrent que
Gy, ,) = inf G(r,u)

ueU, re¢R
(ot B est Densemble de tous les nombres rdels), done, en particulier, la
fonctionnelle I[y] étant continue dans I’espace C'

(16) G, (P Un) = inf Gy, (Fy ).
reR

Des propriétés du trinéme carré et de (16) il résulte que

by (25)
althy)

(17) Tn=8(Upy)=—

Or 1. o 1 1
hf‘pyn“ndw: p.Un"n'l_dr (]’.I/n) '“’nd"’Z _f (pl/n) Uy, d‘T”
0

done, de (13) et du fait que |w,(#)|<1, il s’ensuit que
1
(18) 1ot =| [T— (09 + @ £ @ | < [ (B2 — 49— 1o
0
Posons
1
(19) W [1(pya)' = gy~ 11,
et supposons que K >0 soit une constante qui vérifie la condition
1
(20) 5 Solun),

(8l existe de telles constantes).
Alors les relations (17), (18), (19) et (20) donnent

Fa=le(U,)|= L—‘—<£—*Ixﬂ[
a(u,) 1/K
Done
(21) r<<KM,.

Cest 1a formule cherchée?).

4} Le sens de ces raisonnements est trés simple, ce n’est que la forme arithmé-
tique des calculs qui les rend peu évidents. (5) représente un ,paraboloide elliptique
dans le produit cartésien de I'espace de Hilbert £ et d'une droite. Soit un point y,¢$.
Nous voulons trouver la distance entre y, et y, — la projection du ,sommet“ du
»paraboloide sur . Pour cela nous envisageons les plans ,verticaux“ passant
par y,. Ils aurons un commun avec le ,paraboloide“ des paraboles (leurs équations
sont données par (14)). Nous trouvons la distance entre les projections des sommets
de ces paraboles et y,, et nous majorons la borne supérieure de cette distance (car
un de ces sommets a pour projection sur $ exactement y,).
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Remarque. La forme de cette formule montre bien qu’une fone-
tion, approximant, ,bien” y,(x) au point de vue de la norme donnée par
Pintégrale (5), peut approximer y,(z) ,,mal’® au point de vue de la norme
donnée par (8).

Soit une suite infinie {gk(a;)} de fonctions qui vérifient les condi-
tions (7). Formons la suite y,(#) de Ritz approximant y,(®). On peut
montrer®) que dans le cas ol g(v) est différentiable et la suite {gy(x))
est compléte, on a

lim M, =0.
n—r00

3. Si nous voulons appliquer la formule (21) & Uestimation effective
de lerreur 7, il faut faire effectivement la majoration (20), c’est-i-dire
il faut pouvoir trouver une constante (ouw plusienrs constantes) K qui
vérifient (20) — en montrant en méme temps que de telles constantes
existent. (Les formules (12) et (20) montrent que K peut dépendre de
p(a) et de ¢(z); mais pour une équation donnée (3), done pour des fone-
tions p(v) et g(v) bien déterminées, on peut considérer K comme une
constante).

Supposons de plus qu’il existe une constante
les #¢{0,1), nous ayons

(22) q(®)>=7>0.

(La condition (22) implique évidemment la condition (1).) Nous avons

g telle que, pour tous

1
(23) ‘ a(u =fp @) [ (@) 4q(®) [u(2)]? da
Of "(@)* 4 [w(2) ] do= Pf[% P4-nlu(#)] ds,
ol B*=7/p.
Posans
(24) S(u,s,t)= f[u )P40 [u (@) de.

Supposons que la constante K >0 vérifie la condition

1 .
(25) T <¢::1£S(u,0,1).
Alors, de (23) et de (24), il y’ensuivra

— <inf a(u) << a(w,),
us U

done K vérifiera la condition (20). .

%) Voir par exé;:;i)le [3], p. 24.
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Nous voyons que, pour trouver une constante qui vérifie (20), il
suffit de trouver une constante positive, plus petite que pmf S(%,0,1).

Le reste de ce paragraphe aura pour but de résoudre ce probleme

Si weU, il résulte de (10) et de (9) qu’il existe un o appartenant
4 Vintervalle ouvert (0,1), tel que {u(a)|=1. Or, si welU, alors —ueU et
a(u)=a(—wu), done, pour trouver la borne inférieure de §(u,0,1) dans
la classe U, il suffit de considérer exclusivement les éléments de U pour
lesquels il existe un ae (0,1) tel que %(a)=1.

Désignons par U;(a) I’ensemble des fonctions u vérifiant les condi-
fions:

1° w est définie et diffdrontiable dans <0,a>,

2 w(0)=0, u(a)=1,

3" max |u(2)|=1,
Ze¢0,1y

et désignons par U,(a) l’ensemble des fonctions w vérifiant les condi-
tions:
1° w est definie et différentiable dans {a,1),

2" w(a)=1, u(1)=0,
3" max |u(z)|=1.
xe{0,1>

Soit U(a) l’ensemble de toutes les fonetions u(z) ayant la forme

(@) u(w)  pour wel0,ay, ueU,(a),
u(z)=

Us(2) pour we(a,l), uye Uy(a),
et posons U*= %’UU(a).

Nous avons
inf §(u,0,1)=1inf 8(u,0,1).
uelU wueU*

En effet, nous avons UC U* et pour chaque fonction ue U* — done
pour une fonction différentiable dans {0,1), sauf en un point « au plus
— il existe une suite de fonctions {?:,,}CU uniformément convergentes
vers u(x) et telle que, dans <0,1>—{a}, les fonctions v'(2) soient presque

uniformément convergentes vers «’(x), done
lim (v, 0,1)= 8(%,0,1).
k-0
Remarquons que
inf §(%,0,1)= inf inf S(w,0,1)

ue U @6 (0,1) ue Ula)

= inf [ inf 8(u,0,a)+ inf S(u,a,1)].

a6 (0,1) ue Uy(a) ue Usla)
Annales Polonici Mathematici T 10
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Nous pouvons démontrer®) que, pour un o fixe, inf S(%,0,a) est
ug Uy (a)
atteint pour la solution de I’équation d’Euler du probléme consistant

% rendre minimum la fonctionnelle S{u,0,a) avee les conditions
(27) %(0)=0, w{a)=1.

Cette équation d’Euler a dans ce cas la forme «'—h*u=0. Sa solution,
avec les conditions aux limites (27), est

) sinh hz
0, () = ——— .
Ya sinh ha
Nous avons donc
" 71,2 co.sh hie - B* sinh? ha
inf 8( 0, S
.,,,lgf(a) (w,0,a)=8(1,,0, ) ;)f sinh®ha
hZ -
= —————— | co8h 2ha dz'= h coth h
. sin h? ha Of ¢ “ oot hx
Pareillement

inf 8(u,a,1)=Hh coth k{1l —a).
we Us(a)
Posons .
. ()= coth ha+coth A(1—a).
Alors (26) nous donne

h inf f(a)

ueU a6(0,1)
Or, nous trouvons aisément que

int f(a)=f(
ae(0,1)

done, en appliquant les formules (23), (25) et (28), nous' aurons

W | =

a(U,) >2Y/p7 coth - l/-—

Nous voyons que, si nous posons

tanh — ]/——-

(29) Ki=—
cefte constante K, vérifiera (20). En méme temps nous avons démontré
Pexistence de constantes qui vérifient la condition (20).

") Vou [4], vol. IT, p. 440.
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Or, si 0<t, alors 0 <tanht< 1, done, si nous posons

(30) Ky= ];:,
2Vp3
nous aurons une seconde constante vérifiant (20).
Par une simple transformation algébrique, la relation (29) donne

1. /7
tanh — ]/——({
2V p

Ki=—.
1 47
Or, si 0<t, alors 0 <tanh¢<#, done, si nous posons
1
31 K= —
(1) =%

nous aurons encore une constante vérifiant (20).

Les constantes K, et K, sont plus faciles & caleuler que K,, mais
elles donnent une estimation moins précise de lerreur 7,. (L’étude de
leurs relations se trouve ci-dessous au §35). ‘

Dans les problémes pratiques nous avons souvent p(w)
pouvons alors poser simplement

1

=p=1. Nous

Dans ce cas, cette constante vérifiera aussi la condition (20).

4. Nous allons trouver maintenant une constante vérifiant (20)
en rejetant la condition supplémentaire (22) (c’est-a-dire seulement sous
les hypothéses (1) et (2)).

Nous avons

a(n)= fl () [’ (2) P+ q (@) [u () P dv>fp ) [ (2) T da.

Posons
T(u,s,t):fp ) (@) az.

I

Le procédé est identique & celui du parggraphe précédent, I eseb
bien connu’) que la borne inférieure de T(%,0,a) jour we U, (a) est atteint
pour la solution de 1'équation (équation d’Euler de ce probléme)

(33) [p(z)u' (x)]'=0,
avec les conditions anx limites
(34) ‘ u(0)=0, u(a)=1.

") Voir [4], vol. II, p. 326.

10*
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Il g’ensuit que

playu' (@) =0 (e==const).
Posons .
- di
(@) =0 [ —-.
§ )
Or
(35) @) =—
b ') = ——0
p(a)’
done %(a) vérifiera (33). Pour que (34) soit vérifié, il faut et il suffit que
S
a ()

(La condition #%(0)=0 sera vérifiée automatiquement, grice & la @Aéfi-
nition de @(x).) C'est de cette condition que nous obtenons la valeur
de ¢. En la substituant dans (35) nous obtenons 1

1

a

pix) of (o)1 at

Mais alorg

inf T'(u,0,a)
16 Uy(a)

[
=~
-/ 2

=T(®,0,0) = | plo) (7' (1) dt

[p(2) 1

][fw Nraal [ [p(@) dal? fwun”dt

D’une fagon analogue

inf T(u,a ])—_ﬁi__*.
we Uglay f[ (t)]_l at
Soit
(36) g(a)= . 1 + . 1
Of [p ()] dt j ['p 0~ d{

Des raisonnements analognes & ceux du ])a,ralgra,phe précédent nous
montrent que
inf 7'(,0,1)=1inf T(%,0,1)
ueU ug Ut
(37)

= inf [ inf T(u,0,0)+ inf T(u,a ,1)] = int g(a).
a6 (0,1} we Uy (a) ue Us(a) ae(0,1)
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La fonction g(a) est positive et continue dans (0,1). Etant donné
qu'elle n’est pas bornée dans les voisinages des points 0 et 1, elle doit
avoir au moins un minimum & Pintérieur de I’intervalle (0,1). Dans un
de ces minima la fonction g(a) atteint sa borne inférieure. Donc, pemur
trouver cette borne inférieure, il suffit de tremwer les minima, -&e (o),
ce qui est trés facile, étant demmé que cette fonction est différentiable.

Nous avons.

J (@)= — allp(a> AT
)] ag*

[Jmun“mr [fM(

1 |fer
[ . :
[ o1 @[ 1o 017"
Or, de I’hypothése (2), il résulte que, pour ae(0,1) le dénominateur

p(a)
de ce quotient est différent de 0. Le quotient s’annulera que pour les nom-
bres o« vérifiant I'dquation

Y —[[Tp 17 @t

 dt todt
(38) [—=%[—.
2 () . p(t)
Le signe ,,—” méne & une contradietion (p(t) est une fonction positive

et ae(0,1)). Il doit donc étre

o odt
2o

La fonction g(a) peut done avoir dans (0,1) des extréma seulement
en des points vérifiant I’équation

1

fdl~

[

S@ 1@
39 T
(39) ofp(t) 2.,Jp(t)

De T’hypothése (2), il s’ensuit que la fonction
;o
)= f il
» p(t)
est une fonction de la variable o, définie, croissante et continue dans
{0,1>. Done 0=F(0)<F(a)<F(1) pour «e(0,1) et la fonetion prend
toutes les valeurs de ’intervalle (O,F (1)). Or, comme elle est croissante,

elle ne les prend qu'une fois. Il existe donc un nombre réel, et un
seul, ge(0,1) tel que F(a)=F(1/2).
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d est la solution unique de (39) — nous avons donc g¢'(a) =0 et
g'(a) #0 pour as~d. La fonction g(«) a donc au point @ son extrémum
unique. Nous avons remarqué antérieurement que la fonetion g¢(e) doit
avoir dans (0,1) un minimum aw moins. BElle a done au point @ son mini-
mum unique et la valeur g(a) est égale & sa borne inférieure.

Si a vérifie (39), la relation (38) montre qu'il vérifiera anssi 'équation
) f a1

2 24 p0)

En mettant les valeurs de (39) et de (40) dans (36), nous obtenons

2 4

inf g(a)=—— - .

ae(0,1) ‘) f[p(t)_]—l at ()["—p(t)J-—l a
“ 0

Cette derniére formule et la relation (37) montrent que la constante

1} dw

vérifiera aussi la condition (20)8)

Rewmarquons que 1'hypothése (2) entraine 1/p(x)<1/p, donc

1 ; dx 1
4 Ki=— | —<—=K,.
d - B wssTh
Etant donné que K; vérifie (20) il en résulte que I, vérifie la fnéme conli-
tion, ce que nous avons déja vu au paragraphe précédent, mais ici nous
avons obtenu ce résultat sans I’hypothése supplémentaire (22)

%) Remarquons que la formule (41) aura un sens préeis méme si nous ne suppo-

sons que ‘
. 1 da )
(29 . p@)>0 pour ze(0,1), f‘““<°‘“
; p(@)

Nous pouvons montrer que si nous supposons (1) et (27) le probléme aux limi-
tes (3), (4) a une solution et une seule. Pour cette solution Pintégrale (5) avec la con-
dition (4) atteint son minimum absolu. '

La méthode de Ritz peut &tre appliquée moyennant cos hypothéses. Oun peut
facilement montrer (en changeant convenablement quelques raisonuements au § 2
et at §4) que la formule (41) restera vraie ot que la constante K; sers non seule-

- ment finie, mais aussi quelle vérifiera (20).
Dans ce cas la formule obtenue est particulidrement intéressante, étant donné

que nous ‘ne connaissons pas jusquiici de formules valables & nows faisons l’hypothése
(2) (au lien de (2)).
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5. La démonstration, donnée ci-dessus, que les constantes K;
(4=1,2,3,4,5) vérifient (20) s’appuie sur des théorémes assez profonds
du Caleul des variations. Il est donc intéressant de constater qu’on puisse
montrer par un raisonnement élémentaire que la constante K, vérifie
(20).

Il suit immédiatement de 1’inégalité de Schwarz que

[jfdm]Qg(b—a)ffzdw.

Posons
1 b 4
7)j;uff('1’) da =
alors
b 2
’ |J flayd )
[t ds> g2 =400 = [ Ada;

nous voyons que, dans la classe V des fonetions v vérifiant la condition

fbv(m) dz=A(b—a),
on a

b
inf [ o* do=A%(b—a)

ueV a

(et cette valeur minimale est atteinte pour la fonction constante u(z)=4).
"Si ueUy(a) il doit é&tre u(0)=0 et u(a)=1, done

a 1 e 1 1
f u'(m)da::l:—;a et inf [ [u (.z;)]%w:-—a:—&-.
0

H)
ueUy (a) 0 o

Pareillement

. .
inf [ [w(e)Pds=
ueUy(a) a

1—a’

Il est facile de wvérifier que

h 1 1
inf [ [w'(2)]ds= min [—: “}- 1_a] =4

well 0 a6 (0,1)

ef nous voyons que

1 1 :
a{u) = [pu®+ qu’du =P [udz = 4p.
: 0 ] .
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Nous avons démontré que la constante K véritie la condition (20).

6. Nous avons trouvé cing constantes vérifiant la condition (20).
Nous allons frouver quelles sont les constantes X; dont l'application
est la plus avantageuse dans les conditions données.

Les constantes K et K, ont été déduites sous des plus faibles hy-
pothéses. Comme le calcul de K exige une quadrature, il est le plus com-
pliqué. Mais cette constante peut &tre d'une importance (il suffit de la
calouler approximativement par une méthode numérigue), méme quand
la condition (22) est vérifiée, étant donné que, qnand

sup p (@)

&e(0,1)

P

est un grand nombre et 7§ est petit, K peut étre beaucoup plus peétit
que les aufres constantes. (Remarquons que (42) nous montre que
K;<K,, mais il peut arriver que ces deux constantes différent peu.)

Les constantes K,,K,,K; (et K,) se calculent facilement (voir (29),
(30), (81) et (32)). Si la supposition (22) est vérifide, elles existent toutes
les quatre et nous avons

K <K, K<I,.

Done la constante K, est toujours la plus petite, mais son caleul est le
plus compliqué, car il exige 'usage de tables des fonctions hyperboli-
ques, ou des calouls transcendants. (La caleul de K, et de K, n’ex{ge
que des opérations arithmétiques.)

Vu cette difficulté il ne vaut pas — le plus souvent — la peine'gde
calculer K,, car, en comparant les graphiques représentant les K,-l“en
fonetion de 7 et de 7, nous voyons que, ' '

I,
3

pour 4P<g nous avons |K;—I,|< et K, <Ky,

. pour 4p>§ nous avons [Kl_-](a[<~1—§’5 ot I, << K.

En employant done la plus petite des congtantes I, et Ky au lieu de K,
nous obtenons une constante qui est plus grande de 25, au plus. ’

’ La valeur pratique de la formule (21), qui nous permet de trouver
»l erreur calculée” g,=KM,, dépend essentiellement du degré. de majo-
ration qu’elle fait subir 4 ,,l'erreur vraie” 7» (donnée par la formule (8))
vest-a-dire de lp valeur du rapport onlty B ’
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En employant des équations pour lesquelles nous pouvons trouver
des solutions exactes, et en leur applicant le procddéd de Ritz avec des
différents systémes de fonctions (6), nous pouvons montrer que ce rapport
peut varier entre les valeurs 1 (qui est & priori la meillenre) et oo (qui
est a priori la moins bonne).

Oes exemples montrent aussi que, si p(x) est une comstante (par
exemple p(2)=1), g(z) et f(z) sont des fonctions assez régulidres et les
fonctions g;(x) vérifient la condition de Lipschitz avec une constante L
qui est petite par rapport & max|g;(z)! (par exemple les polynomes algé-

xed0,1)
briques et trigonométriques de (degrés m pas trés hauts sont de telles fone-
tions), alors le rapport o,/r, n’est pas trés grand (phr exemple pour
L=1, m<5 il est probable qu’il soit contenu dans lintervalle (3,30)).

En employant d’autres formules, connues jusqu'ici, pour la majo-
ration de Verreur, nous obtenons des valeurs qui sont des centaines et
des milliers de fois plus grandes que la valeur donnée par la formule
(21), bien que le plus souvent elles exigent des calculs beaucoup plus
longs. Remarquons encore que ces formules connues jusqu'ici, sont le
plus souvent valables non pour des fonections (6) quelconques, mais pour
des fonetions déterminées (le plus souvent pour des polynémes ou pour
des fonctions trigonométriques). '
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