Méthode des points extrémaux de résolution
du probléme de Dirichlet dans I’espace

par J. GORSEX (Krakéw)

1. Points extrémaux liés au probléme. Soient D un domaine non
borné de Lespace & trois dimensions, contenant le point & P’infini en son
intérieur, F la frontidre de D et f(Q) une fonction continue du point @,
définie sur F. Désignons par d(F) le diamétre transfini de l’ensemble F
au sens de Pélya-Szegd [1], par A>0 un paramétre réel et par w,(P,Q)
1a fonetion de deux points P, @ variables sur ¥, définie par la formule

P -
0, (P, Q)= FUPIH@I-1PQ

ol PQ est Ia distance des points P et Q. Lorsque P=@, posons par défi-
nition ,(P,Q)=0. Nous supposerons dans la suite que d(F)>0.

Soient Q™ un systéme de n-+1 points quelconques Qy,Q:,. .., @y situds
sur F, et v,, le maximum du produit

VA(Q("))= N ©;(Qy,@r)
i <k<n
lorsque le systéme Q™ varie sur F. Un systéme P™ de points de F
(1) P(n):{PO:Pl:“-:Pn};
pour lesquels
(2) Oy =V, (P™)=max V,(Q™),
QmeF

sera dit n-idme systéme emtrémal de F (ou systéme de points emtrémaus)
par rapport & la fonction génératrice w,(P,Q).
On sait (voir [2]) que la suite {sy7™+"} n'est pas croissante et, par
suite, la limite
Limn [0, F"*¥ = 0, (F),
T4 =00

dite Ddoart de Tengemble F par rapport & la fonction w,(P,Q) existe.
II est clair que v,(F)>0.
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Posons

2 1
)y — N
D(Q ) ”(”‘i‘ l)og;ﬁgn Qij’

®)
2
QM) =———

n(n+1) gl

SRS

[F(Q)+1(Qn)]

et désignons par o, (P™) la différence
(4) 0, (P™)= A8 (P™)— D (P"™).
Puisque
PEMUAAY o ASPI-DEM)_ (> 0,
la suite (4) n’est pas croissante et tend vers une limite finie ou vers ’in-
fini négatif. Nous allons prouver que la limite

(5) lim ¢, (P™) =0,
n—>00
est finie.
En effet, soient m le minimum de (@) sur F et R™ un systéme de
points de F pour lesquels
D(R™)=min D Q™).
Qme R
On sait (voir [1]) que

D(R™) S
a(F)

D’autre part, d’aprés (2) et (3),
03 (P™) > 0y (R™) = 18 (R™) — D (R™),
done, étant S(R™)>2m, on a
0, (P™) = 22m— D(R™),

d’ol1, en faisant tendre » vers l'infini, on trouve

Comme d(F)>0, la limite o, est finie.

2. Propriétés de o,. La position des points extrémaux (1) sur F
dépend de n et de A. Désignons par 4 un ensemble borélien quelcongue
de points de F'; s0it pn,(4) la fonction d’ensemble égale & 0 lorsque 4
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ne contient aucun de points (1) et & k/(n--1) lorsqu’il en contient . Il est
clair que, quel que soit 4eF, on a 0<pun(4) <1, donc les fonctions uy, (4),
#n=1,2,..., sont complétement additives, non négatives et uniformsg-
ment bornées. Chaque u,,(4) représente une répartition de la masse
unité sur la frontidre F.

D’aprés un théoréme de De l1a Vallée Poussin {3], de chaque suite
illimitée de fonctions additives uniformément bornées on peut extraire
une suite partielle convergente.

S0ib {ptny) une suite partielle de la suite {pn(4
limite et soif

tendem.t vers une

1im p (4) =4 (4)=
C = 00
Posons

) T () =21 [ 1(Q

1 “
Qa3 (49) — | | 55 a3 (4p) @i (4g)-
L ’ g
Jé vais démontrer que
(6) . < T ().

Démonstmtion. Soit N un nombre naturel quelconque. Dési-

gnons par - [ P Q]N la fgnction définie comme 11 suit
R ?}é« m }% <N, ‘
(PQly s _f;lé_)N‘,
11 est clair que
n+1 jgonPk n+1 11:2'0 [P,P,,]N

(M

_ 1 L 1 _ N
(”"*“1)22 “, [P;Pyly - w41’

2

Le premier terme du dermer membre peut 8tre représenté par 1'inté-
grale

1
Lf[*ﬁé“]; Ainy(dp) Aty (dg).
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D’autre part, I’expression

) n
[ESTPs > [Py +F{Pp)]
7¢7c
est égale 3
A Gl 1 2
n+12{n+12[f (Py)+H( P")]} 1 & {)H—l Zf w+1 P"’)}
]#k y#k
-t Zn:{ff(P)dN (421 21 120
n+1&4 |5 mA R R
— 1 [ 12) () LT ] 1) bt
donc .
l n
(8) miii'fgo [F(P))+1( k>]—~—z J 1(P) i (4p)-
. 7£k
De (7) et (8), résulte inégalité
1 1 i }
—_— -1 P)+f(Ps
T 1”2:,‘0 77, gio[f( ) +F(Py)]
i#k : i#k
N 2n
/jj [PQ'] o (Ap) Bpns (Ag) — P ff ) Btny AP

Observons que le premier membre de cette inégalité est égal &

"

— P(ﬂ)
nrl 0 ( )

, €N Suppo-’
sant que N soit fixe. La répartition u,, tend alors vers la limite uy, et,
d’aprés (5), I'inégalité précédente donne

. 1w
<2 [ fP) ai (4p)— [ [ pg i (A) 4 (A

Lorsque N—oco, on obtient P'inégalité (6)

3. Propriétés de o, (suite). Je vais prouver maintenant que, guelle
que soit la répartition v(4) de la masse unité sur F, on & Vinégalité

9 02J (7).
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Démonstration. Soit @™ un systéme de n--1 points Q,,Q,,...,0,
quelconques, situés sur F. D’aprés (2), (3) et (4), on a

S 1

) ("THa@mzr 3 me+ien

o<k 0<i <hesim Qinc

Fixons arbitrairement les points @;,Q,,...,@, sur la frontiére F et parta-
geons F en s ensembles boréliens Ay,4,,...,4,. Supposons tout d’abord
que. Q,e4, et multiplions linégalité (10) par z(4,). Supposons ensuite
que @ ed, et multiplions I'inégalité (10) par =(4,). Supposons enfin
@, appartienne & lensemble A4,, multiplions 'inégalité (10) par =(4,)
et formons le somme de s inégalités ainsi obtenues. Il est claire que

() v(dy) .. F ()=

Lorsque s tend vers l’infini et le diamétre de tous les ensembles 4,,4,,
., 4, tend vers zéro, on obtient ’inégalité

(10,) (”;Fl) (P<">>mjf Ydv(4)

n
-l 1

+ i Zf Q) — dr(dq) —

J 1
7c——J1F Q Q 1<f<hssn QiQk ’
dont le membre droit dépend des poinfs Q;,Q.,...,Q,. Fixons mainte-
nant les points @,,0;,...,Q, et supposons que le point @, appartienne
successivement & A;,4,,...,4,. Multiplions linégalité (10,) par =(4,)
lorsque @, €4y, par ©(4,) lorsque Q,e4,,..., et enfin par v(4,) lorsque

Qe4,, et formons la somme des s inégalités ainsi obtenues. Bn passant

& la limite lorsque s—co et le diameétre de tous les ensembles Ay,4,,....,4,
tend vers zéro, on obtient l'inégalité
/ n-+1

(10,) - ) (P<“>>9mf £(Q) dr(Ag) — j j - d(dp) dr(do)

y 1
,jf:')if_;n Qf Qlc ’

«v oy @n . Supposons

~2 3 [ o AQHMZ @)~

=2 F

dont le membre droit ne dépend que des points @,,Q;,
que, pour 0<Lr<n—1, on ait

-1 . n
(10,) ("+ )al<P<”’)><r+1)m [H@)dr(4q) +n2 3 1(@)
P Jesrl
©(dp) dv(dg)— r—|—1) ) fl dv(4g) — !
. k—ArTJH F QkQ 1 <kn QjQIc
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et observons que cette inégalité se réduit & (10;) ou & (10,), lorsque r=0
ou r=1, et que le membre droit ne dépend que des points Q. 1,...,@n-
Par un procédé analogue aux deux précédents on déduit de l'inégalité
(105). la suivante

)H—l)

g

G (P™) 2 (r+2)ud [ (@) dr(dg) + ni _2

F j=r+2

(104) (

[ 1515 dr(Ap) A% (4g)

Y

42 <k<n QJ'QL'

L’inégalité (10;) pour r=n—1, se réduit & l'inégalité

(105) ("’jl) {(P) > Jf Q) @x(4q) + nAf(Qn)

nw(n—1)

—TIIPQ

dont le membre droit ne dépend que de @,. Multiplions (105) par =(4,)
lorsque Q,ed;, par z(4,) lorsque Q,ed,,... et enfin par 7(4,) lorsque
@, €45, et formons la somme des s inégalités ainsi obtenues. En passant
comme plus haut & la limite, on obtient

T(dp) dr(dg) (),

(njl)ol(ﬂ"’) kD2 [1(@dr(40) — = AR ff—“’ (4p)dr(4g)

n-+1
11 suffit de diviser les deux membres de cette inégalifé par (n—‘})- ) ef

de faire tendre n vers Pinfini pour obtenir l'inégalité (9).
De (6) et (9), résulte 1égalité

(11) . oy =4 (43),

et on voit d’aprés (9) que la distribution de la masse unité définie par

la fonction u; réalise la borne supérieure de ’expression J (), ot 7(4)

est une distribution de la masse unité quelconque sur F. On a donc

(12) I (i) =sup J(z).
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4. Introduction de la fonction u; (P). Désignons par F, le noyaun
de 1o masse relatif & la distribution uy, c’est-a-dire 'ensemble de tous ceux
points de F,. dont chaque entourage conbient une masse non nulle.
L’ensemble F, est évidemment fermé. Désignons encore par w,(P) la
fonction du point P, définie par la formule

1
13 Wy (Py== | = duy () —H(P).
(13) (P)= [ pg i (49 —H D)

THROREME 1. B tout point de F, sauf; au plus, dans uwn sous-ensemble
de diamétre tramsfini nul, la fonction w,(P) est constante.

Démonstration. Posons
fuz du,1 (4p)=y,,

et soit ¢ un nombre positif quelcongue.  La fonction w,(P) ne peut étre
constamment <y,—e, car dans le cas contraire, on aurait

= uy(P) s (Ap) < ;= &
Il existe done un point PyeF,, olt %,(P,)> y,—e. Observons que la fone-
tion %;(P) est semi-continue inférieurement, donc il existe un voisinage
V(P,) du point P,, dans lequel u,(P)> y;— &. Ceci étant, supposons que
2, (P) soit <y, —2e en tout point d'un ensemble ECF, de diameétre trans-
fini positif, et soit m la masse contenue dans V(P,). Transportons cefie
masse & 'ensemble F et répartissons la sur E de maniére que son poten:

tiel soit borné. Dans ce but désignons par ¢(4) la fonction d’ensemble
~ définie’ comme il suib

- o(d)=—p;(4)
o(4)>0 dans B, o(B)=

dans V(Py),
wLV(Py)
a(A)éO en dehors de E-{-I’(P,;)

=,

¢

et satisfaisant & la condition
A= ff———l do(dp) do(dy)<oo
7 PQ ¢ ‘

La somme p3(4)+ o(4) définit 1a nouvelle répartition de masse dans F.
Pour tout nombre h, 0<h<l, la fonction u;- ko est non négative
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et exprime une répartition de la masse unité dans F. D’aprés (5'),
on &

7= i+ 1)) = [ | - j;}@ (@0 + hio)+22(P) | (@53 + o)

F
" -1 * ¢ *
— z«’ [ﬁ FI 0 (lAvwzif(P)] s

__h-Jf——dada-i-—'h['U d’”"‘da_l_ljf ]

> — 1A — 20 (y,— 28)m+ 2h(y,— &) m=— I*d + Shme.
Pour sufﬁsa.m.ment petit, on a 8J>0 ce qui reste en contradiction avec
(12).
Puisque >0 est arbitrairement petit, on a u,(P)>y; en tout point
de F, & lexception au plus d’un ensemble de diamétre transfini nul.
D’autre part, 4,(P) ne peut &re >y, en aucun point PeF,. En effet,
§i Lon avait en un point PyeF,,u,(Py)>y,;, l'indgalité u,(P)>y, serait
satisfaite dans un entourage de P, et lintégrale

f %, (P dl‘z (4p)

deviendrait >y,, ce qui est impossible; donc y,; est la borne supeneure
de la fonction u,(P) dans F,.

Noué allons ealculer la valeur de Ia constante y,. A cet effet dési-
gnons par 2 la distribution @éguilibre de la masse unité sur F,, c’est-
-3-dire utie distribution dont le potentiel est constant sur F,, & I’exception,
au plus, d'un ensemble de diamétre transfini nul. Puisque u,(P)=1y,
dans F,, on a

1

"= J %, (P)duy (4p) = f ?Q-

— 31 (P} a5 de)
A A zrl
= f{f i Ao}dm(AP —4 [ F(P)dy(4p).
Fy
En appliqguant le théoréme.de Tonelli

dpy AP)} dﬂz (4p) )

fl_J Qd}‘). AQ)ldﬂAAP {f
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et le résultat connu ([4], p. 16)

1 1
Aoy (Ap) = const = -
fPQ 102(4p) = cons ary

olt d(F,) est le diamétre transfini de I’ensemble F,, on trouve

s (A 1(2 .
FA{F{ ‘/‘A p) [ Ay (4p) = }l(]’ ’l/A(AP) ZI(FA),

et, par suite,

2 [ H(P) s

1
g == e —
nTaEy

5. Une propriété du noyau F,. Désignons par p(z,F,) la distance

du point 2z, & l'ensemble F, et soit Fy un ensemble fermé ayant 1es pro-

priétés suivantes:

1° F,CPF,

20 a(Fo)=d(F),

3% K étant une sphére quelcongque doni le centre est situé sur Fy, le dia-
mélre transfini du proudit FoK est positif.

Je vais prouver le

THEOREME 2. A chaque £>>0, on peut faire corvespondre un nombre
A(e) tel que, pour tout point zeFy et tout A, 0<<A<C A(s), on ait

9(207171) <e

pémonstra.tion. Supposons qu’il existe un point zeF, tel que
1a chst;a,nce‘g(z.,,F‘) ne tende pas vers zéro lorsque 1—0. Dans ce cas,
tous les points de la suite triangulaire des points extrémaux

1Py, Py, Py} (n=1,2,...),

ol chaque P, dépend de 1 et de n, seraient situds sur une partie fermée
E de F & une distance positive de 2. Soit M et m la borne supérieure
et inférieure de la fonction f(P). Il résulte de (2) qu’on o

(13) ,vm=exx>{—. > FP;H 2 () +1(P) ]}

Igj<k<n 0

< exp {Mn(n—}-l )A—min ——L }

Q6B i Thn QJ Qk
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Dauntre part

,Umzmx{exp[_‘ y 4 ¥ [f(Qj)Jrf(Qk)]]}

QmegR 0<;<;,<,LQ1Q7¢ t<i<k<gn

(14)

= exp {mn(n +1)A —min y ! 1

Q‘"’fFugy‘:']lc<nQ]le
Daprés (13) et (14), on a

1 : 1
w(n-+1)[M —m]Ai = min V — min /V .
Quel o )-<—Iic§u Q.’! Qk @‘”’5F0<fzi~<n Q:ka

Divisons par 2/n(n+41) et passons 4 la limite quand n—oo. On obtient
l’inégalité suivante
1 1

2(‘;’!]—;1&)12(1—(5) -— d(—ﬁ‘a > 0,

d’ot il résulte que 1>0 ne peut &re arhitraivement petit.

6. Probléme de Dirichlet pour le domiaine D;. Désignons par D,
le domaine non borné dont la frontidre est ’ensemble F', et soit m, une
masse répartie sur Pensemble ¥,, dont. le potentiel d’équilibre est éval
A y, presque partout’) dans F,. On a m,=y,d(F,). Désignons par 4 la

répartition d’équilibre de la masse m, sur F; et formons la fonction
1 rdu;(4 1 rdui(4
w0, (P)=— J m( oJ IJLL(M&).

i PQ 14 PQ

THEOREME 3. La fonction w,(P) est la rdsolution du probléme de Diri-
chlet généralisé pour le domaine D, avec la valeur f(P) sur F; et 0 & Vinfini.

Démonstration. 1° Pour les points PyeF;, on a presque partout

, 1 aEide) 1 dEdy) n_n
(18) wy(P)=- Ff-—P“Q 5 IJ 7.0 = (Py) + o = 1)

De la semi-continuité inférieure du potentiel engendré par la masse
positive résulte l'inégalité suivante .
dp3 (4o) - 3 (4g)

(16) lim — [ L |
1w lim— > - [Halfe)
PSPy g PQ 4 F P, Q

1) Nous convenons de dire ,presque partout® au lien de ,a l'exception d'un
ensemble de diamétre transfini nul®.
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D’autre part, on a dans tout Despace

L rdui(de) _7s

Ay PQ =
done
. 1 dm(AQ)
17 lim — —.
an e T

Il résulte de (15), (16) et (17) qu'on a

1 pduy(de) 1 rduy Ao
AW 1 et 2 f(Py).
J PO p.p, A f F(Fo)

20 On a presque partout dans F,

—

PoPyeFy A 5 PQ i
PeDy
Dautre part [4] ¢
— 1 ,du;(dg — 1 cduy(d
Im fJffL')> lim f it (dg)
rypgr b PQ Tepgper g PO

on a doné presque partout dmns F,

— 1
lim w(P)<< lim —

Puh i T L
Puisque
' 1 duy(de) 2]
[l (e A bl LTS SRR L1
T Ff pg SIP+7
dans F,, on obtient I'inégalité
(19) P-—}ZIJIuI:F‘;_ (.!J;_(P) <f(-P0)

Pg D;_
De (18) et (19) il résulte que presque partout dans F,, on a

(20) P»];"f)?zﬁ wl(P)=7(Po)
. PeD, *

3% La fonction «,(P) est harmonique en dehors de 1’ensemble F, et
tend vers zéro quand P—oco. Lorsque P->PyeF,, PeD, la limite (20)
existe pour les points P eF,; presque partout. Par suite, w,(P) est la so-
lution du probléme posé dans le théordme.
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