Sur les systémes d’équations différentielles
dont toutes les solutions sont bornées

par Z. SzmypT (Krakéw)

Considérons le systéme d’équations différentielles
(1) o = Aw+ f(t,m),

olt A désigne une matrice constante,
@) IIF 2yl < g (&)l ), gty di<<oo

o

et toutes les solutions du systéme y'= Ay sont bornées pour ¢>0.

H. Weyl [1] a démontré que toutes les solutions du systéme (1)
sont bornées. R. . Winograd [2] a construit un exemple?) montrant
que cette propriété n’a pas lieu pour certaing systémes

3) @ = A (1)a+1(t,)

dont les matrices A dépendent: de la variable . De plus Winograd a dé
montré gque chaque solution du systéme (3) est hornée dans les hypothe-
ses suivantes:

Hyporahkst 1. La norme de la matrice fondamentale Y (t) du systéme

) y'= Aty
est bornée, c'est-a-dire il ewiste un nombre M< oo tel que
pour 0<t<oo3).

(5) 1Y El<M

1). Les normes du vecteur w={(w,,...,w,) b de la matrice B:=(h,) sont donndos
respectivement par les formules

ot =St ob [Blp= 3 byl
fwl 1

ij=
00 o f
?) Dans cet exemple on a: A(t):(OF(t)), tl_l)lnt;t lJI"(-::):Z-;.~=~1, ot lo systéme

(.';) a la forme: x;=0, w;=g(t)w1-\-F(t)w2, ol g(t) est une fonction bornde, tolle (ue

trfg(t)ult< oo, lim g(#)=10.
t—»00
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HyroTHESE 2.

F(#,0y=0,  lIf(t,2)—f (@l <g @) — 2l

(6) ﬁmﬁ<w

HYPOTHRSE 3. L'une des conditions swivanies subsiste:

a. La norme de la matrice ¥ (t) Y "(v) est bornée pour tous les t et T<,
cest-G-dire il existe un nombre N<oo tel que

(7) YO Y o)<V lorsque v<i,

o bien
b. la fonction f(t,x) est telle que

(8) He, Y (0)2) =Y (0)f (£,2)

pour tout ¢ et le vecteur z arbitraire.
Winograd a démontré son théoréme en appliquant la méthode des
approximations successives & I’équation intégrale

13
) o)=Y () o + [T (0 7,0 (2)]]

dans laquelle ¢,=Y~*(0)z(0) est un vecteur constant.

Nous allons démontrer que 1'Hypothése 2 de R.E. Winograd
peut étre remplacée par ’hypothése (2) plus faible, dans laquelle la méthode
des approximations successives ne réussit pas. Plus préeisement, on a le
théoréme suivant:

TafoREME 1. Dans Uhypothése que la fonction f(t,x) soit partout
continue®) le systéme de conditions (5), (2), (7), de méme que le systéme
(5), (2) et (8) est suffisant pour que toutes les solutions de (3) soient
bornées.

Démonstration. I. Admettons les hypothéses (5), (2), (7). On
sait bien que chaque solution () du systéme (3) satisfait & l'équation
(9), d’otr il résulte, en vertu des hypothéses admises, que

i
fle (Ol < M Jleoll + Nafg(f)llw(r)ﬂdr-

3) Cette hypothdse est équivalente & hypothdse que toutes les solutions du
systdme (4) soient bornées.

) L’hypothése de la continuité peut &tre remplacée par I’hypothése plus gé--
nérale que I'équation différentielle (3) avec la condition z(0) = ¥(0)¢, soit équiva:
lente & I’équation intégrale (9).
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On obtient facilement de la derniére inégalité (cf. [3], p.19, lemme 1 5))

¢
(10) o < Ml exp[N[g()de]  pour t>0.

L'inégalité (10) met en évidence que x(¢) est bornée, car il a été supposé
que lintégrale fg(t)dt converge (cf. (2)).
0

II. Admettons les hypothéses (B), (2), (8) et considérons la trang-
formation
(11)
On vérifie facilement que la nouvelle variable z satisfait & 1'équation
#=Y"'f(t,Ye) qui, en vertu de I'hypotheése (8), se réduit a
(12) & =F(t,2).

Le théoréme de Weyl pouvant &tre appliqué au systéme (12) (A=0),
on conclut, que chaque solution z de ce systéme est bornée, done, en vertu
de (11) et de (5), chaque solution z(¢) du systéme (3) a la méme propriété.

x=7Y(t)z.
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5) Lemme 1, publié dans [3] concerne le cas |¢ls:0. En appliquant un pas-
sage & la limite convenable, on voit facilement que l'inégalité (10) est aussi juste
au cas 0y==0.
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Sur la limitation et l’unicité des solutions d’un systéme
non-linéaire d’équations paraboliques aux dérivées
partielles du second ordre

par J. SzArsxI (Krakéw)

Le but de la note présente est d’évaluer la différence entre deux solu-
tions de certains problémes aux limites relatifs au systéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre de la forme

0z;

0z; 02; 0%z,
(0.1) szi(t,xl,...,mn731,... )

2 — I —
Z geee
’ m:aml ’ ’an ’ 050,-0%} ’

(i=1,2,...,m)
ol le second membre de la i-éme équation ne dépend pas des dérivées
des fonctions 2;,...,2; 1,241y s%m-

La méthode consiste & comparer le systéme (0.1) avec des équations
différentielles ordinaires en faisant intervenir la théorie des inégalités
différentielles ordinaires.

Dans le § 1 nous commengons par démontrer deux lemmes qui ne
sont que des modifications convenables de deux théorémes diis & Wazewski
[2],. [3]. Dans le § 2 nous nous servons d'un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires et nous obtenons des évaluations qui permettent;
d’établir des critéres d’unicité des solutions de certaing problémes aux li-
mites. Par comparaison du systéme (0.1) avee une équation différentielle
ordinaire nous obtenons dans le § 3 des critéres plus généraux dont 1'un
(théordme 3.1) constitue une généralisation du critére de Giuliano [1].

§ 1. LemME 1.1. Soit G un ensemble ouvert et borné dans Vespace
(%1y..-,2,). Supposons que la fonction ¢(t,P), ol P=(&,...,%,), soit
continue pour Pe@ e t appartenant & Vintervalle :
(T < o).

(1.1) 0<t<T

Posons

M (t)=maxe(t,P).
Pel
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