Zur Theorie der geometrischen Objekte

von 8. GoraB und M. KUCmARZEWSKT (Krakow)

Die Algebra der geometrischen Objekte in allgemeinen Réumen X,
ist bisher, auBer der Algebra der Affinoren und Affinordichten und
auBer ganz besonderen Fillen noch nicht ausgearbeitet. Von alge-
braischen Kombinationen geometrischer Objekte, die keine Grofen dar-
stellen, kann man von vornherein nicht behaupten, daf sie geome-
trische Objekte sind. Erst die Ableitang der Transformationsregel der
Komponenten des Objektes und die Feststellung des Gruppencharakters
dieser Regel ist ein Beweis dafiir, daB wir es wirklich mit einem geometri-
schen Objekt zu tun haben.

So z.B., wenn das Objekt der parallelen Ubertragung mit den Kom-
ponenten I, gegeben ist, stellen wir fest, daf die Faltung

(1) rer

e.in geometrisches Objekt mit » Komponenten ergibt. Die Transforma-
tionsregel der Komponenten dieses Objektes lautet folgendermassen:

@) Tye=T, A} — 0, log| 4],
wobeil
@) A=A, AT =0808, AL =08[08,  0,=00"

Bs ist nicht schwer zu beweisen, daB die Regel (2) Gruppencharakter
besitzt. '

Betrachten wir nun eine beliebige Affinordichte 7% mit dem Trans-

formationsgesetz R
(4) Tz'll.ui;? — ArAi"l .AZ;’ u Aeidp
“1“'”1" A Ap A/ll' o ;:ZZ Loty
und bilden wir das formale Produkt
5 Aoty 8 g g
(5) Aty =TT,

E.s entsteht die Frage, ob A ein geometrisches Objekt darstellt.
Um diese Frage zu beantworten, berechnen wir die Komponenten von
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im Koordinatensystem (&). Bedienen wir uns (um die Schreibweise zu
kiirzen) der Sammelindizes?), so k6énnen wir schreiben

(6) Ay = TET, = A TEAS (AT, — 0,log | 4])
= A7 4G AZY AT TEA%2 8, log|A].

Daraus ist zu ersehen, daB in der Transformationsregel fiir 4 in expli-
ziter Weise auch die Komponenten des Objektes T auftreten und folglich
A im allgemeinen kein geometrisches Objeks ist.

Nehmen wir aber den Spezialfall in Betracht, worin p=¢ und auBer-
dem )

(7) Thet = A% A%

HLowottp

ist, wobei A den REinheitsaffinor bezeichnet.
In diesem Falle haben wir

(8) A=A AR,
und (6) geht in
(9) A, = AL A% — A%0,. log |4

iiber. Hier stellen wir fest, daB auf der rechten Seite neben der Kompo-
nente A% nur die Komponenten der Koordinatentransformation (&) (&)
figurieren, so daB das Objekt A ein geometrisches Objekt darstellen kann.
DaB es wirklich ein solches darstellt, folgt daraus, daB (9) Gruppen-
charakter besitzt. In der Tat haben wir

(10) AL = AT, AZEY, — A%,8,. log|4,],

wobei A4,=|A4%| ist. Setzen wir nun (9) in (10) ein, so erhalten wir

(11) A= AL AT AT ACYY D, Tog| A — AL 0, log|4,]
=A% AGY, — AL 0, logidd,), AA, =AY,

Dies beweist, daB (8) ein geometrisches Objekt ist.
Wir gehen jetzt zum Spezialfall p=1 iiber und betrachten das Objekt

(12) A= AT,

Da das Objekt (12) ein Drei-Indizes-Objekt ist, kann die Frage aufge-
worfen werden, ob es vielleicht nicht zur Bestimmung der kovarianten
Ableitung fiir Vektorfelder gebraucht werden kann.

1y J. A.Sehouten-D.J. Struik, Finfiikrung in die neueren Methoden der Diffe-
rentialgeometrie, B. 1., 8. 32.
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Nehmen wir ein beliebiges Vektorfeld o* und sezen wir
(13) @ 2Ly 0 At

Es entsteht die Frage, wann (13) ein Affinorfeld darstellt.
der Formeln (9) und (13) haben wir

B = 0,0+ Al = 8, (A5 0) + 07 (A ALl — A%0,,

"

Auf Grund

log | 41)

= AZ10 0+ 070, A7 + A0 AL — 10, log |4
= AH0,0 A0, AT+ DL AL — A2, — AT, log | A,

vs;aJs nach Reduktion
(14) Qi =0 Ak v”A;f,(aﬂA.;j'

"

—4;0,log|Al)

ergibt. Aus (14) folgt (wenn man beriicksichtigt, daBl v beliebig wihibar
ist), dafB (14) dann und nur dann einen Affll’]OI‘ darstellt, wenn die folgen-
den Relationen

(15) A% (aﬂA”'
erfiillt sind.

Es soll jetzt bewiesen werden, dafll fir n>1 die Bezichungen (15)
folgende Gletchungen

(16) 9,4, =0

'

470, log|d]) =0 fir v=1,2,...,n; ' »'=1,2",...n

(,=1,2,..,m; v =1",2",...,n)

nach sich ziehen, woraus folgt, daf die Transformation (&) -»(&") eine
lineare ist.

Bei festem » und »' stellt (15) ein System von n homogenen Gleichui-
gen mit den Unbekannten 9, A, — 479, log|4| (x=1,2,...,n) dar, dessen
Determinante |4%|=4"" von Null vemchxeden ist. Dm'an.w folgt, daB
(15) dem Gleichungssystem

(17) 0,47 —A7d,log|Al =0 (u,y=1,2,...,n; v'=1",2",...,0)

aequivalent ist. Dividieren wir (1
folgende Gestalt

7) beiderseits durch 4, so nimmt (17)

AY i
(18) aM{ v } =0
an. Dies besagt, daB die Quotienten 4/4 von den & unabhingig sind:
(19) Al =a' A,

wqbei. also o) Konstanten sind. Setzen wir in die Determinante A stabt
4; die rechten Seiten der Gleichungen (19) ein, so erhilt man

(20) A= 4= |A| = A"

A
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woraus A7"=|a)| folgt. Fir n>1 ergibt sich daraus die Beziehung
A=const, was zusammen mit (19) zu AY=const fithrt, was zu beweisen
war.

Wir haben also festgestellt, daB fiir n>>1 die Forderung, daf (13) fir
jedes Vektorfeld o* einen Affinor darstellt, die Binschrimkung der allge-
meinen (unendlichen) Tramsformationspseudogruppe der Koordinaten 2ur
(endlichen) affinen Untergruppe 2w Folge hat.

Bei der affinen Gruppe stellt schon die gewthnliche Ableitung 9,0
einen Affinor dar, und man braucht sie nicht mit einem ,,Oleichgewichts-
glied” erginzen.

Tm Spezialfall n=1 dagegen sind die Relationen (15) automatisch
erfillt und in diesem Falle — wie bekannt— kann (13) als kovariante
Ableitung des Feldes ¢* erklirt werden.
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