Sur une décomposition des ensembles indénombrables (I)

par

.J. Popruzenko (L6dZ)

Désignons par (K) la proposition suivante:

ProPOSITION (K). E étant un ensemble de puwissance m, il ewmiste une
suite double {AL} de sous-ensembles de B telle que

10 les égalités suivantes sont valables

E=A 4 A3+ ... A0+
E=A A5+ .. LA+
@) e e

20 les ensembles d’une méme ligne sont disjoints,
3% quelle que soit la suite d’entiers positifs {m;}, le produit

] (A4 + ..+ A}

=1
est au plus dénombrable.

Banach et Kuratowski ont démontré en 1929 1) que I’égalité n,= 2%
entraine la Proposition (K) pour m= 2%,

M. Sierpinski a déduit le méme résultat de la propriété (L) de Lu-
sin, et ceci dans deux voles différentes: soit immédiatement 2), soit par
I'intermédiaire de son théoréme sur lexistence d’une suite convergente
de fonetions réelles qui converge non uniformément dans tout ensemble
non dénombrable ?).

‘Par ces recherches de M. Sierpinski fut posée pour la premiére
f?ls la. question sur la dépendance entre l'existence de certains espaces
singuliers et celle de la décomposition (1), imaginée par Banach et
Kuratowski. Dans cet ordre d’idées, nous allons démontrer le suivant

Tﬂﬁonm Pour qu’il existe au moins wn aleph indénombrable m
satisfaisant & la Proposition (K), il faut et il suffit qu'il emiste un ensemble

1) 8. Banach et C. Kuratowski [1].

%) W. Sierpifiski [3].

*) W. Sierpiniski[4], p. 46 et 52, confronter avec [5] (Théoréme d’équivalence).
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de nombres réels de puissance 8, jouissant de la propriété A et dépourvu
de la propriété A'.

Démonstration.

1. Nécessité. Supposons que la Proposition (K) soit réalisée pour
un ‘certain aleph indénombrable m=Tm1,.

Désignons par H un sous-ensemble de E de puissance x;.

La suite {A%} satisfaisant aux conditions 1°-3°, multiplions les deux
cotés du tablean (1) par H. On obtient ainsi une nouvelle décomposition

H=B}+B}+...

H=Bi+Bi+...

de la méme nature. Ceci étant, soit {f,(x)} une suite de fonctions réelles
définies pour x ¢ H, convergente vers 0, qui converge non uniformément
dans tout sous-ensemble non dénombrable de H; une telle suite existe
dans les conditions présentes, car son existence est équivalente, comme
P’a démontré M. Sierpinski?), & celle de la déecomposition (2). Cette
suite étant déterminée, posons pour reH

(3) Ef=1e premier indice tel que n=k.

fr(z)y<s pour

1
i

Désignons par @ la famille de toutes les suites distinctes d’entiers
positifs {&} (i=1,2,...; z « H) ainsi définies. On vérifie sans peine, en
s'appuyant sur la singularité mentionnée de la suite {f.{x)}, que la fa-
mille @ jouit des 2 propriétés suivantes:

1. d=H=g,,

9. @ est non bornée au sens de la relation <<?%).

En effet, la supposition contraire entrainerait, dans tous les deux
cas, Pexistence d’un sous-ensemble indénombrable de H dans lequel la
convergence de {f.(x)} serait uniforme, ce qui est impossible.

Ceci établi, on passe par un simple procédé transfini & une nouvelle
famille de suites d’entiers positifs, ¥, ayant les mémes propriétés que ]
et Dbien ordonnée (en type 2) par la relation <. En posant

1! 1

4) Yoir W. Sierpinski [5]. La démonstration, effectuée par Pauteur pour m= 2%,
est valable pour tout m indénombrable < 2%,

s) Etant données deux suites d’entiers positifs a=(a;,0s,...) et b=(by,0;,...), OD
bcrit-a<b si Uon a a;<Cbhi 4 partir d’un certain indice i= 7.
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pour toute suite {k} appartenant & ¥, on définit, comme ’a démontré
M. Rothberger®), un ensemble de nombres irrationnels qui jouit de
la propriété A et qui la perd deés qu’on Vaugmente de 'ensemble des nom-
bres rationnels. Cet ensemble étant évidemment de puissance &, la né-
cessité de la condition de notre théoréme est démontrée.

II. Suffisance. Soit &, Paleph de M. Rothberger, symbole de la
plus petite puissance pour laquelle il existe des ensembles de nombres
réels jouissant de la propriété A et dépourvus de la propriété 1’. On sait
que clest un aleph régulier satisfaisant & D'inégalité s <8< g% 7y,

Nous déduirons la suffisance de notre condition du suivant

LEMME. B édant un ensemble de puissance 8,, 4l existe une swite double
{Aﬁ,.} de sous-ensembles de E satisfaisant aum conditions 1° et 2° de la Pro-
position (K) et & la condition suivante:

(3%) Quelles que soient les suites infinies d’entiers positifs {is} et {ms} dont
la premiére est croissante, si Von pose

(4) P =Abt A+ ...+Af;k,
on a
(8) Lim Py <Ts,.

La démonstration s’appuye sur cette propriété que j'ai démontrée
autre part?®): .

Il existe dans tout ensemble E de puissance 8, aw moins une suite con-
vergente de fonctions réelles qui converge non uniformément dans tout sous-
ensemble de E de puissance .

Soit {f,(x)} une telle suite. La famille @ de suites d’entiers positifs
étant définie comme plus haut (voir la formule (3)), posons

(6) A =F{weR, ki=m}

pour i=1,2,...; m=1,2,... La suite {4}} ainsi définie satisfait évidem-
ment aux conditions 1° et 29 Je dis qu’elle satisfait aussi & la condi-
tion (3*).

En effet, soient {i,} et {m,} deux suites arbitraires d’entiers positifs
dont la premiére est croissante. Considérons I'ensemble

Qs= HPs+I
1=0

¢) F. Rothberger [2], Théoréme 2, p. 299, voir aussi W. Sierpinski [6].
) F. Rothberger [2], p. 296.

2;)‘; . Popruzenko, Sur le phénoméine de convergence de M. Sierpinski, ce volume,
P. .
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pour s=1,2,... La relation ze@, donne, selon (4),

Is41 Ts41y Is+1
@ e At A5 "'+'Amx+z

pour tout >0, d’ou il résulte en vertu de (3) et (6)

nlr) <

Ts+1

pouUr B=Meyy, 120,

ce qui démontre, d’aprés la relation lim 4=o0, que la suite {f.(»)} con-

00

verge uniformément dans @, (s=1,2,...). On a done, en vertu de la pro-
priété mentionnée de la suite {f,(x)}, @s<%, (s=1,2,...), ce qui entraine,
8, étant régulier, la formule (5).

Notre lemme est ainsi établi®).

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de remarquer
que 8%l existe un ensemble de puissance x, & propriété demandée,
on a sfirement %=, et I’inégalité (5) donne, & plus forte raison, la con-
dition 3% La Proposition (K) est donc vraie pour m==;.
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%) On voit done que la Proposition (K) peut étre démontrée, pour un certain m,
gans recours aux prémisses hypothétiques si 'on remplace la condition 3° par I'inégalité
moins rigoureuse ,<m".
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