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On peut démontrer facilement que tous les théorémes de ce travail
subsistent lorsqu’on remplace la fonction min par n’importe quelle fone-
tion réelle f de n variables réelles, non-décroissante et continue par rap-
port & chacune d’elles, les décompositions parfaites étant alors & en-
tendre dans le sens relativisé sumivant:

a=(0y, @, ...,0,) étant le point de I" auquel la fonction f atteint son
maximum, la décomposition E=F,4E,+..+E, est f-parfaite lorsque

(B iy (B)t on i pin (B) = 0300} oo 2ty
et que, pour toute décomposition (4) de E pour laquelle

(K)o (K)o
Ia condition (6) est satisfaite.

S (Xp) =g gt wuit
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Sur une propriété des transformations
des ensembles abstraits

par
J. Popruzenko (L6d%)

M. Sierpinski a démontré en 193271 le théoréme suivant sur les
familles de transformations des ensembles linéaires:

Si 2=y, et F est une famille de puissance du continu 'ensembles
lindaires de puissance du continu, il existe towjours un ensemble linéaire
de puissance du continu, dont les images continues sont distinctes de tout
ensemble de la famille F.

De plus, M. Sierpinski a remarqué que ce théoréme peut étre sans
peine généralisé: ,Aun lien des images continues on peut notamment
prendre les images de Baire et, plus généralement, une famille quel-
conque de puissance du continu de transformations des ensembles & Paide
de fonctions mesurables d’une variable réelle® (loc. cit., p. 210).

Le but de la présente Note est d’établir une généralisation de ces
résultats.

Soit ¥ nn ensemble d’éléments z queleconques de puissance X=m>g,
et soit p*(E) (ECX) une mesure extérieure abstraite non identiquement
nuile, finie et disparaissant sur les points existant sur X2

Posons m =y, , 0l 1, st un nombre ordinal >0. 5 étant un nombre
ordinal de Uintervalle 0<(7<1,, désignons par (T,) la proposition sui-

vante:

(T,) Il existe une famille de puissance s, de sous-ensembles de X de me-
sure =0 télle que la somme de tous ces ensembles soft wun ensemble
de mesure ertérieure p*>0.

1) W. Sierpinski, Un théoréme concernant les iransformations continues des en-
sembles linéaires, Fund. Math. 19 (1932), p. 208.

%) Plus précisément: p*(E) est une fonction réelle arbitraire, définie pour toub
EcX et satisfaisant aux 4 conditions suivantes:

1. pHE)>=0 et 0<p*X)<co, 3. u* “E,,;/\ w*En),

2. pHE)<p*(E) s BEch, 4op (m)=o
T.a mesurabilité est définie par Péquation fonctionnelle bien connue de Cara-
théodory.
Fundamenta Mathematicae. T. XLL 11

pour xeX.
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La proposition (Ty) est évidemment fausse. La proposition (T,)
. 3 0
est vraie, car on peut prendre, pour les ensembles en uestion, les en-
sembles se composant ’un seul point # pour tout reX. Donc le pre-
mier nombre ordinal 5 =7 pour lequel (T,) est vraie existe. Posons
My = N,

Llexistence de ece nombre est ainsi démontrée & Paide de Paxiome
de Zermelo.

I résulte de la définition du nombre cardinal m, que, quelle gue
soit la famille de puissance <mg de sous-ensembles de X de mesure u=0,
il en est de méme de lewr somme. En particulier, tout ensemble de points
de X de puissance <m, est de mesure u=0.

On a évidemment x; <<\me<Km et Pon peut voir sans peine que m,
est un aleph régulier.

Soit maintenant ¥ un ensemble d’éléments y de puissance ¥ =nzm.

Désignons par @ une famille queleconque de puissance m, se com-
posant de sous-ensembles de I de puissance >m,, par ¥ — wne famille
quelcongue de puissance m, de fonctions univoques f(z) =y T, définies
dans X et assujetties & la restriction unique:

(i) quels que soient fe¥ et yef(X)CY, Pensemble
K@) = F{ze X, fle)=y}
X
est mesurable-u.
Nous allons démontrer le suivant

THEOREME. Il existe dans toul ensemble M de X de mesure extérieure
.3 - . L
HH M) >0 un sous-ensemble N de puissance m, satisfaisant & la condition
suivante:

(*) quels que solent Ec® et fe¥, on a
E—f(N)#0,

o Démonstration. Désignons par w, le nombre initial de puissance X,.
Solent :

(ei) Ey By s By Boyyy ooy B, ... (§<wyy Bre D)
(2) flﬁ.fe:---:fwyfm-i-lr---7f£:--- (§< e, fee¥)

deux ;Iuites transfinies, formées de tous les éléments de la famille @
resp. ¥.

7

oy - - .
L. ensemble d.e. tous les couples ordounés (a,f) de nombres ordinaux
<o, étant de puissance g, soit

(3) {ag,f:), (aaugz):--~:(am)13,p),...,(a;,ﬂ;),... (< wy)
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une suite transfinie se composant de tous ces couples et contenant chacun
A’eux une seule fois.

Soit M, MCX, un ensemble quelcongue & p*(M)>0; il est done,
comme nous Pavons vu, J >im,. Cet ensemble étant donné, définissons
par linduction transfinie une suite transfinie {P;! (A<w,;) de sous-en-
sombles de 1/ et une suite transfinie {p;} (A<w,) de points de M comme
il suit.

I. i=1.

Pour définir Uensemble P;. distinguons, suivaut M. Sierpiiski (loc.
cit., p. 206), deux cas:

1. E,Cfg (). Posons dans ce cas, pour veky.

Hyyy=F {re Jf,fﬁl(.r') ==k

x
On a évidemment

(4) H()CF (e Xy fp ) =t =Ry .

Dlaprés la propriété (i) et linclusion (4), les ensembles Hyy) (WCE,)
out séparés par les ensembles mesurables u. I1 en résulte, comme on
le sait, que la mesure extérieurve p*(E) est absolument additive sur la
famille des ensembles H(y) (y e Ey). Par conséquent, a*(M) étant un
nombre fini, la relation p*[H,(y)]>0 ne peut se présenter que pour un
ensemble au plus dénombrable de valeurs de y. D’aprés E, >mg>Ry;
il existe un point y=a, ¢ E, tel que ulHy(a)}=0.

Posons P, =H,(a,).

2. Bo—[p(M)#0. Dans ce cas posons P,=0.

L’ensemble 1/ —P; étant en tout cas non vide, désignons par p,
un point gquelconque de A —Py.

II. 1<i<o;.

Soit 7 un nombre ordinal satisfaisant A cette inégalité et suppo-
sons que 1on ait déja défini les ensembles P, et les points pg pour £<2
de sorte que 3 Pz {ps}e<i=0, pie M et pg#py pour E£E (ce qui est
vrai pour i.=2<)j1 Pour définir P; et p;, reprenons la distinetion ci-dessus.

1. E,;Cfg(3). En posant, pour yeEByy,

Hyy)=F {ze M, fplr) =y}
on constate comme plus haut qu'il existe une classe de puissance B, >m,
de contre-domaines disjoints Hi(y) tels que u[H 2(¥)1=0. Or, Pensemble
{pele<s étant de puissance <m,, On conclut quwil existe une valeunr
y =y B, telle que wl[Hy(a;)]=0 et

(5) H j{az) {peds<i="-
1%
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Dans ce cas on pose P;=H;(a;).

2. Eg,~fs(M)+#0. Posons P3=0.

L’ensemble S;=2 P+ {pele<s Gtant (Qaprds u(Pe) =0, 1<x, et la

<A

définition de m,) de mesure u(S;)=0, on a M —8,;50.

Choisissons pour p, un point arbitraire de M —8;.

Les ensembles P; et les points p, sont ainsi définis pour tout nombre
ordinal A de Dlintervalle 1<<i<w,. Daprés (5), vu la définition de Das
ils satisfont & la condition

(6) é;;P;'{ps}Kz =0 (I 2< ).

& ] 3 =YY i boeade » 4
Dfa plm«,f on voit daprés ce qui précdéde que piFEpy pour Es£f
I<ESALICE L
Posons

(M N= {Zjl}l<l<w1-
On a évidemment p;s£py si 11 et, d’aprés (6), la formule

(8) 2 Py N=0.
1<7<0,

Je dis que ¥ est Pensemble recherché.

En e:ffet-, les relations NCAM et N=m, résultent immédiatement
de ce qui précéde. Il ne veste done quw’a démontrer que Tensemble N
satisfait & la condition ().

Soient Fed et f¢ ¥ choisis arbitrairement. Dlaprés (1) et (2) on a

. L]

E=Ea, f=fs a et B étant’ deux nombres ordinanx déterminds < w,.
Supposons que Pon ait

(9) E,Cfa(N).

Il existe, selon (3), un et wn seul nombre ordinal l<w, tel que
a=a; et fB=pf;. La formule (9) donne

(10) Boy Clay(N)Cny ().
Le point a; appartenant i ey, 1l existe un point x, tel que
(11) J‘OE;\Ty fﬁl(‘l"o):a/‘.:
done, d’aprés (10),
(12) azefs, (1)

Les formules (11) et (12) entrainent, en vertu de lg définition de 1’en-
semble Pi,x, e Py, contrairement 3 (8).

-
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Ta relation. (9) implique donc une contradiction, ce qui prouve
que Pon &

Bu—1p(N) 0,
¢’est-a-dire

E—-f(X)=£0,
conformément & (x).

Notre théoréme est ainsi démontré.

Si Pon pose X =1 == ensemble de tous les nombres réels. u*(E)= me-
sure cxtérieure de Lebesgue et si l'on admet 1'égalité 8, =2%, on obtient
) 3 ' t et oot
évidemment m,=2% et Pon retrouve les résultats de M. Sierpinski
au début.
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