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Example. Let ¢ be the set of all continuous real valued functions
on the unit interval. We assume that ¢ is metrized by the usual uniform
metric. We define a function f on € by letting

flu)y={t|u(t) >0} for each weC.

It is easy to verify that f is continuous with respect to the T, topology,
but that f is not continuous with respect to the T, topology. It follows
from Theorem 13 that f is continuous with respect to d on a residual
subset of C. It is easy to see that f is d-continuous at « if and only it
pitu(t) =0} =0.
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Uber eine
Dimensionstheorie in topologischen Verbinden

yon

H. Hofmann (Niirnberg)

Die mengentheoretische Topologie hat weitgehende Verallgemeine-
rungen zu einer Topologie der Vereine und Verbiinde erfahren (Nobeling
[3] und Sikorski [4]). Insbesondere ist auch die Menger-Urysohn’sche
Dimensionstheorie von R. Sikorski auf gewisse topologische Verbiinde
(C-Algebren (Sikorski [4] und [5])) tibertragen worden. Allerdings ver-
wendet Sikorski [5] einen globalen Dimensionsbegriff, mit dem sich nicht
alle Sitze der Punktmengen-Dimensionstheorie formulieren lagsen. Die
vorlicgende Arbeit hat nun zum Ziel, unter Zugrundelegung einer allge-
meineren, lokalen Dimensionsdefinition eine Theorie zu entwickeln, in der
noch fehlende S#tze bewiesen werden konnen. Es wird sich dabei zeigen,
daB dieser lokale Dimensionsbegriff fir C-Algebren, hier S-Verbinde
genannt, mit dem Sikorski’schen zusammenfillt.

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf G. Nobeling [3] und verwendet
die dortigen Begriffe, Bezeichnungen und Sitze.

Ein fiir alle Mal sei ein klassiseh-topologischer Boole-Verband B
vorgelegt.

Definition. ¥ heiBie speziell ein Sikorski-Verband oder kurz ein
S-Verband, wenn B ein o-Verband, regulir und T,-topologisch ist und
auBlerdem eine abzihlbare Basis 1) besitzt.

Es kann leicht gezeigt werden, daB jeder S-Verband eine abz#hl-
bare regulire Basis besitzt. Ein S-Verband ist demnach dasselbe wie
eine Sikorski’sche C-Algebra.

In Anlehnung an die Stoffeinteilung Mengers [2] behandelt die vor-
liegende Arbeit nach der Formulierung der Dimensionsdefinition (§ 1)
die Dimension einzelner Somen (§ 2), Summen- und Zerspaltungssitze
(§ 3), die lokale dimensionelle Struktur von S8-Verbinden (§4), Uber-
deckungssiitze (§ 5), die Beziehungen globaler Trennungs- und Zusammen-

!) .Basis® ist immer als offene Basis gemeint.
19%
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hangseigenschaften von B zur Dimengion von %8 (§ 6) und das Verhalten der
Dimension bei Abbildungen (§ 7). Die Beweise folgen im allgemeinen den
von Menger [2] und Hurewicz-Wallman [1] verwendeten Gedankengingen.

§ 1. Der Dimensionbegriff

Detfinition. Es sei n eine ganze Zahl, 0 <n <oco.

(a) B heifle hichstens n-dimensional, in Zeichen dim B <n, wenn es
zu jedem Soma S>>0 (falls ein solches vorhanden ist) und jeder Umge-
bung U von § ein offenes Soma V<U mit V28>0 und dim bV <n—1
gibt %), Ein Soma 4 heiBe hichstens n-dimensional, in Zeichen dim 4 <n,
wenn B, hochstens n-dimensional ist %). Hochstens (—1)-dimensional sei
das Nullsoma und nur dieses.

(b) B (bzw. ein Soma A) heiBe mindestens n-dimensional, in Zeichen
dim B>n (bzw. dim 4 >n), wenn B (bzw. 4) nicht héchstens (n—1)-
-dimensional ist. Mindestens (—1)-dimensional heiBie jedes Soma.

(c) B (bzw. ein Soma A) heille (genau) n-dimensional, in Zeichen
dim B=n (bzw. dim 4 =n), wenn B (bzw. 4) zugleich hichstens n-dimen-
sional und mindestens n-dimensional ist.

(d) Gilt fiir keine endliche Zahl n dim B<n (bzw. dim 4 <n), so
werde dim B=oco (bzw. dim 4=o0) geschrieben.

‘ In einem topologischen Raum R, aufgefaBt als Verband B (Nobe-
ling [38]) ist diese Definition mit der Dimensionsdefinition von Menger-
-Urysohn Aquivalent.

Eine andere Formulierung der Dimensionsdefinition wird durch den
folgenden Satz angegeben.

1.1. Voraussetzung: 0 <n<oo.
Behauptung: Es ist dann und nur dann dim B <n, wenn es eine

Basis B’ von B gibt, deren Somen hichstens (n—1)-dimensionale Begren-
zungen haben. .

) Beweis. (a) Dann. Ist die Bedingung des Satzes erfiillt und ist
ein Soma 8>0 sowie eine Umgebung U von 8 vorgelegt, so ist U als
o#enes Soma die Vereinigung von Somen der Basis B’. Mindestens eines
dieser Somen ist zu § nicht fremd. Daraus folgt dim B <n.

*) b¥ bezeichnet die Begrenzung VaeV von V. — Es wiire denkbar, von U nur
zu ve‘rla,ngen, daB U ein offenes Soma mit UA8>0 ist. Dies bedeutete ’jedoch keine
wn-khche. Verallgemeinerung, weil es bei Giltigkeit der oben formulierten Bedingung
auch zu ?edem Soma S>Q und jedem offenen Soma U mit TAS>O ein offenes Sboma
Zig’;ﬁzs ;Af;g&znid;m br(;<;—l' g.ibt: P=UAS ist nicht leer; U ist eine Umge-
o s;VAP;o_ un existierende Soma VU mit dim bV<<n—1 gilt

?) ¥4 bedeutet den aus allen Teilsomen von A bestehenden Unterverband von .
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{b) Nur dann. Ist dim B < », so ist das System aller offenen Somen V'
mit dim bV<n—1 eine Basis von . '

Uber die Michtigkeit der in 1.1 genannten Basis gibt der im TFol-
genden mehrmals bendtigte Satz 1.2 AufschluB:

1.2. Voraussetzung: 0 <n<co; dimB<n.

Behauptung: Besitzt B eine Basis B einer Michtigheit <m (m >8,),
so besitt B auch eine Basis B’ einer Mdchtigheit <m mit AimbW <n—1
fiir jedes W eB'.

Beweis. Fir jedes Paar (U,,U) von Somen aus B, fiir welches
U,<U gilt und ein offenes Soma W mit U, <W <U und dimbW<n—-1
existiert, withlen wir ein solches Soma W aus; es sei B’ das System aller
50 ausgewiblten Somen. Dann hat B’ zundchst eine Michtigheit <m.
Um zu zeigen, da B’ eine Basis von B ist, genfigt es nachzuweisen, daB
jedes Soma U eB die Vereiniging von Somen ¢ B’ ist. Angenommen,
fiir ein Soma U « B wiire dies nicht der Fall. Dann existiert ein Soma 8
mit 0 <8< T, das fremd ist zu allen Somen W<U aus B’. Wegen
dim B < n existiert aber in B ein offenes Soma ¥ <TU mit VA S >0 und
dim bV <n—1; in der Basis B existiert weiter ein Soma U,<V mit
U,n 8 >0. Folglich existiert in B’ ein Soma W mit U, <W<U, also mit
WaS >0, was im Widerspruch zur Annahme steht.

§ 2. Die Dimension einzelner Somen

2.1. Voraussetzung: A sei ein beliebiges Soma; —1<n <oco.

Behauptung: Adus dim B<n folgi dim 4 <n. :

Beweis (Hurewicz-Wallman [1], Theorem III. 1, §.26) (durch voll-
stindige Induktion). Fiir n=—1 ist die Behauptung evident. Sie werde
nun fiir —1<n<m—1 als bereits bewiesen arg-onommen; ferner sei
dim B<m. Sind dann ein nicht-leeres Soma S< 4 und eine beliebige
TUmgebung U’ in A von S vorgelegt, so gibt es zun#ichst ein in B offenes
Soma U mit U'=0Uxs A. U ist eine Umgebung in B von §; aus dim B<m
folgt daher die Existenz eines in 9 offenen Somas V<U mit Va §>0
und dim bV <m—1. Setzt man nun FaA=V’, so ist V' in A offen und
es gilt: /< U, weil V<U und daher VaA<LTa4d; V28>0, weil Ar8=8
und daher (VAA)AS=Vr8>0; b '<bV4), weil einerseits b,V <4
und V'ab,V’ =0, also ¥ab,V’'=0, andererseits bV'<V’, also b V'<¥ ist.
Wendet man jetzt die Induktionsvoraussetzung auf @ n Verband Byy
und auf das Soma bV’ e Byy an, so erhilt man dim b V' <m—1. Auf
Grund dieser Eigenschaften folgt aus der Existenz des Somas V' dim 4 <m.
Die Behauptung gilt also auch fiir n=m und ist damit fir alle endlichen
Zahlen n bewiesen. Fiir n=oo ist sie evident.

4) b4T”’ bezeichnet die Begrenzung in 4 von V”.
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2,2, Voraussetzung: —1<n <oo.

) Behauptung: Ist dim B=mn, so existiert in B fiir jede ganze Zahl ;
mit —1<m<n ein genaw m-dimensionales Soma. "
i Beweis (Hurewicz-WaJlmau [1], 8. 24, Bem. D)). Fiir in=1n ist B
1‘1_11“ m=-—1 %st 0 das gesuchte Soma. Nun sei —1 <m <. Wegeli
d'lm B=n existiert in B ein Soma 4, (némlich die Begrenzung by
eines offenen Somas ¥) mit dim 4,=n—1. Dann ist dim B, =n—1 fiy
Sdlélmz j},,l. Die Wiederholung dieses Schrittes liefert ein Soma A, € B, mit

»=n—2. Nach n»n—m Schritten erhi i '
PR Schritten erhdlt man ein Soma A, , mit

. ?ie Di@?nsion.eines Somas 4 ist durch Eigenschaften des Verban-
es B, definiert. Sie kann aber statt dessen auch durch Eigehschaf’re
von B gekennzeichnet werden 5): o

]23.31; Voraussetzung: A sei ein beliebiges Soma; 0 <n < oo.
8tdnd‘e auptulflg: Damit dim A <n sei, ist hinreichend und, falls B voll-
y Azgu ;;ozzza:ldzst,l auckb notwendig, daf es zu jedem nicht-leeren Soma

U jeder Umgebung T von S e > it Vs
und ooyt e % offenes Soma V< U mit Vi8>0
Die gedvjv::is (Hurewiez-Wa]ln.mn [1], 8. 27, Bem. A)). (a) Hinreichend
Fo e gullzg des .bafszes sei erfiillt; ferner seien ein nicht-leeres Soma:
in<A ;@ind eine peheblge?, Umbegung U’ in 4 von § vorgelegt. Da U’
o ?gen 1st,'g1bt s ein (in B) offenes Soma U mit U'=UrA. Zum
;( ’ﬂ]g?,eg Szr;gasle?nz% Un-lgeIl;unSg U existiert nach Voraussetzung ein (in %)
s "mit VaS>0 und dim bVad <n—1. Das S 7
obfenes ¢ U ! . oma T’
IV( A ist dajnn In 4 offen und es gilt: Va8 >0; V' <U’; b V’<beJ‘ 4
also dim b,V'<<n—1 nach 2.1. Folglich ist dim A<n T

(b) Notwendig. B sei vollstindi ‘

N rendig. B s andig normal und es sei dim A<
I;z;ngr seien ein nicht-leeres Soma S < A und eine beliebige Umg;)lvi\%;
Wegengigﬁ;sjlg,),as ’_Sg);n& fol= U»4 ist dann in A offen und es ist § <g U
. gibt es folglich ein in A4 off LU it
A ) ; e offenes Soma V' <U" mit
’ I:\dﬁ';e(l)n duln;ddd}m‘bAV <~n —1 Die beiden Somen V' und X=A/\lé%
o ‘1; in ihrer ‘..erelmgung abgeschlossen. Weil 8§ vollstindie
nomm ma i g; t es daher ein offenes Soma W mit V'<W und W_"‘X Ob
wetzt man dann WilU=V, so ist ¥ offen N
» ’ 1
weil (Wal)s 8= WiS2V'A8>0; bv. Au;ub ;
VAA<}VAA<CX 24 =¥+ 4 und daher bV 1.4
=b4V’. Aus der letzten Beziehung folgt
D.a»s Soma V besitzt also alle in der
Eigenschaften.

s gilt: V<U; ¥4 820,
__J”’, weil V'<V sowie
=(VreV)ad<(V ad)a(cV' 1 d)
: nach 2.1 dimbVrd <n—1.
Bedingung des Satzes geforderten

¥) Vergl. auch den Hilfssatz von 8,296
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8§ 3. Summen- und Zerspaltungssiitze

Die ersten Sitze dieses Paragraphen (3.1-3.4) behandeln den Schluf
von den Dimensionen einzelner Somen auf die Dimension ihrer Vereini-
gung.

8.1. Voraussetzung: A und B seien fremde, in ihrer Vereinigung
abgeschlossene Somen; —1<n<oo.

Behauptung: Aus dim 4<n und dim B<n folgt dim 4B <n.

Beweis. Es kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 4vB=F
angenommen werden. Fir n=oco ist die Behauptung trivial, ebenso
fiir n——1. Nun sei 0 <n < oo und es werde ein Soma §>0 sowie eine be-
liebige Umgebung U von § vorgelegt. Es sei etwa Sad>0. Dann gibt
es wegen dim d<n zu §:4 und der Umgebung Uadin 4 von Sr4
ein in A offenes Soma V< T4 mit V(82 4)>0 und dimb<n—1 4
und B sind offen und fremd; infolgedessen ist ¥ auch in E offen und es
gilt b,V=DI", also dim b¥V<n—1. Daraus folgt dim E<n, w.z. h.w.

3.2, Voraussetzung: B sei vollstindig normal, 4 und B seien
beliebige Semen; —1<m <oo; —1<H < oo,

Behauptung: dus dim 4 <m und dim B<n jolgt dim AvB <m-+
+n41.

Beweis (Hurewiez-Wallman [1], 5. 28, Bem. B)) (dureh vollstdndige
Induktion). Es kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit AvB=FE
angenommen werden. Fiir n=m=—1 ist die Behauptung evident. Sie
sei nun fiir —2< m-+n<p—1 bereits bewiesen. Wir zeigen, daB sie auch
tiir m 4 n=p gilt. Bs sei also m~+n=p. Ferner seien ein beliebiges Soma
S§>0 und eine beliebige Umgebung U von S gegeben. Es sei etwa Sa4>0.
Dann gibt es nach 2.3 wegen dimd<m ein offenes Soma V<U
wit 7. 8>F 4 (82 4)>0 und dimbVid<m—1=mn'; dabei gilt wegen
dim B<n nach 2.1 auBerdem dim bViB<an. Weil m'+n=p—1 ist,
kann die Induktionsvoraussetzung auf die Somen bVad und bV ~»B ange-
wandt werden: dim b¥V<m'+n+l=m+n Daraus folgt dim F<m+
+n-+41; die Behauptung gilt also auch fiir m+n=p, .z b.wW.

HiirssaTz. B sei ein Tytopologischer (und Klassisch-topologischer)
o-Boole-Terband mit abzihlbarer Basis. B ist dann und nur dann hoch-
stens O-dimensional, wenn es zu je zwei fremden abgeschlossenen Somen
A’ A" zwei fremde offene Somen @', G mit E=G"6", A'<F und 4"<G"’
gibt.

Beweis. (2) Dann®). Die Bedingung des Satzes sei erfilllt; ferner
seien ein beliebiges Soma §>0 und eine beliebige Umgebung U von §

) Fiir diesen Teil des Beweises braucht B nur als T,-topologischer (und klassisch-
topologischer) Boole-Verband. vorausgesetzt zu werden.


GUEST


294 H. Hofmann

gegeben. Da B Ty -topologisch ist, enthélt § ein abgeschlogsenes Teil-
soma P>0. P ist fremd zu dem abgeschlossenen Soma cU; vorausset-
zupgrgemil gibt es daher zwei fremde offene Somen G',@” mit P,
eU<G” und E=@v6G”. Damn ist ¢ <U, G'A8>0 und bG =0, also
dim bG'= —1. Daraus folgt dim B <0.

(b) Nur dann. Es sei dim B<0; ferner seien zwei beliebige fremde
abgeschlossene Somen A’,4” gegeben. Dann ist die Existenz zweier
fremder offener Somen G',G" mit A'<@, 4"'<G” wnd G'v6&’ =F nach-
zuweisen. Ist A'=0, so haben ¢'=0, G"=F die gewiinschten Eigen-
schaften. Nun sei A'>0. Da dim 8 <0, gibt es nach 1.2 eine abzihlbare
Basis B von B, deren Elemente leere Begrenzungen haben. Da die
Somen ¢4’ und ¢4 offen sind, sind sie Vereinigungen von Somen e 8;
die in mindestens einer dieser Vereinigungen vorkommenden Somen
€ B seien in der Folge U,,U,,... angeordnet. Fiir jedes k=1,2,... gilt dann
UpnA'=0 oder Upad"'=0 (oder beides). Von nun an schlieBt man
weiter wie bei Hurewicz-Wallman [1], S. 16 (mit 4’= 0, A"=FK, &=
und ¢'=K’).

8.8, Voraussetzung: B sei ein 8-Verband; in B seien abzihlbar
viele in ihrer Vereinigung abgeschlossene Somen F; gegeben; —1<n<oo.

Behauptung: dus dimF,<n fiir i=1,2,... folgt dim@ﬁ’,—<n.
=1

Beweis. Fiir n=co ist die Behauptung sicher richtig, ebenso fiir
n=—1; fiir 0<n<oco soll sie durch vollstindige Induktion bewiesen
werden.

Es sei zunfichst n=0.. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
o0
i\;/1F1=E (und jedes F; als abgeschlossen) angenommen werden. Dann

verliuft der Beweis analog wie bei Hurewicz-Wallman [1], S. 18-19.

. Es-werde un vorausgesetzt, dafl 3.3 fiir 0 <nm<m—1 bereits be-
wiesen ist. Dann gilt fiir einen §-Verband B und eine ganze Zahl % mit
0<k<m die folgende Ziwischenbemerkung:

(%) Ist dim B <k, so gibt es zwei fremde Somen N', N’ mit E=N'vN",
dim N'<k~1 und dim N" <0.
Da nimlich B als §-Verband eine ab

: ; zéhlbare Basis besitzt, folgt
aus 1.2 die Existenz einer abzihlbaren

Basis {B}iyp. von B mit
. Nun gei N’=<; bB;. (N’ exi-
otd . < . - . . I=1
stiert, weil B ein ¢-Verband ist.) Da jedes bB; abgeschlossen ist, folgt auf
Grund der Induktionsvoraussetzung aus 3.3 dim N'<%k—1. Dag Komple-
ment N” von N’ schlieBlich ist héchstens 0-dimensional,

dimbB;<k—1<m—1 fiir jedes i=1,2,..
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Nun gei dim Fy<m fiir i=1,2,... Ohne Beschriinkung der Allgemein-
heit kann VF;=E (und jedes F; als abgeschlossen) angenommen werden.

Dann bewxeiét man dim E<m wie bei Hurewicz-Wallman [1], S. 31-32
unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB in einem &-Verband jedes
offene Soma ein F, (und jedes abgeschlossene Soma ein ;) ist (Sikorski
[4], 8. 185). Mit dim E<m ist 3.3 vollsténdig bewiesen und gleichzeitig-
die Giiltigkeit der Zwischenbemerkung (*) fiir jede endliche ganze Zahl
k>0 sichergestellt.

8.4. Voraussetzung: R sei ein S-Verband, A cin beliebiges Soma,.
B ein Soma, das zugleich F, und G5 in AvB ist?); —1<n <oo.

Behauptung: Aus dim A<n und dim B<n folgt dim AvB<n.

Beweis wie bei Menger [2], S. 114-115.

Die zum Beweis des Summensatzes 3.3 herangezogene und bewiesene
Zwischenbemerkung betrifft die Zerspaltung eines Somas in Somen
niedrigerer Dimension. In den S#tzen 3.5 bis 3.7 sind solche Zerspaltungs-
tatsachen aufgefithrt. '

3.5. Voraussetzung: B sei ein S-Verband; 0<n <co.

Behauptung: Ist dim B<n, so gibt es zwei fremde Somen N, N
mit BE=N'vN", dim N'<n—1 und dim N''<0.

Beweis: Satz 3.3, Zwischenbemerkung (*).

8.6. Voraussetzung: B sei vollstindig normal; 0<n <oco.
Behauptung: Damit dim B<n sei, ist hinreichend und, falls -
ein S-Verband ist, auch nobwendiy, daf es n-t1 paarweise fremde, hich-
n+1 :
stens O-dimensionale Somen A; mit BE=\/ A, gibt.
i=1
Beweis: 3.2 und 3.5. '
8.7. Voraussetzung: 8 sei ein S-Terband; —1<n <oco.
Behauptung: Ist dim B=n, so gibt es zu je zwei ganzen Zahlen p,q
mit p>g>—1 und p+g=n—1 zwei fremde Somen P,Q mit E=Py Q.
dim P=p und dim Q=q.
Beweis: 3.6.

Der Zerspaltungssatz 3.5 ermoglicht es, den Hilfssatz von Seite 203
zu verallgemeinern 8):

’) Diese Voraussetzung ist nach einer eben gemachten Bemerkung (vergl. Si-
korski [4], 8. 185), z. B. dann erfdllt, wenn B in AvB abgeschlossen (oder offen) ist.

®) Dieser Satz 3.8 betrifft eine Eigenschaft von O, die in § 6 systematisch be-
handelt werden soll. Wir beweisen ihn schon jetzt, weil aus ihm (far S-Verbinde) die
Aquivalenz des Sikorski’schen Dimensionshegriffes mit dem von uns eingefihrten
gefolgert werden kann und es winschenswert erscheint, diese Aquivalenz mpglichst.
frithzeitig festzustellen.
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3.8. Voraussetzung: B sei ein T;-Verband, A ein belicbiges Soma;
O\IGSiTQuptung: Damit dim A< n sei, ist hinreichend und, falls B ein
S-Verband ist, auch notwendig, daB es zu jo zwei fremden abgeschlossenen
Somen A', A" ein abgeschlossenes Soma B und 2wei fremde offen_e Somen
&, 6" mit eB=G"vq", A'<F, 4"<E¢" und dim Brd<n—1 gibt.

Beweis. (a) Hinreichend. Es sei die Bedingung des Satizes erfillt;
ferner seien ein nicht-leeres Soma §< 4 sowie eine beliebige Umgebung U
von 8 vorgelegh. Da B T -topologiseh ist, existiert ein abgeschlossenes
nicht-leeres Soma P<S. Die Somen P und c¢U sind abgeschlossen und
fremd; nach Voraussetzung gibt es daher ein abgeschlossenes Soma B
und zwei fremde offene Somen ,@’ mit ¢B=G'vG@', P<G@, cU<G”
und dim Bad<n—1. Dann ist &<U, ¢a8>0 und bGF < B, alo
dim b@'r A< n—1. Nach 2.3 folgt hieraus dim A<n.

(b) Notwendig. B sei ein §-Verband. Fir dim A<0 verlduft der
Beweis wie bei Hurewicz-Wallman [1], S. 16-18, Bem. F), fiir dim 4<n
{n beliebig >0) wie bei Hurewicz-Wallman [1], S. 34, Bem. B).

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt unmittelbar:

8.9. Fiir 8-Verbinde ist der Sikorski’sche Dimensionsbegriff mit dem
auf Seite 290 definierten dquivalent.

Als weitere Anwendung von 3.8 sei zum Schluf noch ein spiter
bendtigter Hilfssatz angegeben, der eine Verallgemeinerung des Satzes 2.3
darstellt.

HILFSSATZ. A sei ein beliebiges Soma; 0 <n<<oco. Damit dim A<n sei,
ist hinreichend und, falls B ein S-Verband ist, auch notwendig, daf es z2u
jedem Soma S>O0 und jeder Umgebung U von S ein offenes Soma V<U
mit VaS>0 und dimbVa A<n—1 gibt.

Beweis. (a) Hinreichend. Mit der Bedingung des Satzes ist erst
recht die Bedingung von 2.3 erfiillt; daraus folgt dim A< .

(b) Xotwendig. Es sei B ein S-Verband und dim A< n; ferner
seien ein nicht-leeres Soma S und eine beliebige Umgebung U von §
vorgelegt. Da B als S-Verband T'-topologisch ist, gibt es ein nicht-leeres
abgeschlossenes Soma P<S. Die Somen P und ¢U sind abgeschlossen
und fremd; nach 3.8 gibt es daher ein abgeschlossenes Soma B und
zwei offene, fremde Somen @',G¢" mit cB=@vG", P<&, cU<G’ und
dim BrA<n—1. Setzt man dann &=V, so ist V<U, Val>0 und
bF< B, also dim bV d<n—1. Das Soma T leistet somit das Verlangte.
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§ 4. Die dimensionelle Struktur von S-Verbiinden

In diesem Paragraphen liege durchwegs ein S-Verband % mit
FE=£0 vor.

Wegen des Fehlens von Punkten gestaltet sich die Definition des
dimensionellen Verhaltens von @ in seinen Somen etwas komplizierter
als bei einem Raum; die Ergebnisse der Strukturuntersuchungen sind
jedoely diegelben.

Definition. 4 sei ein beliebiges nicht-leeres Soma, k eine ganze
Zahl >0.

(a) B heiBe hichstens k-dimensional in 4, wenn es zu jedem nicht-
-leeren Teilsoma § von 4 und jeder Umgebung I von & ein offenes Soma
V<TU mit ¥~8>0 und dim bF<k—1 gibt.

(b) B heile mindestens k-dimensional in 4, wenn % in keinem nicht-
-leeren Teilsoma von {4 héchstens (k—1)-dimensional ist.

(¢) B heiBe (genan) k-dimensional in 4, wenn % in 4 sowohl hoch-
stens als auch mindestens k-dimensional ist.

Ersichtlich ist dim B <k, weni und nwr wenn B in E hiehstens k-dimen-
sional ist. Aus der Definition ergibt sich ferner unmittelbar:

4.1. Voraussetzung: 4 sei ein beliehiges nicht-leeres Somas
0 <k <co.

Behauptung: (a) Ist B hichstens k-dimensional in A, so auch in
jedem’ nicht-leeren Teilsoma von A.

(b) Ist B mindestens k-dimensional in 4, so auch in jedem nichi-
-leeren Teilsoma von A.

Ist 4 ein nicht-leeres Soma, so braucht ¥ in 4 weder hichstens
(k—1)-dimensional noch mindestens k-dimensional zu sein. In der Tat:
Gibt es in B zwei (fremde) nicht-leere Somen B und C derart, daB Bin B
hochstens (k—1)-dimensional und in C mindestens k-dimensional ist, so
ist ¥ in A=Bv( weder hiochstens (k—1)- noch mindestens k-dimen-
sional. Bezeichnet man also mit % das System aller nicht-leeren Somen
von T, in denen B mindestens k-dimensional, und mit T das System
aller nicht-leeren Somen von %, in denen B hochstens (k—1)-dimen-
sional ist, so enthalten (fiir ein festes %) die Systeme D% und T*-1 zusam-
men im allgemeinen nicht alle nicht-leeren Somen von B; in einem ge-
wissen Sinn lefern sie aber, wie aus 4.2 hervorgehen wird, trotzdem eine
vollstiindige Klassifizierung der Somen von %.

Ist ¥ in einem nicht-leeren Soma A mindenstens k-dimensional, so
ist B in 4 erst recht mindestens (k—1)-dimensional. In der obigen Bezeich-
nungsweise heift dies DC DY, Da B in jedem nicht-leeren Soma minde-
stens (O-dimensional ist, so gilt ferner, wenn man zu D°® noch das Null-
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soma hinzurechnet, D°=%B. Weitere Untersuchungen der Systeme Dk
und I%-1 fithren auf den folgenden Satz 4.2.

HiLrssATZ 1. Zu jeder abzdhlbaren Basis B von B gibl es eine Doppel-
folge {BYY (Bfe B fiir i,k=1,2,...) mit folgenden Higenschaften:

(1) Fiir jede natiirliche Zahl & ist i\/1Bf=E.

(2) Zu je zwei Somen G,HeB mit G<H gibt es eine natiirliche Zahl
E=h(G;H) derart, dap fiir kein i=1,2,... sowohl BfaG>0 als auch
BfneH>0 gilt?).

Beweis. Da B abzahlbar ist, gibt es hochstens abzihlbar viele Paa-
re (G,H) von Somen aus B mit G< H. (Hin solches Paar existiert sicher,
da G=0 gesetzt werden kann.) Diese Paare seien in einer Folge {(G*, H¥)},
k=1,2,... angeordnet (falls es nur endlich viele, etwa =, solcher Paare
gibt, sel *=0G* und H*=H" fiir k>n). Fir jedes & sind die Somen H*
und ¢G* offen und es g'lt HevcG*=H; als offene Somen sind H* und cG*
Vereinignrg n von Basiselementen. Man ordnet nun fir jede natiirliche
Zahl k die in diesen beiden Vereinigungen auftretenden (abzdhlbar vielen)
Somen ¢ B in einer Folge B’f,B;', ... an (falls es nur endlich viele, etwa m,
solcher Somen gibt, sei Bf=B¥ fiir i>m). Die Doppeltolge {Bf} leistet
dann das Verlangte. ‘ :

Hrssatz 2. Es ses W ein Systemn offener Somen und WA das System
aller Somen A, fiir die es zu jedem micht-leeren Teilsoma S<A und jeder
Umgebung U von 8 ein Soma W e W mit W< U und WrS8>0 gibt. Dann
ewistiert das Soma D:\Q{A, liegt in W und ist ein Gs0).

Beweis. Es sei {Bf} eine gemi Hilfssatz 1 konstruierte Doppel-
folge; fiir jede natiirliche Zahl  sei weiter W* die Vereinigung aller W « 5,
die fiir irgend einen Index 4 im Soma B¥ enthalten sind. Alg Vereinigung

offener Somen ist jedes W* offen; das Soma ‘D:XW’C ist also ein @;.
k=1

Wir behaupten, daf dieses Soma D die Vereinigung \/ A ist. Erstens ist
u

jedes A ¢ % in D enthalten. Angenommen nimlich, ein Soma 4 A wire
nicht in W* enthalten. Dann ist §=A4AcW >0 und e gibt wegen (1) von
Hilfssatz 1 einen Index ¢ mit SABF>0. Nun ist SaB* ein nicht-leeres
Teilsoma von 4 und B} eine Umgebung von SaB¥; infolgedessen gibt es
ein Soma We W mit W<Bf und WaSABf>0. Aus W<BF folgt aber
W <W* und hieraus wegen Wa 84 B¥>0 weiter Wea § >0, was im Wider-
spruch zu S=ArcW* steht. Zweitens ist D ¢ %. Zum Beweis dieser Be-

®) Menger [2], S. 60, ,,Theorem von den ausgezeichneten Doppelfolgen”.
1) Menger [2], 8. 68, ,Theorem iiber Gleichwertigkeitsteile”.,
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hauptung betrachten wir irgend ein nichtleeres Teilsoma & vou D und
eine beliebige Umgebung U von S. Es existieren nun wegen der Regu-
laritit von B in B zwei Somen &, H mit Ga §>0, G< H und H< U, ferner
die Zahl k=k(G;H) im Sinne von (2) des Hilfssatzes 1 und schlieBlich
wegen 0 <GrS<S<D<WF ein Bf und ein W<BY mit Gr8aW>0.
Dann ist @~Bf>0, also Bf<H<U nach (2) von Hilfssatz 1, also W< U;
auBerdem ist SAW>0. Infolgedessen ist D e U nach Definition von 9A.

- Aus A<D fiir jedes 4 « A und D A folgt schlieBlich D=="y 4.

4.2, Fir jedes k=0,1,2,... existieren zwei Somen D* und Té~* mit fol-
ygenden Bigenschaften:

(1) DWTF—1=F; DEaT+-1=0);

(2) B ist dann und nur dann in 4 mindestens k-dimensional, wenn

0 <4 <D* ist;

{3)  Bist fiir k>1 dann und nur danw in A hiehstens (k—1)-dimensional,
wenn O<ALT* isty T-1==0;
{4) DF ist ein Fqy T%1 ist ein G5™).

Beweis (Menger [2], 8. 127). Es seien D% und T*-1 die auf Seite 297
detinierten Somensysteme. Wegen D=3 leisten fiir k=0 die Somen
D'=E und T-1=0 das Verlangte. Nun sei k¥ >1. Tk ist die Menge aller
nicht-leeren Somen 4, fiir die es zu jedem nicht-leeren Teilsoma § von A
und jeder Umgebung U von S ein offenes Soma ¥V <U mit P~ 8>0 und
dim bV <k—2 gibt. Bezeichnet man daher mit I das System aller of-
fenen Somen ¥ mit dim bV<k—2, so folgt aus dem Hilfssatz 2, daB
T*1=\/A existiert, in T*~! liegt und ein G; ist. Es existiert dann

11:—1
auch das Soma DF=cT*-1 und ist ein F,. DaB (3) gilt, folgt aus der De-
finition von IT*-! und aus 4.1. Hieraus folgt weiter (2).

KoROLLAR. Es gilt E=D>D'>...>D1>Dk> ..

Der eben bewiesene Satz ermdglicht folgende

Definition. Das durch 4.2 erklirte Soma D* heile der k-te Dimen-
sionsteil von B.

Die Dimension von ® steht mit seinen Dimensionsteilen in folgendem
Zusammenhang: :

4.3. Voraussetzung: 0<n <oo.

Behauptung: Es ist dim B<n, wenn und nur wenn D"1=0 ist.

Beweis. Bs sei D1=0. Nach 4.2 ist dann 7"=2F, also B in F
hochstens n-dimensional. DefinitionsgemiB bedeutet dies dim B <». Die
Umkehrung dieser Schliisse zeigt, daB aus dim B<n folgt Dr+i=0.

1) Die Somen D* und 7% sind durch (2) und (3) eindeutig bestimmt.
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Die nichsten Sédtze Detreffen die Dimengsion der Dimensionsteile ung
ihrer Komplemente.

4.4. Voraussetzung: 0<k<co.

Behauptung: Bs st dim T <k—1.

Beweis. Fiir k=0 ist die Behauptung evident. Nun sei & > 1. Nach
4.2 (3) ist & in T%-! hochstens (k—1)-dimensional. Also gibt es zu jedem
nicht-leeren Teilsoma & von T%' und jeder Umgebung U von § ein
offenes Soma ¥V < T mit VA §>0 und dimbV<k—2. Nun ist bVa Tr~1 < hV, ,
also dim bFa T*1<k—2. Aus 2.3 folgt jetzt die Behauptung.

4.5. Voraussetzung: 0<k<<oo; D¢>0.
Behauptung: Es isi dim D*>k—1.
Statt 4.5 beweisen wir den folgenden, schirferen Satz:

4.5a. Voraussetzung: 0<k<oco; D*>0.

Behauptung: Fir jedes nichi-leere, in Dt offene Soma Uk ist
dim T*>Fk—1.

Beweis (Menger [2], S. 135-137, ,Zweites Fundamentaltheorem?).
Fiir k=0 ist die Behauptung trivial, weil jedes Soma mindestens (—1)-
-dimensional ist. Nun sei k>1 und es sei ein nicht-leeres, in D* offenes
Soma T* vorgelegt. Bs gibt dann ein (in B) offenes Soma U, mit Uk
=U,nDk. Nach 4.2 ist nun ® in UyieD* (falls dieses Soma nicht leer
ist) hochstens (k —1)-dimensional. Hieraus und aus der Regularitit von B
folgt, daB es zu jedem nicht-leeren Teilsoma P von UyneDF und jeder
Umgebung " von P ein offenes Soma W mit WP >0, WU, U und
dim bW <k —2 gibt. Bezeichnet man nun mit 9 das System dieser So-
men W fiir jedes nicht-leere Teilsoma P von UpreD* und jede Umge-
bung T von P, so enthilt I8 (weil B eine abzihlbare Basis besitzt) ein
abzéhlbares Teilsystem W= {W1,W,,...} derart, daB es zu jedem nicht-
-leeren Teﬂsoma._P von UyneD* und jeder Umgebung U von P ein W,
mit W;aP>0, W;<TUyaU und dim bW, <k—2 gibt (Beweis analog wie

flir 1.2). Setzt man dann VbW;=B, so ist dim B<k—2 nach 3.3

I=1
und B<T,; weiter gilt, wenn U,.cDkpeB=4A gesetzt wird, dim A4<0.

Wendet man nun den Hilfssatz von Seite 296 auf das Soma A an, so erhilt
man mit Beriicksichtigung der Regularitét von § zu jedem nicht-leeren
Soma 8¢, also erst recht zn jedem nicht-leeren Soma P< U, und zu
jeder Umgebung U von P ein offenes Soma V' mit V<TUnT, Vo P>0
und dim bVrd=—1. Fir jedes soleche V st V< U, und b¥Vr4=0,
also BV <(Upn DY) vB. — Wire nun im Gegensatz zur Behauptung
d.im Uon DE <E—2, 80 auch dim( T,ya D¥)v B <k—2. D¥ ist namlich nach 4.2
ein Fﬁ.qu‘Dk also ein ¥, in T, und (wegen (Uon D¥)v BT, auch ein F,
in (Cy-.D¥vB; B ist definitionsgem#B ein Fy, also auch ein F, in
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(Uy. D¥)B; infolgendessen ist (UgaD¥)v B Vereinigung abzihlbar vieler,
in (T, D¥) B abgeschlossener Somen, die auf Grund der Annahme
dim Uy D¥<k—2 und der Beziehung dim B<%k—2 simtlich héchstens
(k —2)-dimensional wiren, so daB sich nach 3.3 in der Tat dim (U,..D*)vB
< k—2 ergibe. Inshesondere wiire dann auch nach 2.1 dimbF<k—2
fir jedes der oben bestimmten Somen V. Das hieBe aber, daB B in
U, hochstens (k—1)-dimensional wire, und dies bedeutete U, D¢=0
nach 4.2 im Widerspruch zur Voraussetzung T*>0. Die Annahme
dim Uy DF<k—2 ist demmach falsch, es ist vielmehr dim Uy~ D >k —1.

4.6. Voraussetzung: B sei kompaki; 0<k <oo; DF>0.

Behauptung: Es ist dim D*>Fk.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung ist ¥ atomar (Nobeling [3].
Satz 12.2 und 12.5). Es sei nun E’ die Menge aller Atome von 90 und &
der Mengenverband aller Teilmengen von E'. Fiir jedes Soma 4%
sel 4’=0q@4 die Menge aller Atome P<4. Dann ist @ ein Isomorphismus
von B auf einen Unterverband ¥’ von €' (derart, daf fir jede Somen-
familie (d;);e5 aus B, fiir welche v.4; bzw. A4, existiert, ®\/ 4, =Ud4;
bzw. ®AA;=nNP4,; ist und daB fir jedes Soma 4 ¢ B Ped =E — P4, gilt).

- Das System aller Mengen @B;, wobei B; eine abziihlbare Basis von B

durchliuft, sei eine Basis von €. Hierdureh wird ¢ zu einem klassisch-
-topologischen Raum, und zwar zu einem kompakten, regulsiren 7,-Raum
mit abzihlbarer Basis. @ ist eine Homdomorphie von B auf B’; die @-Bil-
der der offenen (abgeschlossenen) Somen von B sind die offenen (abge-
schlossenen) Mengen von &',

Beachtet man nun noch, daf im atomaren Fall die Begriffe ,hoch-
stens n-dimensional” (Seite 290) und ,hochstens k-dimensional in A°*
(Seite 297) sich nicht dndern, wenn man 1. e. fiir § nur Atome zuliBt, so
ergibt sich erstens, daB fiir ein Soma 4 ¢ B stets gilt dim A =dim @4
(letztere Dimension in €' (nicht in ') genommen), zweitens, daff R in
einem Atom P dann und nur dann hochstens k-dimensional ist, wenn €
in @P hichstens k-dimensional ist, und drittens, da D'*=@D* der k-te
Dimensionsteil von ' ist.

Nun ist nach Menger [2] (Seite 128) dim D) >k. Wegen dim DF
=dim D'* ist also dim D* >k.

§ 5. Uberdeckungssiitze
In diesem Paragraphen liege wieder ein S-Verband B vor.
Definition. 4 sei ein beliebiges Soma.
(a) Ein System U offener (bzw. abgeschlossener) Somen heifle eine

offene (bzw. abgeschlossene) Uberdeckung von A, wenn A kein zu allen
U e U iremdes Soma >0 enthilt.
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(b) Bine Uberdeckung U heiBe endlich, wenn U nur endlich viele
Elemente U enthilt. )

(¢) Eine endliche, offene (bzw. abgeschlossene) Uberdeckung
={U,,...,U;} heiBe vom Grade <m, wenn entweder s<n-+1 ist oder
je n--2 verschiedene Somen U; einen leeren Durchschnitt haben.

(d) 8ind & und T zwei beliebige Systeme irgend welcper Somen
von B, so heiBe T G-fein oder eine Verfeinerung von &, wenn. jedes Soma
€% in einem Soma ¢ & enthalten ist. )

Die Beziehungen zwischen dem Grad ,beliebig feiner” Uberdeckun-
gen und der Dimension von E sind Gegenstand des Satzes 5.1. ITm Hin-
blick auf den ersten Hilfssatz und die Tatsache, daff E abgegphlossen
i;ét, bleibt es dabei gleichgiiltig, ob offene oder abgeschl‘osse{le Uberdek-
kungen betrachtet werden. Beschrinkt man sich auf dJe? Exg}anscha,ften
beliebig feiner abgeschlossener Uberdeckungen, so 148t sich die Aussage
des Satzes 5.1 in einer gewissen Weise verallgemeinern (5.2).

HrurssATz 1. Hs sei A ein beliebiges Soma. Damit es zu einer endlichen,
offenen Uberdeckung W von A eine endliche, U-feine, offene Uberdeckung 15
des Somas A vom Grade <n gibt, ist hinveichend und, falls 4 abgeschh‘)’ssm
ist, auch notwendig, dafi eine endliche, U-feine, abgeschlossene Uber-
deckung 3 des Somas 4 vom Grade <n ewistiert 12).

. Beweis. (a) Hinreichend. Ist 3={Z,...,Z;} eine endliche, U-
-feine, abgeschlossene Uberdeckung des Somas 4 vom Grade <n, so
geniigt es, ein endliches U-feines System W= {W,,...,W,} vom Grade <=,
bestehend aus offenen Somen W; mit Z;<W; (j=1,...,1) zu konstruieren,
Wir konstruieren W, folgendermafBen. Z; ist in einem Soma U;elU
-enthalten, also fremd zu cU,;. Ebenso ist Z, fremd zu den endlich vielen
Durchschnitten Zj a...aZ; mit 1<j,<...<j,. Also ist Z, fremd zuwr
Vereinigung R, von ¢U; und allen diesen Durchschnitten. R, ist abge-
schlossen; da B normal ist, existiert daher ein offenes Soma W, mit
Z,<W, und W,AR,=0. Dann ist {W,,%,,..,Z,} ein U-feines System
vom Grade <n. Analog definieren wir jetzt, ausgehend von {W,,Z,,...,2:}
statt von {Z;,7,,..,Z,}, ein offenes Soma W, mit Z,<W, derart, daB
{W,, W3, 2, ..., Z} ein W-feines Somensystem vom Grade < ist. Usw. Nach
1 Schritten ist das gewiinschte Somensystem W={W,,... ,W:} konstruiert.
(b) Notwendig. Es sei 4 abgeschlossen und W={W,,...,W,} eine
<ndliche, U-feine, offene Uberdeckung des Somas A vom Grade <n.
Dann existiert eine offene Uberdeckung {Vy,..,¥V} von 4 mit V,<W,
fir jedes i=1,...,s (Nobeling [3], Korollar 1 zu Satz 11.12), und das
System 3= {V;,...,V,} hat die verlangten Eigenschaften.

%) Fir diesen Satz braucht @ nur als Kklassisch-topologischer normaler Boole-
Verband vorausgesetzt zu werden.
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5.1. Voraussetzung: —1<n <oo.

Behauptung: Es ist dim B<n, wenn und nur wenn 2u jeder endli-
chen offenen Uberdeckung U von B eine endliche, U-feine, offene Uber-
deckung des Somas E vom Grade <n existiert.

Beweis: Siehe Satz 3.9 und R. Sikorski [4] (Satz 3.5, 8. 163).

Hitrssarz 2. 4 sei ein beliebiges Soma, —1 <n <oco. Ist dim 4A<n,
so gibt es zu jeder endlichen offenen Uberdeckung U={U,,...,U} von A eine
offene Uberdeckung {Vy,...,Vs} des Somas A rom Grade <n derart, daft
V:<U; fiir i=1,...,s.

Beweis wortlich wie Hurewicz-Wallman [1], 8.53-54, Bem. A)
u. B) sowie Theorem V. 1, wenn ,set”’ durch ,Soma” und »Decomposi-
tion Theorem” durch ,Satz 3.6” ersetzt wird.

HILFSSATZ 3. 4 sei ein abgeschlossenes Soma, —1<n<oo. Ist
dim A<n, so gibt es zu jeder endlichen offenen L"berdeckung ULy Un}
ron E eine offene Uberdeckung {W,,...,W,} con E derart, dap W,<U;
fir i=1,..,m und daf AW n.. W, leer ist fiir je n-+2 verschiedene
Somen wi,.

Beweis wortlich wie K. Menger [2], S. 161, wobei der dort genannte
~Hilissatz 1" dem obigen Hilfssatz 2 entspricht.

Hivrssatz 4. Ist § ein System endlich vieler abgeschlossener Somen F
von endlicher Dimension, so gibt es zu jeder endlichen offenen ﬁberdeckung
{U1y.,Un} von E eine abgeschlossene Uberdeckung W={A,,..., 4.} von B
derart, daf A, <Uy fiir k=1,...,m und dap, wenn F irgend ein Soma von §
und U, irgend ein aus r Somen bestchendes Untersystem von A bedeutet,

dim FAQ/(\Ak<dimF—(r—1) ist. (Falls dabei dim F— (r—1) <—1, so ist

dim FAN\NA=—1 zu setzen).
ur

Beweis wortlich wie K. Menger [2], S. 170-172. Dabei ist zu er-
setzen: ,R” durch ,B”;  Hilfssatz 1’ v.8.160" durch »Obiger Hilisatz 3;
»Korollar des Summensatzes v. S.113” durch ,Satz 3.7 fiir B= By,
p=n—1, ¢=0"; ,Korollar des Summensatzes v. S. 115" durch ,Satz 3.4
»Bemerkung v. 8. 66” durch ,,Sikorski [4], 8. 185"; »Bedingung ¢) v. S.172”

durch ,MaT;a...F,,, ist leer fir je n+2 verschiedene Somen %8

5.2. Voraussetzung: —1l<n<oo; 2<k<n+2.

Behauptung: Es ist dim B <n, wenn und nur wenn zu jeder endli-
chen offenen Uberdeckung W won E eine endliche, U-feine, abgeschlossene
Uberdeckung % von B existiert, deren Elemente 2u je k einen hichstens
(n —k—41)-dimensionalen Durchschnitt besitzen.

Beweis. (a) Wenn (Menger [2], 8. 181). Es sei die Bedingung des
Satzes fiir zwei der Voraussetzung geniigende, vorgelegte Zahlen n,k
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erfilllt. Ferner sei U irgend eine endliche offene Uberdeckx_mg von B
und A={4d,,...,A,} eine endliche, U-feine, abgeschlossene Uberdeckung

von E, bei welcher dim AA;<n—k+1 ist fiir jedes aus ¥ Elementen
U

bestehende Untersystem U von A. Die Vereinigung der Durchschnitte {J\Ai
. 3

fiir alle (endlich vielen) Untersysteme 20 von % werde mit §; bezeichnet.
Nach 3.3 gilt dann dim 8, <n—k+1; nach dem obigen Hilfssatz 2 gibt
es also eine endliche, U-feine, offene Uberdeckung W ={Ui,...,U} des
Somas Sk vom Grade <n—k-+1. Da 8, abgeschlossen ist, gibt es weiter
zu W eine (endliche, U-feine) offene Uberdeckung {Wy,..., Wi} von S
derart, dal W,;<Uj fiir jedes j=1,2,...,t. Das System W={W,,...,W,}
ist W-fein und daher eine endliche, U-feine, abgeschlossene Uberdeckung
des Somas 8; vom Grade <n—k-1. Setzt man nun

f— .
Vi=AineVW;  fir i=1,2,..,s,
j=1

80 ist \5/17',-v\t/W,-=E; da fefner V;<C4;, also V;< 4;=4; und A U-fein
i=1 j=1

ist, so ist dlas System %'=({Vy,,...,V,,Wy,...,W,} eine endliche, U-feine,

abgeschlossene Uberdeckung von E. Wir behaupten, da8 9’ vom Grade

<n ist. Sind irgend n-+2 Elemente von U’ vorgelegt, so kommen ent-

weder mindestens & der s Somen ¥; oder hiochstens k—1 der s Sogen Vi

darunter vor. Im ersten Fall ist der Durchschnitt dieser 7, wegen V;<A4;

t
in einem A\ 4;, mithin in §; und daher in \/ W, enthalten und ist infol-
b Jj=1

gedessen zu jedem V,,...,V, fremd; der genannte Durchschnitt ist also
leer. Im zweiten Fall kommen unter den n+2 vorgelegten Elementen
von U’ mindestens (n+4-2)—(k—1)=n—%k+3 der ¢ Somen W, vor; deren
Durchschnitt aber ist leer, weil 98 vom Grade <n—k-+1 war. Also ist A"
vom Grade <n, wie behauptet wurde. Nach dem Hilfssatz 1 (Seite 302)
gibt es nun zu A’ eine endliche, U-feine, offene Uberdeckung des Somas B
vom Grade < n, und hieraus folgt, da U eine beliebige endliche offene
Uberdeckung von B war, dim B <n nach 5.1,

(b) Nur wenn. Bezeichnet man mit § das aus dem einen Soma E

bestehende System, so folgt aus dim E=dim B <n die Behauptung auf
Grund des obigen Hilfssatzes 4.

§ 6. Trennung iremd S n; Zusa

hang

Wir untersuchen in diesem Paragraphen die folgenden Trennungs-
eigenschaften eines topologischen Boole-Verbandes B 18):

H) Vergl. zu (1)-(3) die Trennungsaxiome T,-T; bei Nobeling [3], § 11.
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Je zwei fremde abgeschlossene Somen sind durch ein hichstens (n—1)-
-dimensionales abgeschlossenes Soma getrennt; d. h. zu je zwei fremden
abgeschlossenen Somen A', 4" gibt es ein  abgeschlossenes Soma B
und zwei fremde offene Somen @,G" derart, daf cB=G'v @, A’< @,
A"< @ und dim B<n-—1 ist.

Zu je zwei fremden Somen A A", wo A’ nicht-leer und A’ abge-
schlossen ist, gibt es ein abgeschlossenes Soma B und zwei offene So-
men GG derart, daf cB=@'v@", Grd">0, A"<G" und dim B
<n—1 ist.

Zu je zwei fremden nichi-leeren Somen A’ A" gibt es ein abgeschlos-
senes Soma B und z2wei fremde, offene Somen @,G"” derart, daB cB
=Gv@', A'0G>0, A"A@">0 und dim B<n—1 ist.

AuBerdem untersuchen wir die folgende Zusammenhangseigen-
schaft von B:

(1)

(0) E ist (n+1)-stufig zusammenhanglos.
Dabei wird folgendermaBen definiert:

Definition. (a) Bin Soma A heiBe mindestens n-stufig zusammen-
hingend (in B) (1<n<co), wenn A nicht-leer und kein Atom ist und
wenn zu je zwei in 4 abgeschlossenen Somen K yLmit A=KvL, O< K< A
und O<L<4 das Soma KiL ein mindestens (n—1)-stufig zusammen-
hingendes Teilsoma enthilt. Mindestens 0-stufig zusammenhingend heifie
jedes nicht-leere Soma.

(b) Ein Soma 4 heiBe n-stufig zusammenhanglos (in B) (1<n<oo),
wenn A nicht-leer ist und kein (in B) mindestens n-stofig zusammen-
hingendes Teilsoma enthilt. O-stufig zusammenhanglos heie das leere
Soma und nur dieses.

Nach dieser Definition gilt offenbar Folgendes: Die mindestens
I-stufig zusammenhingenden Somen, die Atome (falls vorhanden) und,
das Nullsoma sind zusammenhingend. 1-stufig zusammenhanglos ist ein
Soma, das nicht-leer ist und auBer Atomen und dem Nullsoma keine zu-
sammenhingenden Somen enthilt, das also mit anderen Worten 5,Z0Sam-~
menhangslos” (Menger [2], S. 202) bzw. Htotally disconnected” (Hure-
wicz-Wallman [1], 8. 15) ist.

Die Sétze dieses Paragraphen behandeln die Beziehungen der Eigen-
schaften (3)-(0) zueinander und zur Dimension von B.

6.1. Voraussetzung: 0 <n < oo,
Behauptung: Damit dim B<n set, ist hinreichend wund, falls B

requldr ist, auch notwendig, daf (2) gilt.
Beweis. (a) Hinreichend. $ habe die Eigenschaft (2); S sei ein
nicht-leeres Soma und U eine Umgebung von §. Dann ist ¢U abgeschlos-
20%*


GUEST


306 H. Hofmann

sen und zu § fremd. Zu 4’'=S8 und A" =c¢U existiert also ein Tripel
paarweise fremder Somen B,¢,¢’ mit den in (2) angegeben Eigenschaf-
ten, Aus =4’ folgh SAG'>0. Wegen cU=A"<G" ist G <U, wegen
G'<ce@ also ¢ <U. Aus bG'< B und dim B<n—1 folgt dim bG'< n—1,
Also ist dim B<n.

(b) Notwendig. Es sei dim B <n; ferner seien 4’, A" zwei fremde
Somen, 4’ nicht-leer und A" abgeschlossen. Dann ist U=cA" eine
Umgebung von A’. Zu A’ und U existiert also wegen der Regularitit
von B ein offenes Soma U’ mit T'<U und U’'ad’ >0. Weiter gibt es
wegen dimB<n zu U'A 4’ und U’ ein offenes Soma V<U' mit
Vad'>VA(U'AA)>0 und dimbV<n—1. Setzt man nun bV=R
V=6 und ¢¥=@G", so haben die Somen B,&,G" die in 2) geforderteri
Eigenschaften. i

6.2. Voraussetzung: 0<n <oco.

Behauptung: Damit dim B<n sei, ist hinreichend und, falls B ein
8-Verband ist, auch notwendig, daB (3) gilt.

Beweis: Satz 3.8 fiir A=E.

6.3. Voraussetzung: 0<n <oo.
Behauptung: Ist B T,-topologisch, so folgt (1) aus (2) und (2) aus (3).
Ist B aupPerdem regulir, so folgt noch (0) aus (1).

) Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar daraus, da8 in
einem 7,-topologischen Boole-Verband jedes nicht-leere Soma ein abge-
schlossenes Soma >0 enthilt.

) Zum Beweis der zweiten Behauptung sei B regulir und T,-topo-
loglsch: Es sel zunéichst #=0 und es werde angenommen, daf zwar (1)
aber n.mht (0) gilt. Dann ist B nicht 1-stufig zusammenhanglos, es gibé
also ein mindestens 1-stufig zusammenhéngendes Soma 4. Definitions-
gemaf ist 4 nicht-leer und kein Atom. Infolgedessen enthilt A ein nicht-
-leerex? ‘Teilsoma A’ derart, daB das Soma A”=—Ax c¢A’ ebenfalls nicht-
-leerl ist. Z}l A’ A" existiert nun ein Tripel paarweise fremder Somen
?R,G ,G"’ mit den in (1) angegebenen Eigenschaften. Wegen dim B<—1
ist dabetl B=Q und folglich A<@ v@"'. Wir setzen ArN@'=K und ArG''=L.
pa.nn sind die Somen K,L in 4 abgeschlossen und nicht-leer und es
1sf A=K_VL, H<4, Z<A. Da nun 4 mindestens 1-stufig zusammen-
hangex}d ist, muB in KA L ein mindestens 0-stufig zusammenhingendes
also x?lc.ht—l‘eeres Teilsoma enthalten sein. Wegen KaL<G'AG" steht dies,
ig:'dlmteWﬂerspru.eh dazu, daB @ und @' fremd sind. Also ist 4 nicht
i nifn eﬁ; a411] gslf(z)lf_lg zusammenhingend und F ist in der Tat 1-stufig

Nun sei die Folgerung (1)=(0) fiir 0<n<

8 m—1 bereits riesen
und es werde angenommen, dafl fiir n— bewies

m.zwar (1), aber nicht (0) gilb.
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Dann ist E nieht (m- 1)-stufig zusammenhanglos; es gibt also ein min-
destens (m4 1)-stufig zusammenhingendes Soma 4. 4 ist erst recht
mindestens 1-stufig zusammenhingend, also nicht-leer und kein Atom.
Wie oben gibt es daher zwei nicht-leere fremde Teilsomen 4’, A" von A4,
zu denen ein Tripel paarweise fremder Somen B,G,@’ mit den in (1)
angegebenen Eigenschaften existiert. Setzt man dann (G'vB)rnd=K
und- (@'¥B)n4=1I, so sind die Somen K,L nicht-leer und in 4 abge-
schlossen und es gilt Ad=KEvI, K<A4, L<A4A sowie KiL<B. Aus
dim B<m—1 folgt nun dim KaL<m—1; fiir n=m—1 gilt daher in dem
reguldren T,-topologischen Boole-Verband Bi,.r nach 6.1 die Bedingung
(2) und somit auch (1). Der Induktionsvoraussetzung zufolge ist daher
K AL m-stufig zusammenhanglos und enthilt also kein mindestens m-stufig
zusammenhingendes Teilsoma. Andererseits mul aber KaL anf Grund
der Eigenschaften von K und I und auf Grund dessen, daf 4 minde-
stens (m-1)-stufig zusammenhingend ist, ein mindestens m-stufig zu-
sammenhiingendes Teilsoma enthalten. Dies ist ein Widerspruch. Es folgt
also auch fiir n=m aus (1) die Eigenschaft (0). Damit ist 6.3 vollstdndig
bewiesen.

“Fiir 8-Verbinde folgt nach 6.1 und 6.2 auch (3) aus (2); die Schliisse
(0)—(1) und (1)—(2) sind aber, wie aus den bei Hurewicz-Wallman [1]
(S. 20) angefiihrten Gegenbeispielen hervorgeht, im allgemeinen nicht
richtig.

6.4. Voraussetzung: B sei ein kompakter S-Verband; 0<n <oo.

Behauptung: Die Bedingungen (3), (2), (1), (0) und dim B <n sind
dquivalent: p

Beweis. Auf Grund der Sitze 6.2 und 6.3 geniigh es nachzuweisen,
daB B <n aus (0) folgt. Wie im Beweis von 4.6 ist B atomar und homdo-
morph zu einem TUnterverband B’ eines klassisch-topologischen, kom-
pakten, reguliren T,-Raumes & mit abzahlbarer Basis, wobei die @-Bil-
der der offenen’ (abgeschlossenen) Somen von B die offenen (abgeschlos-
senen) Mengen von & sind und dim A=dim &4 fir jedes 4 B gilk.

Beachtet man nun, daf fiir eine beliebige nicht-leere Menge M’ ¢ €
und fiir jede Zerlegung von M’ in zwei nicht-leere, abgeschlossene, echte
Teilmengen K',I' von M’ die Mengen K'~M' und L'~ M’ nicht-leere,
in M’ abgeschlossene, echte Teilmengen von M’ sind, daf infolgedessen
mit M’ auch M’ mindestens k-stufig zusammenhiingend in € ist (k>1),
50 ergibt sich, daf F dann und nur dann k-stufig zusammenhanglos in B
ist, wenn E’ k-stufig zusammienhanglos in € ist. Gilt also (0).in B, so
ist B' (n-+1)-stutig znsammenhanglos in §'; nach Menger [2] (8. 213 fiir
n=0, S. 216 fir n>1) folgt hieraus dim E'<n; wegen dimiB=dim E
also dim < n, w. z. b. w. o =
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§ 7. Das Verhalten der Dimension bei Abbildungen

7.1. Voraussetzung: B und B’ seien 2wei §-Verbinde, O ein stetiger.
abgeschlossener Vollhomomorphismus von B auf B'; 0<n <oo;. 0 <n’<oo’

Behauptung: Ist dim B=n, dim B'=n' und n<n', so gibt es in %;
mindestens ein wichi-leeres Soma A’ derart, dap im Urbild DB’ eines
jeden wicht-loeren Teilsomas B’ von A’ mindestens n' —n-+1 paarweise
fremde, nicht-leere Somen enthalten sind.

Beweis (Menger [2], S.237-240). Wir bezeichnen fiir jedes nicht-
-leere Soma A’ ¢ B’ mit x(4’)<oo das Supremum aller Zahlen » derart
da8 im Urbild ®~*B" eines jeden nicht-leeren Teilsomas B’ von 4’ minde.
stf'sns » paarweise fremde, nicht-leere Teilsomen enthalten sind, und
n‘ut k das Supremum der Zahlen x(A4’) fiir alle 4’ e B'. Fiir jedes zi’ ey’
gilt dann 1 <#(4') <k. Ist k= oo, 50 ist der Satz evident. Bei endlichem &
?aesagt die Behauptung, da k=n'—n+1 oder 7’ <m-+k—1 ist; sie kann
in der letzj:en Form durch Induktion nach n+k bewiesen Werzien.

) Es sei n+k=1, also n=0, k=1; dann ist »'=0 nachzuweisen
A3 un(LA; seien zwei fremde abgeschlossene Somen von %B’. Die Someli
4,=907"4; und A,=®'4} von B sind dann fremd und abgeschlossen;
nach 6.2 folgt daher ans dim B=0 die Existenz zweier fremder oifene;
Somen.Gl,G2 von B mit E=G,vG,, 4,<@, und A< G,. Wir betrachten
nun d.1e Somen ¢;=0@, und G;=0G, von B’. Weil & abgeschlossen ist
u1}d die Somen @, @, in B abgeschlossen sind, sind die Somen @ und @, i.n
i% ab%esehlossen. Aus 4,<@; und 4,<G, folgt 4; <@, und A <Gy Fer;er
gilt “le G;I=¢le OG,=P(@,vG,)=PE—=F'. Nimmt man schlieSlich an
es wiire GirGi>0", s0 ist #(G1nGy) definiert und =1 wegen k=1 Alsdl
eX}stlert ei:n nicht-leeres Teilsoma B’ von @A@Yy, in dessen Urbild -di"lB'
ke}ne zwei fremden nicht-leeren Teilsomen enthalten sind. Anderer-
;llgagx;)t e;, daj B’<G{={’ZiGl und @ ein Vollhomomorphismus ist, ein
e I;i é& Ilgmt ¢DIB,='.B 'und entsprechend wegen B'<@, ein Soma
mid ﬁ Y =B (Nobe]mg.[{i], Satz 3.6). Wegen B'>0' ist By>0
o le’ ,Dwazgeslg HC:';A%_TZ? gelrllih%;Bizo; ferner ist B, <® B’ und

g : alt also zwei fremde, nicht- -
gze;n;x?h?ilderspm(}h zur Definition von B’. Die Annahl;lenz}%}:/l\tGI,{eirg’ Si(;t
o ﬁﬁd zs silt, gi nlft;; Yle(l]mehr Giﬁ G;:O’.. G1 und G sind infolgedessen
fiir 7t b—1 bewiensm. <0 nach 6.2, also dim %'=0. Damit ist der Satz
,,,_;_kD:jn S;‘,t:r ns:; sI;un fiir .lgn—‘,-kgm—l bereits bewiesen und es sei
vorgelegb: ey woueylfl'l zw,ex .f.remde abgeschlossene Somen A7, A5 von B
ottene Somon 01 . in B’ ein abggschlossenes Soma B’ und zwei fremde,
und dim B'<m -3 %Zmbi(ﬁnfmmn’"da@ iy <6 i<l

. olgt nimlich nach 6.2 dim B'<<m—1,
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d.h. w'<n+k—1; der Satz gilt dann also auch fir n+k=m, was
zu zeigen ist.

Wie oben sind die Somen 4,=%""4] und A4,=®"4{ von B fremd
und abgeschlossen. Wegen dim B<n existieren also nach 6.2 in ¥ ein
abgeschlossenes Soma B und zwei fremde offene Somen G,,G, mit cB
=GvG,, 4,<6G, 4,<G, und dim B<n—1. Dabei kann ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit G,vG,=F angenommen werden (um dies zu er-
weisen, braucht man nur @, durch e@, and B durch b@, zu ersetzen).
Wegen @G, <B ist dim G;~G;<n—1. Setzt man nun

¢§1=M{; @@2=M§,
M Mi=B, MireB'=6, M cB'=6,

so ist B’ abgeschlossen in %' und G{,G5 sind abgeschlossen in ¢B’ (weil @
abgeschlossen ist). Weiter ist Gi2Gi=0" und G{vGi=cB’, weil DG, v PG,
=@(G,-G,)=0FE=FE'; die Somen G4,@; sind folglich offen in B'. Ferner
gilt A4;<G}, weil erstens 4,<@, also A{=0A,<PG =M, zweitens
4,41G,=0, also 4;.0G,=0’, also A]nM}=0", und drittens MircMi=G1
ist. SchlieBlich gilt Ai<@ aus analogen Griinden. Wir haben jetzt also
nur noch dim B'<<m—2 zu zeigen.

Setzt man O Mi=N, so gilt &G - N)=0F, ON 1#)=Mi\ Mi=F
und G,<N. Das Soma ¥ von B ist abgeschlossen, da JM; abgeschlossen
ist. Infolgedessen ist das Soma (Gia N)ae(GyaGa)=G,n N1 cG, als Durch-
sehnitt des abgeschlossenen Somas Gy+ ¥ mit dem F,-Soma ¢, ein F,.

[-~] [~}
Bs sei etwa (GaN).c(@G)=VP;, also Gin N=(G,:G)v\/ P;; wo P,
fiir ¢=1,2,... abgeschlossen ist. 1&11& der zweiten Beziehu'né folgt we-

1~y
gen @G+ N)=B'
B =&(F,.Gs)« \/OP;,
wobei jeder Summand der rechten Seite als Bild eines abgeschlossenen
Somas selbst abgeschlossen ist.

Der Vollhomomorphismus @, nur auf dem §-Verband Bz, .s be-
trachtet, ist ein Vollhomomorphismus von Bg .5 auf den S-Verband
Bog, 169- Da dim GnGy<n—1 ist, ergibt die Induktionsvoraussetzung
dim (G, 7G,) <m—2.

Wir betrachten nun ein Soma P;. Ist P;=0, so ist ®P;=0" und
daher dim ®P;<m—2. Nun sei P,>0 (also @P,>0'). Wir behaupten
wieder dim @P;<m—2. Hierzu betrachten wir den Vollhomomorphis-
mus @ nur auf dem S-Verband 9= Bp,; er ist ein Vollhomomorphismus
von 9B auf den S-Verband ' = Bie,. Es ist dim W <n; die W und W'
1) Nobeling [3], Satz 3.5.
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entsprechende Zahl k, wir bezeichnen sie_ mit I, er'gillt sich aus den fol-
genden Uberlegungen. Aus P;< & Nacd, tolgt PinG=0 sowie P,<X,
also OP;<ON=M;=0G,. Bestiinde nun fir ein nicht-leeres Teilsoma §’
von @P; die Gleichung G,a®~'8'=0, so wiire

PGS = PG BB ' = B(Fpr D18 ) = DO — 0

im Widerspruch zur Relation §'<®P;< BF,. Infolgedessen gilt fir jedes
nicht-leere Teilsoma 8’ von &P; die Beziehung ¢_18’i\c_¥2>0, wihrend
P;a@,=0 ist. Die beiden letzten Relationen besagen nun, daf das Ur-
bild 718" eines jeden nicht-leeren Teilsomas § von OP; ein zu P; fremdes,
nicht-leeres Teilsoma enthilt. Hieraus folgt 1<k —1. Wir konnen daher
die Induktionsvoraussetzung auf die Verbinde 8 und ' anwenden
und erhalten dim &P, <m—2. )

Es ist somit B’ die Vereinigung abzihlbar vieler, in ¥’ und daher
in B abgeschlossener, hochstens (m—-2)-dimensionaler Somen; nach 3.3
gilt also dim B’ <m—2, was zu zeigen war:

7.2. Voraussetzung: B und B’ seien zwei kompakte S-Verbinde,
D ein stetiger, abgeschlossener Vollhomomorphismus von B auf T, 0 < n < oo,
0< 0" <0,

Behauptung: Ist dim B=n, dim B’ =n’ und n>n', so gibt es in B’
mindestens ein nicht-leeres Soma A’ derart, daB fiir jedes nicht-leere Teil-
soma B’ von A" Aim OB >n—n’ ist.

Beweis. Wie im Beweis von 4.6. ist B atomar und homéomorph
zu einem Unterverband eines Klassisch-topologischen, kompakten, regu-
liren T,-Raumes mit abzihlbarer Bagis. Identifiziert man die Somen
von B mit jhren Bildern in diesem Raum, so ist B Unterverband eines
klassiseh-topologischen, kompakten, reguléiren T,-Raumes G mit abzihl-
barer Basis derart, daB die offenen (abgeschlossenen) Somen von B die
offenen,(abgeschlossenen) Mengen von € sind und daB fiir jedes Soma
von B die in B genommene Dimension gleich der in € genommenen ist.
Entsprechend ist B’ Unterverband eines Raumes ¢ mit den gleichen
Eigenschaften. Durch die im vorliegenden. Satz vorausgesetzte Abbil-
dung & jst nun jedem Atom P von B (also von €) eindeutig ein Atom &P
von B’ (also von &), und jedem Soms A von B die Menge @A aller
Atome P von B’ mit P< A zugeordnet. Ordnet man daher jeder Menge
M <€ die Menge YM aller Atome OP ¢ € mit P<if zu, so ist ¥ ein
stetiger, abgesehlossener Volthomomorphismus von & auf € derart, daB
VA=04 fiir jedes Soma 4 « T und P A =04 fir jedes A’ e B’ ist.

Nun ist dim G=n», dim &=n md #>n'. Nach K. Menger [2]
(S.235) gibt es daher mindestens ein Atom P’e@ mit dim PP’
>n—n' (diese Dimension in & genommen). Weil P’ zu @/ gehort, ist
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P7P'=®7'P" und dim &P’ >n—n’ (diese Dimension in B genommen).
Da P’ kein nicht-leeres echtes Teilsoma enthilt, leistet P’ das in 7.2
Verlangte.
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