Les. fonctions aléatoires comme éléments aléatoires
dans les' espaces de Banach

par

R. FORTET et E. MOURIER (Paris)
I. Préliminaires

1. Nous allons considérer des éléments aléatoires dans un espace
de Banach 9; nous renvoyons pour les définitions et les propriétés fon-
damentales & Mourier [7], Fortet et Mouxier [4] et [5].

Soit Z,,Z,,...,2,,... une suite d’éléments aléatoires de caracté-
ristiques ¢,,®s,...,0,,...; SUPpPOSONS que pour n-—>--oo, ¢, tende vers
une limite ¢, uniformément sur toute sphére du dual X de &; ¢ est
une fonction définie positive, mais on ne sait pas en général si elle est
la caractéristique d'un élément aléatoire (proprement dit).

Cependant, si U est séparable et reflexif, et g'il exigte deux nombres
>0, a et Aindépendants de » tels que H(|Z,])*<A quel que goit », B. Mou-
rier a montré dans [7] (cf. p. 226), que @ est la caractéristique dun élé-
ment aléatoire proprement dit ¥. Il résulte de sa démonstration que
si on désigne par: F,(a), F(a) les fonctions de répartition de ||Z,], || X,
on a pour tout a>0

Fp(e)>1—Ala*,  F(a)>1—Ala*,

(1.1)

Foa+0)>1—4/a®, F(a+0)>1—A4/a",
et
(1.2) Iim F,(a) <F(a+0).

M~ -+ 00

Soient a, et a deux nombres >0 quelconques, aveec a> ay; nous
avons:

Juram ) = [ura (7 () — 11
ay ay

= { @1 ~P(a)] — a[1 — P(a)]} + o 4*-[1— P (a)] du.
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Dans la premiére partie de cette formule, si a, et a étaient points
de discontinuité pour F(u), il faudrait éventuellement remplacer F'(a,)
par F(a,+0), F(a) 1.ar F(a+0); de toutes facons la valeur absolue de
cette premiére partie est inférienre & A d’apréds (1.1). Le méme caleul
effectué sur

a

fus dF, ()

a9
montrerait alors que, quel que soit »

(1.3) fau“"l[l — P (u)]du < 24.

Donnons & # une suite de valeurs tendant vers oo, et telle que #,(a)
tende vers une limite G(a); on aura

a fau"‘l[l — G(u)]du < 24.
ay

D’aprés (1.2), on a 1—F(u+0)<1l—G(u), donc presque-partout
1—F(u)<1—G(u), donec :

af w1 —F(u)]du<24.
a

On en déduit que E(||Y|*) existe, et plus précisément que

(1.4) B(|T|) <34.

Ce résultat compléte de fagon utile celui de Mourier [7].

Ceci dit, soit X un élément aléatoire dans <X, tel que E(X) existe
et que E(|X|?)<+oco, quelconque par ailleurs; on peut supposer sans
restreindre la généralité que B(X)=0; o* variant dans le dual " de X,
toute fonection gp(z*) de la forme

(1.5) p(a") = exp {—F Ba", X7}

est définie positive; nous dirons que c’est une fonction définie positive
normale. Dans le cas- général, on ne sait pas §’il existe un élément aléa-
toire (proprement dit) ¥ dans % admettant (1.5) pour caractéristique;
'l existait, ¥ serait laplacien par définition. En tous cas, tout élément
aléatoire laplacien Y dans O tel que B(¥)=0, B(|Y|*)<-+oco a pour
caractéristique une fonction définie positive normale, & savoir la fonction

exp (— } B¢, 1))

Soit X un lément aléatoire dans %X, tel que B(X)=0, B(|X|})< oo
et de caractéristique @y(z"); Mourier [7] & montré que

(1.6) o (3") =1—F B(@", X)) + a(a"),
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avee |o(@*)] < " Pa (@), @) &tant une fomction >0 indépendante
de #* qui tend vers 0 si h—>+40; de sorte que
(1.7 (") =log gy (2") =— 1B, X))+ o (@),
avec
{1.8)
@, (k) étant encore une fonetion >0 indépendante de @ qui tend vers 0
81 h—-+0.

Soient maintenant X, Xs,...,Xy,... UNe suite indéfinie d’éléments
aléatoires dans &, mutuellement indépendants et de méme loi que X;
posons

oy (@) < "l @a(ll2"1)y

3
Zy=n"" Y Xy
=1
soit @, (") la caractéristique de Z,; on a évidemment
logn (") = o (& V) = — } G, XD+ nonfo” V)

Daprés (1.8), si n—>—o0, |nay (e” /1/%)\»0, nniformément sur toute
sphére de 9(; de sorte que @, (@") tend vers p(z*) donnée par (1.5); autre-
ment dit:

Tatorinm 1. Lorsque n—>-+oo, la caractéristique de Z,, tend vers une
limite, qui est wne fonction définie positive normale.

Dune fagon évidente, moyennant certaines conditions, ce théoréme
peut &tre étendu au cas ol les X;, n’auraient pas forcément la méme loi.
Sans rechercher le maximum de généralité, supposons par exemple que:

(a) quel que soit f, E(X,)=0; en désignant par F;(a) la fonction
de répartition de [ X[|, les intégrales

400
(1.9) [ o* dF;(a)
0
sont convergentes, uniformément en j (comme on sait, ceci aura lieu
par exemple si les B (I X4{) sont bornés uniformément en j); la conver-
gence uniforme des intégrales (1.9) entraine que les B (X, ) sont bornés
uniformément -en j; .
(b) quel que soit x,
" -
tim n Y B[(0, )] = p(a®) >0
N—>+00 j=1
existe.
Tn proeédé analogue au précédent montre alors que
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. .THZITJO.REME I Pour n—--oco la caractéristique ¢, de Z, tend vers une
limite. définie positive '

p(@")=exp[ — §y(a")].
Mais il n’est pas prouvé que ¢(z*) est une fonction définie positive;

n(.)rma}e, m qu'elle est la caractéristique d'un élément aléatoire ¥; mais
il existait, ¥ werait évidemment laplacien.

) 2. Cas des espaces §. Nous dirons que Pespace X est du type Q 45’1'1
existe un nombre A>0 et une application @ de X dans X*, dite camo-

nique, faisant correspondre & tout zeX un élément z*=g(x) de X* de
telle sorte que

(@) [lg@)l=llzll; <g(x),a>=]a]* pour tout zeS(;
B) lg@)—g@l<4dle—yl, quels que soient ,yeX.

Dans [5], nous avons défini une catégorie d’espaces, appelés espaces 2,
et montré que les espaces P sont du type @; rappelons que les espaces
L, pour a>>2 sont du type ?; pour L, on montre facilement que la meil-
leure valeur possible de A est:

(2.1) A=(a—1)2"2 (a>=2).

Nous :?llons, en supposant que X est du type @, établir des résultats
ar}alogues & certaing théorémes indiqués dans [7] et [5], cependant di-
stinets et un peu plus préeis; notons-le, bien que nous n’en ayons pas
d’exemple, il est trés probable que & peut &tre du type G sans étre un

espace ; d’autre part un espace P et & plus forte raison un espace du
type G, peut ne pas &tre séparable.

Supposons que X est du type @, et soient X,,X,,..., X, des éléments
aléatoires dans X, tels que
B(X)=0, E(X|)<+too (j=1,2,...,n)

mutuellement indépendants, mais pas forcément de méme loi; on a

124 Xy 4 oo + X[ =9 (X + X+ ... X)), Xy + Xyt + XD

o

=7,Z:<9(X1+X2+...+Xn),x,.>.

Posons
=X 4+X+.. + X0+ X+ + X,
de sorte que

X 4Ky oo+ Xy =T, + X,

On peut poser
9( X+ X+ .+ X)) = g(Ty) + &,

Studia Mathematica XV
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ou, puisque & est du type G, o< Al X,; il vient alors

o+ By ok alf = 30, X+ 3, -

T; et X; sonb des &léments aléatoires indépendants; d'un théordme de
Mourier [7] (p. 228) résulte alors que

B| 3 <@, ] = ZEKoT) XD =0

de gorte que
TrtordMe I1. On o Dinégalité

(2.2) BX, + X+ oo+ Xal) <A§1E<uxyn%.

i 'on suppose que n->--oco, et que
n
12; B(|X,|")=0 (n)

avec a<<2, il en résulte donc que
N X+ X+ XD

tend vers @ en moyenne d’ordre 2 et aussi tend fortement vers @ pres-
que-sirement (cf. [5], Théorémes VIII et IX).

Plagons-nous dang ces conditions, en supposant plus précisément
que les X; sont de méme loi; alors, en posant comme au §1

23)  Zp=n X, + X+ X, BUZP) <AB(XP).

S ¢ est en outre séparable et reflexif, on en déduit aisément que
1a fonction définie positive normale

(2.4) (a*) = exp {— } B[z, X)),
limite pour n—-+oo, d’aprés le § 1, de la caractéristique de Z,,, satisfait

3 la condition O de [7] (cf. p. 220), et est done la caractéristique d’un élé-
ment aléatoire laplacien Y dans 9C; en outre d’aprés (1.4)

(2.5) B(| X" <3AEB(|X");
done

Tahorime ILL. i X est séparable, réflemif et du type G, toute fonation
définie positive normale est la caractéristique dun élément aléatoire lapla-
cien Y tel que B(|Y|)<+oo.

No supposons plus les X; de méme loi, mais faisons les hypothéses
qui ont conduit au Théordme I', & savoir les hypothéses (a) et (b) de la
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page 64 dont nous reprenons les notations. Alors E{|Z,|) reste borné;
@(x*) satisfait donc & la condition €, donc est la caractéristique d’un
élément aléatoire Y, nécessairement laplacien; en outre d’aprés (1.4),
E(|Y|?) existe; alors la caractéristique de ¥, c’est-d-dire

p(a")= exp [~ }y (")),

est nécessairement définie positive normale.

TehoREME IITY. Dans les conditions du théoréme 1%, si en outre X est
séparable, reflexif et du type G, la limite ¢(x") de la caractéristique de Z,
est définie positive normale et cest la caractéristique d’un élément laplacien
Y tel que E(|Y|’)<<+oo.

3. Revenons au cas ol les X; sont de méme loi, et supposons que <X,
du type @, est séparable et reflexif, et en outre pourvu d’une base |b},
constituée par des éléments @y ,2y,...,%;,... de X; soit 2 un élément

queleconque de %, a* sa composante sur z,. Soit Ty, Popération linéaire
k

dans & qui & o fait correspondre Y a’;, Uj lopération linéaire qui & »
: =1

fait correspondre #—T(2); Ty, U, sont des opérations linéaires conti-

nues, et il existe un nombre M indépendant de k tel que

Wl < M, ITl<M pour tout %

(cf. Banach [1], p. 110). De ce que

1T (ZDIF < 20X
et de ce que
lim U, (X;)=6 presque-siirement,

E—+co

résulte que

(3.1) lim B(|| T, (X))} =0.
ko0

Or on a

Z, =T(Z,) + Uy (Zn),

Uy (Z,) =0~ 21 Up(Xy),
=

1,(2,) =" 3 T,(X)
D’aprés (2.3) et (3.1),
(3.2) lim E(|Ux(Z)) =0, wuniformément en n.
Fos 00

5%
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Soit, d’autre part, ¥ 'élément aléatoire laplacien dans X admettant
(2.4) pour caractéristique; évidemment: E(Y)=0 et en outre quel que
soit e B[(a", Y ]=E (", X,»*], donc

(8.3) B, TH(X))*] = B [, T (X;))’]
(se reporter & Mourier [7], chap. I); or presque-siirement,
lim |7, (X)) = X},

T -f-00
done Ia fonction de répartition de [Ty (¥)| tend vers celle de [ Y1l. Mais
visiblement Ty (Z,) est un élément aléatoire dans la variété linéaire & un
nombre fini de dimensions (@,#,...,%), dont la loi de probabilité
tend vers celle, laplacienne, de Ty (¥) (d’aprés (3.3)); de sorte que pour
tout % fixe, la fonction de répartition de (Z}(Z,)| tend lorsque n->+oo
vers celle de |T,(Y)|. Avec (3.2) on en tire sans difficulté que:

LEMME. X étant séparable, réflexif, du type G et admettant une base,
lorsque m—>--oo, la fonction de répartition de |Z,|| tend vers celle de | X||.

Puisque d’aprés (2.3) E(||Z,)") est borné uniformément en =, on
en tire le complément suivant au Théoréme ITI: ‘

TeAOREME IV. O étant séparable, réflewif, du type G et admetiant une
base, tout élément aléatoire laplacien Y. dams X admetiant powr caracté-
ristique une fomction définie positive normale (du type (1.1)) est tel que
B(Y)=0, B(|X|F)<+oe. ’ .

Considérons maintenant une fonctionnelle ou fonction numérique
f(@) de @ ¢S, uniformément continue en » (avec latopologie forte dans &)
dans toute sphére de rayon fini de 9. En reprenant sans modifications
essentielles une démonstration donnée dans [5] dans le cas ot ¢ est un
espace de Hilbert, on trouve que:

TEkOREME V. Lorsque m—>--oo, la fonction de répartition de f(Z,)
tend vers celle de f(X). '

Remarque. On pourra &tre amené & appliquer le théoréme V dans
les conditions suivantes: soient ¢, et 9, deux espaces séparables, ré-
flexifs du type G et admettant des bases; soit X leur produit cartésien,
également; séparable, réflexif, du type G et pourvu d'une basge. Soit
X=(X',X% un élément aléatoire dans S, constitué par le couple d’un
élément aléatoire X' dans 9 et d'un élément aléatoire X* dang X*; sup-
posons B(X')=0, B(X")=0, E(|X'*)<+co, B(|X}f)<+oc0, X* et X
pouvant étre correlés de fagon quelconque. Soient X;,X,,...,X;,... une
suite indéfinie d’éléments aléatoires dans 9, mutuellement indépendants,
de méme loi que X; si on pose ‘

n
2, = %"1/22X1,
=1

pour tout %
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on pourrs appliquer & Z, dans 9 les théorémes précédents, en particulier
le théoréme V; si par exemple X'=9(* une fonctionnelle f sur X pourra
stre obtenue en appliquant & X'+ X? une fonctionnelle ¢ sur X'

H(X)= (X' + X7).

Naturellement on peut plus généralement considérer le produit carté-
gien d’un nombre quelconque d’espaces facteurs.

Reprenons maintenant la méme question, mais sansg supposer que
les X; ont la méme loi de probabilité; nous faisons les hypothéses (a)
et (b) de la page 64, avec lesquelles le Théoréme I est établi. Supposons
en outre que:

(¢) si k—>-oo, B(|U,(X)l)—~0, uniformément en j.

Observons d’abord que la propriété (c) si elle a lieu, est nne pro-
priété intrinsdque de la suite des X;, dans le sens suivant: supposons
que % posséde une base {b} par rapport  laquelle les éléments X; ont la
propriété (c); si X posséde une autre base {b"}, les X; ont aussi la pro-
priété (c) par rapport & {b'}; en effet, désignons par Ty, Up, M, les ana-
logues pour {b’} de T,,U,M; on a quels que soient h et k

Un(Xy) =T T3 (X)]+ UL Uk (X)),

(3.4) , .
I UAL TR (XIS MU (X

Done quel que soit e>0, on peub prendre % assez grand pour que:

B\ UL UL(X)IP<e  quels que soient j et by

(3.5)

% étant choisi ainsi, on a
. k

T Xy)= Z’la“(Xj)mu,

en désignant par @*(X;) la composante de X; sur z,; on &

(3.6) Ja* (X <N Xyl
N désignant un certain nombre indépendant de j et dajia (a=1,2,...,k);

or
k

URLT(X)]= 3, 0*(X;) Un(®a)s

a=1
comme

(3.7) (a=1,2,...,k),

lim | T(#)ll="0
h—+o0

et que les B(|X,;P)<+oo uniformément en j, la propriété annoncée en
résulte.
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Cette remarque faite, il est clair que sous les hypothéses (a), (b), (¢)
les raisonnements du cas ol les X; ont la méme loi s’appliquent sans
changement essentiel &

n
Z,= n“llz.}; B,
i~

de gorte que, f désignant toujours une fonctionnelle sur X uniformément
continue (avec la topologie forte dans <) sur toute sphére de rayon fini
de X et Y désignant 1’élément laplacien dans X dont l'existence est
assurée par le Théoréme IIT, on a le

TEEOREME V'. Lorsque m->--oo, la fonction de répartition de f(Z,)
tend vers celle de f(Y).
. Rgmarque. II convient d’observer que si I'hypothése (c) n’est pas
satisfaite (ou une autre hypothése plus ou moins restrictive, mais ana-
logue), le théoréme V* est en défaut; c’est ce que montre exemple suivant.

Supposons que X est un espace de Hilbert séparable rapporté 4 une
base orthonormée {z,}, et que
Pr(X;=my) =1, Pr(X=—a)=1.
, Les hypoth'éses (a) et (b) sont satisfaites, mais non I'’hypothése (c);
Délément laplacien Y est tel que Pr(Y=@0)=1, de sorte que: ||¥|=0
p.s. Or on a: ||Z,[=1 p.s.

II. Applications & des fonctions aléatoires

.4. Addition de fonctions aléatoires indépendantes. Soit ¢ une
vama)l?le réelle (—oo<t<<+oo) et # un paramétre réel variant de 0 3 1.
ASSO(?IOIIS & chaque valeur de u une fonction réelle R(u;t) aléatoire de ¢
les diverses fonctions R (u;t) correspondant & diverses valeurs de éta:n{;
stochastiquement indépendantes. Supposons que, sauf pour des valeurs
de % formant un ensemble de mesure L nulle,

(2) B(u;t), comme fonction aléatoire de ¢, est un
cable 4o et y syProcessus mesu-

(b) « désignant un nombre réel >1 déterminé queleonque,
o0
E[(_f |B (w38 ™ dt)*le]

est finie, et, comme fonction de %, est sommable sur (0,1).

Soit maintenant U une variable aléatoire de loi uniforme sur (0,1)

et posons ,

X(t)=R(U;1);
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la, fonction aléatoire X (f) ainsi définie, d’aprés (a) et (b), peub &tre con-
sidérée comme un élément aléatoire X prenant ses valeurs dans l'espace
L, des fonctions de ¢ (—oo<t<+-oco) de puissance a-iéme sommapble.

On supposera d’ailleurs par la suite que a>>2; L, est alors un espace
@ séparable et réflexif et admettant une base. Sauf pour des valeurs de %
formant un ensemble de mesure L nulle, R(u;t), comme fonction de ?,
est une fonction aléatoire du second ordre; on posera

(4.1) m(u;t)=E[R(u;1)], T(ust;7)=BE[E(u;t)E(u;7)].

Daprés (b), I'(u;t;7) est, comme fonction de u sur (0,1), sommable
L; par suite m(u;t) également. X a une espérance mathématique u,
constituée par la fonction u(t) de t, appartenant 4 L,, et définie par

u(t):flm(u;t) duw.

Enfin d’aprés (b) il est clair que E(|X|P)< +oo, Ia norme || X|| étant
prise dans L.

Soient U,,Us,..., U;,..., une suite indéfinie de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, de loi uniforme sur (0,1); soit X; I'élément
aléatoire dans L, défini par

X, (0)=R(U;;1),

de sorte que les X; forment une suite d’éléments aléatoires dans IL,,
mutuellement indépendants et tous de méme loi que ’élément aléatoire
X précédemment défini. Posons

n —
anfn,‘llz 2 Xj— ]/%,u, .
j=1

Daprés les résultats des paragraphes précédents, la caractéristique
de Z,, tend vers ceile d’un élément aléatoire laplacien Y (rappelons que Y
est en fait une fonection aléatoire Y (f) de t) dans L, d’espérance mathé-
matigue nulle, tel que E(|Y|?)<-4oco; en un certain sens (of. Mourier
[71), la loi de probabilité de Y est complétement déterminée par sa ca-
ractéristique, qui n'est autre que

exp |~ LB, X—pyT}=exp{— ;B D)

ol «*, fonctionnelle linéaire sur IL,, est un élément de L,y que l'on
peut représenter par une fonction arbitraive g(t) de Ly,_i En posant

1
y(t,-z):ofl’(u;t;r) du,
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un caleul immédiat donne

+00 +4o0
Bl(a", X—u)"1=B e, YY" 1= [ [ [y(a,f)—p(a)u(B)lg(@)g(B) dadp
de sorte que [ (a,§)~p(a)u(8)] n'est antre que la covariance B[ Y (a) ¥ (8)]
de Y (t); celle-ci détermine complétement la loi temporelle laplacienne
de Y (t); i1 y a donc équivalence entre la donnée de cette loi temporelle
de Y (t) et la donnée de la loi de probabilité dans I, (au sens de [7]) de Y.
Soit alors f une fonctionnelle sur L, uniformément continue (avee
la topologie forte dans L,) sur toute sphére finie de I,; nous disons d’une
telle fonctionnelle qu'elle est du type (C); en vertu du Théoréme V, nous
avons le
TaEoREME VI. La fonction de répartition de f(Z,) tend, lorsque n— - oo,
vers la fonction de répartition de f(X).

Variante. Posons

N
Bus)=R(u;t)—m(u;t), Xit)=R(Us;t), Zp=n'"3X].
) f=1
Les mémes méthodes montreront que ‘
(a) lorsque n->+co, la caractéristique de Z, tend vers celle d’un
élément aléatoire laplacien ¥’ & valeur dans L,, constituée par une fone-

tion aléatoire laplacienne Y'(f) & espérance mathématique nulle et de
covariance

B[Y'(a) X' (8)]=y (a,p) ~6f1m(u;a)m(u;;3) du=y'(a,B);

(b) 81 f est une fonetionnelle du type (C), lorsque n->--o0, la fonction
de répartition de f(Z,) tend vers celle de f (X"

5. Fonctions aléatoires dérivées d'un processus de Poisson.
Au lieu de choisir, indépendamment et selon une loi uniforme, n va-
leurs U; de u sur (0,1), puis de faire tendre n vers ~+oco, on peut consi-
dérer un processus de Poisson N (%) sur (0,1) (N (0)==0), pour fixer les
idées homogene et de densité ¢ et indépendant stochastiquement des
E(u;t); on fera ensuite tendre g vers +oo. Ceci ameéne & former des fone-
tions aléatoires dérivées du processus de Poisson N (u).

Par exemple considérons la fonetion aléatoire

4, (t)=9‘1’2f1R' (w3t) AN (w).
0

Conﬂl:n_ionnellement quand N (1)=mn, on peut identifier la fonction, 4,
avec )/njoZ,; on en déduit d’abord que 4, est un élément aléatoire
dans L,. Soit, d’autre part, f une fonctionnelle du type (C). Posons:

Pule)=Pr[f(4,)<h/N (1)=n],
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h désignant un nombre quelconque, et

«  Plo)=Pr[f(4,)<h]
On a

. oo
(5.1) Ploi=et 3 11 Pulo):

Soit un nombre >0 quelconque; lorsque g—>-+oco et d’aprés 1'iné-
galité de Bienaymé, on commet sur P(g) une erreur infélieure 4 1/a®
en négligeant dans (5.1) les termes pour lesquels [fn:—_g|>a1/ 0. Mais lors-
que [n—o|<a}g et si g—>-too, A,, c'est & dire YnjoZ,, et Z, différent
peu (relativement); f(4,) et 7(Z,) ont des fonctions de répartitions V‘Oisi-
nes; or celle de f(Z,) tend vers celle de f(¥') lorsque n—>-+oco, ce qui est
le cas si p—>-+oo eb si [n—p|<a)o. Comme & peut &tre pris aussi grand
qu'on le veut, on en déduit:

(a) lorsque p—>+oo, la fonction de répartition de f(4,) tend vers
celle de f(X'); )

(b) ceci s’applique en particulier au cas ou f est:

f(4,) = exp {ida”, 4>},

ol «* est une fonctionnelle linéaire fixe gquelconque sur IL,; on en déduit
que la caractéristique de A, tend vers celle de ¥'. En particulier, la loi
temporelle de A,(t) tend vers la loi temporelle laplacienne de XY'().

En désignant par 9 (u) le processus de Poisson centré corresp.(mda;nt
4 N(u): N(u)=DN (u)—ou, on peut aussi bien considérer la fonction alé-
atoire

1
By= ¢ [ Bust) (w),

. — 1 'Y . -
qui différe de A, par: Vo [R'(u;t)du; mais cette dernibre intégrale, qui
0

2 un sens, est presque-sfirement nulle, de sorte que B,=4, p.s.
Variante. En corrélation avec Z, au lieu de Z,, on peut former la
fonetion aléatoire

Oy=e™ ] [ R(us0)aN ()~ (1)

on constate que, conditionnellement gquand N (1)=n, la loi de proba-
bilité de C, est identique & celle de ]/E/?Zn; on peut alors reproduirle
la démonstration précédente, Z, jonant le réle de Z,, et ¥ celui de ¥';
au remplacement prés de A4, par G, et de ¥’ par Y, on retrouve les ré-
sultats (a) et (b) précédents.
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Notons que

1
D,= 7" [ [R(u;t)— n(1)] dN(u)
0
ne différe de €, que par une quantité nulle p. s.
On pourmlt anssi associer & Z, la fonction aléatoire

1/9/":

B,= ‘Ilszuth

on remarque que

Ve
O et (N(1)—p)/Ve sont deux éléments aléatoires dans L,, correlés entre
eux; on peut alors utiliser la remarque qui termine le paragraphe 3, et
établir les résultats analogues & (a) et & (b); mais I'élément aléatoire
laplacien limite est différent de Y.

Notons & ce propos que la Remarque en question permet plus
généralement de traiter les problémes ol interviennent simultanément
plusienrs fonetions aléatoires dérivées d'un méme processus de Poisson
(ou formées comme X (#), &4 l’aide de fonctions B différentes corrélées
ou non, mais prises pour la méme valeur aléatoire U de w).

6. Cas ol les «; ne sont pas aléatoires. Au lieu de prendre les U,
aléatoires, une idée naturelle est de leur donner les valeurs certaines:
wy=f/n (j=1,2,...,n), et de considérer, au leu de Z,, la fonction
aléatoire

n

(6.1) W, =n""* 3 R'(jn;1).

j=1
W, est encore une somme d’éléments aléatoires indépendants dans
L,; mais cette fois ces éléments n’ont pas (en général) la méme loi de
probabilité; mais alors nous pourrons appliquer le Théordme V*, & con-
dition que soient satisfaites les propriétés (a), (b), (¢) rappelées ou énon-
cées p. 69; examinons successivement ces trois points.

Propriété (a). On ade toutes fagcons H[R'(j/n;t)]=0; il suffit done
(par exemple) que

B T R e app

goit borné par un nombre fini indépendant de w.

icm
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Propriété (b). Une fonctionnelle z* sur L, est représentée par
une fonction g(t)e Ly, y); il sagit done, pour tout g(f)eLy, 1), que

400 oo .
6.2 lim r'(L;a,8)|a
(62) Jm [ owee] 2 (Li.8)] aus
existe, ot on a posé
I (uya,f)=I'(usa,8)—m(u,a)m(u,p);

pour qu’il en soit ainsi, il suffit que:
1° il existe une fonction A4 (a,B)=0
n (a,p), telle que

(—oo<a,B<+o0) mesurable L

+0o +o0

I Jlgla)g

—00 —e0

Afa,f)dadf <<+ oo

pour tout g(t)eL,,-1y, €6 que 1M (u;a,B)| <4 (a,f) quel que soit u;

2° pour presque tout couple (a,B), I'(u;a,p) est, comme fonction
de u, intégrable au sens de Riemann.

Alors la limite (6.2) est

+o0 oo
(6.3) _f _f 9(a)g(B)y'(a,f) dadp,
en posant
113)""f1'1 w%;a,B)d

Dans ces conditions et en vertu du Théoréme IIL, l’emstence d'un
élément laplacien limite ¥’ est assurée; c’est une fonction aléatoire de ¢
appartenant & L., laplacienne de covariance y’(a,f): on reconnait 1élé-
ment aléatoire laplacien ¥’ dont il est question & la fin du paragraphe 5.

Propriété (c). La propriété (c) sera assurée si

“+o0
(6.4) lim E{( [ 1T [R (ust) 1At} =
k—+o0 —o0
uniformément en w.

On pourrait chercher des critéres généraux assurant (6.4), en uti-
lisant dans I, par exemple une base de Haar; cela ne semble cependant
pas trés nécessaire, puisque (6.4) pourra &tre vérifié directement dans
chaque application. .

Finalement, sous les conditions qui viennent d’8tre indiquées, le
Théoréme V' permet d’affirmer que, f désignant toujours une fonetion-
nelle sur L, de la classe (C), si m—>+oo, la fonetion de répartition de
F(W;) tend vers celle de f(Y').


GUEST


76 R. Fortet et E. Mourier

Remarque. Un cas gimple important doit &tre signalé, celui o,
quels que soient u et h, les fonctions aléatoires R'(w;t) et B'(u-+h;t-4-h)
ont 1 méme loi de probahbilité; en effet dans ce cas la loi de probabilité
de l'intégrale '

“+00

[ 1ULLR (us) ]t
ne dépend pas de u, et dans (6.4) Vuniformité en u est assurée; de méme
la, fonction de répartition F,(a) de lintégrale

(1R st Fae,

qui représente la norme de R'(u;t) comme élément de IL,, ne dépend
pas non plus de u; les intégrales

00
[ d*dF,(a)
0

sont donc nécessairement convergente uniformément en u, et la pro-
priété (a) est assurée sans qu’il soit nécessaire de supposer que les

E[(?|R’(%;t) I“dt)”“ —_~+f°a3d17’u(a)
00 0

sont bornés uniformément en u; ils peuvent méme ne pas exister.

7. Applications & un type particulier de fonctionnelles. Un
type de fonctionnelle (sur IL,) que l’on rencontre dans un grand nombre
d’applications est le suivant: soit V(z) une fonction (déterminée, cer-
taine) d'une variable réelle & (—oo<w<<--oco); & toute fonction g(t)el,
on fait correspondre le nombre f[g] suivant:

ta
(7.1) f [9]=tf Vig(t)]dt
1
ol (f,,1,) est un intervalle déterminé; naturellement on peut plus géné-
ralement prendre V fonction de z et de ¢; mais pour fixer les idées, nous
nous limiterons au cas ot V ne dépend que de la variable et ou (t,,1)
est lintervalle (0,1) (cf. entre autres Kac[6], Donsker [3], Blanc-La-
pierre et Fortet [2], p. 124 et sq., p. 170 et 8q., p. 321 et sq., p. 519 et 8q.).

Naturellement, pour que cette fonctionnelle f soit définie sur I,
et de la clagse (O), il faut une condition sur V; on vérifie facilement par
exemple que f est de la classe (C) 8'il existe trois nombres >0: 4,0,y
tels que O+yp<<e et que pour tout couple z',2”

(7.2) ]V(w’)_V(w”)lg_Ama‘x(\wll , !wnl)\m’—‘éﬁ”l .
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1° Soit §(¢) la fonction

§(t)={0 si

1 sl

t<0 et si
0<t<<l;

>1,

3 chaque valeur de % (0<<w<1) associons une variable aléatoire 4, les 4,
correspondant. & des. u différents -étant indépendantes, mais de méme
loi; nous supposons H(|4,])<+oc et E(3,)=0. Posons maintenant

R(ujt)= R (uyt) = 1 8 (t— ).
Comme fonction de t, p.s. B'(u,t)eL, pour tout «>2 pourvu que

(7.3) B[R ]=0*< oo,

ce que NOuUS SUPPOSErons.

20 Prenons V(z)=|z|* (1>0); si A<, la fonctionnelle (7.1) est évi-
demment définie et de la classe (C) sur L, pour toub a>>2; si A>2, V(x)
satisfait & (7.2) avec y=i—1, =1, done la fonctionnelle (7.1) est dé-
finie et de la classe (O) sur L, pour azzi. )

" Tes résultats des paragraphes 4,5, 6, appliqués au cas actuel, four-
nissent une série de théordmes; limitons-nous & titre d’exemple, & celui
qui résulte du paragraphe 6; observons d’abord que la Remarque de la
p. 76 s’applique au cas actuel, car quel que soit h, les fonetions aléatoires

R'(uthst+ b) = Ay q S b+ h—u—h) = Ay 58 (b — %)
ont 1a méme loi de probabilité; les propriétés (a) et (c) rappelées ci-
-dessus sont satisfaites. Pour la propriété (b), on voit d’abord qu'ici

I"(uj0,8) = Ay la—u,f—u),
en posant
1 s 0<a,f<,

0 dans les autres cas.

y(a,ﬁ)={

Visiblement y'(u;a,8) est, quels que goient a et B, intégrable en %
au sens de Riemann, et la majorante A(a, 8) dont il est question p. 70
existe; donc la propriété (b) est satisfaite, et on a

V'(C‘yﬂ):"zbfﬁ’(a—u:ﬁ—“) du,

qui se caleule aisément; en particulier

¥'(@,B)=0"Y/2 min(a,f)
de sorte que pour 0<i<1, Y'(t)‘A est un processus de Wiener-Lévy, nul
pour t=0.

pour O0<a, <1,
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Drautre part, avec V(@)=|ol’, la fonctionnelle F(W,) devient

n k

f(Wq'm)=;,L'1%r/§ Z(Z Zj/n)l-

k=1 j=1

(7.4)

Nous concluons done: la fonction de répartition de f(W,) tend, lorsque
n—>-oco, vers la fonction de répartition de

1

J1r ®)* at.

[

Extension. Il est parfois possible d’étendre nos résultats concer-

nant les fonctionnelles de la classe (0) & des fonctionnelles qui ne son
pas de la classe (C); par exemple, prenons

*

1 s
0 i

[>T,

V()= { ol<,

ott ! est un nombre >0 quelconque; alors f(g) n’est autre que la mesure
I de l’ensemble des valeurs de ¢ (de (0,1)) pour lesquelles |g|>1; ce n’est
pas une fonctionnelle de la classe (C)..

Pour fixer les idées, conservons l’exemple précédent; soit ¢ un nom-
bre >0 et ! arbitraire, posons

0 s |w<l—e
Vig)=11 s |z/=1,
o [241—1e s 1—e<|o|<l,
0 & |21,
V) =11 & |z|=1-ts
2] /2—Te s I<|p|<l4e.

Soient 7' et f les fonctionnelles, déduites par (7.1) de V' et V''; f

et”f” s9nt de la classe (C) (pour L, quel que s0it az>2), parce que V' et
V"' satisfont & une condition de Lipschitz d’ordre 1; d’ailleurs quel que
soit g(t)eL,, on a ,
,(7'5) 0 ()< (9)<f ()
) ’Soief}t ?’(w),F’(m),F”(m) les fonctions de répartition de f(¥'),
f('Y ) [7(X7); b Fo(@), Fp(@), Fy (@) celles de f(Wy), f'(Wy), [ (Wy).
Y’ étant, sur (0,1), un processus de Wiener-Lévy, on sait que pour toub
x>0, F(x), F'(x), '’ (x) sont continues, et que

lim F' () =lim B’ () =F ().

e—>4-0 e—+0
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En outre, toujours pour >0, d’aprés (7.5), on a

F(@)<F (2)<F" (®)
et quel que soit
' FL ()< Fp ()< F, (@)

Soit >0 queleonque; prenons & assez petit pour que
P (@) —F@<n, Flo)—F (@)<n

7 désignant un nombre >0 arbitraire. Puisque f' et sont de la classe (C),
et que x est point de continuité pour F'(z) et F''(x), on a pour 2 assez
grand
|Fol@) — B (@)| <n, B (@) — F (@) <7,
de sorte que
[Py (@) — F (2)] < 27,

qui prouve que lorsque 7 tend vers oo, F, (x) tend vers F'(z), pour
tout #>0; pour =0, F(x) & un saut d’amplitude positive F(+40); en
général F,(z) également aura pour 2=0 un saut d’amplitude F,(-40)
positive; il n’est pas assuré que

Lim F,(+ 0)~>F(+0).
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