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n n

(10) Gs(2) 2;: 2 S s (1) &5 = g (1),
= =1

En raison de (10) et (8) nous avons

non

122: 050 Xy = X' N W (4, B .. HY H gy (1),

k=1 j=1

(1)

e,’.est—é,.-dire: Pour chaque matrice ||g;(t)| les fonctions H® et A verifient
lidentité (11). Posons gu=0 pour j=#k et gy== (8p==const) pour %
=1,2,...,n. On a alors en vertu de (11)

"
i X = D B (G HYH s (5=1,2,...,n)
k=1

d’olt (s, étant quelconque) il suit

Xy =k, .., HH (t,X,,...,X,)  (6=1,2,...,n)
et

haicxv(mHl:-"7Hn)Hk(t7Xl1"-7Xn) =0
ou, en remplacant X, par hi(t,wl,...,wn)
(12)

et

pour itk

hl(tymli"wl'n) =hf£,.(t,w1,...,;cn)wi

by (B, 21,...,2,) = 0 pour i k.

De la derniére relation i 7 { ¢
o o il résulte que hy(t,o,...,2,)=w'(t, ;) dolt en
Wy, (b, 2) = wy (2, ;) z;.

1]?31 eogsidél’ajnt t‘comme paramétre on voit que la fonction w' (t,a;) vérifie
Eequatlon lindaive dy jdm;=y/a; Aot w'(t,u;)=u’(t)m; (i=1,2,...,n).
n vertu de (1) on a w'(t)=F,(1,0,...,0)=1 (i=1,2,...,n), dono

hi(t:mlr-:amn):xi (i:l,Z,...,n),

d’ou résulte facilement lidentité
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Distributions libres et restreintes des points
extrémaux dans les ensembles plans

par F. LeJa (Krakéw)

1. Rappelons d’abord quelques notions connues. Soit £ un ensemble
fermé et borné de points du plan et §,&,...,4 un systéme de n>2
points quelconques de E. Désignons ce systéme plus bridvement par .

formons les produits
n

2, =[] 1G—l,
k=1
k7
ot soit V,(F) la borne supérieure du produit V(¢"), lorsque ™ varie
arbitrairement dans E. D’autre part, soib

(1)
un systéme de points de E pour lequel
V(7®) = Vo (E) =max V(™).

Z!n)eE
Les points (1) seront dits points extrémaur du rang n de E correspon-
dant & la distribution libre. On sait, que la moyenne géométrigue du pro-
duit V(y™), c’est-a-dire
[V (™) P,

V(™) = 1G—Cr i=1,2,...,n,

Igi<k<sn

n(")___.{ng.”)’ng")’.“’ng")}, 7)/:2,3,‘..,

n=2,3,...,

converge vers une limite finie
(2) lim [V ()P = d(E)
N—00

dite dimmeétre transfini (ou capacité libre) de T'ensemble E. Il est clair
que R étant le diameétre proprement dit de E on a 0<d(E)y<R.

Les points extrémaux jouissent de plusieurs propriétés remarqua-
bles dont je citerai les suivantes: Formons les ‘polyndmes

Pzyn™) = (=) (e—n)... (2 =), n=2,3,...

et désignons par D, le domaine non borné contenu dans ’ensemble com-

plémentaire & B, par F la frontiere de D, et par 4 lensemble ouvert
10*
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borné, complémentaire & D+ F. Désignons encore par E* ensemble de
points d’accumulation de la suite triangulaire (1), par ¢ un ensemble bore-
Lien quelconque contenu dans ¥ et par u,(e) le nombre de ceux des points
extrémaux (1) qui sont situés dans e.

On sait [1] que, si d(E)>0, il existe en chaque point du plan n’appar-
tenant pas & F la limite

(3) imy/ 1Bz, y™)| = P()

N—00

1a convergence étant uniforme dans un Voisinage de chaque point n'appar-
tenant pas & F. Dans Pensemble 4 1) la fonction P(z) se réduit i la con-
stante d(¥) et dans le domaine D, le logarithme log[P(2)/d(B)] est égal
& la fonetion de Green, classique ou généralisée, de ce domaine et de pole
#z=co. Ajoutons que l'ensemble B est identique avec la frontiére F et
que, lorsque n—>oo, 19 quotient u,(e)/n tend quel que soit ¢ vers une limite
déterminée

;hi[un(ﬁ)/%] = p(e)?).

icm°®

2. Soit F la somme de deux ensembles digjoints non vides B, et F, -

E=FE,+E,

et :‘”’:{CI,L‘Z,...,C,,,} un systéme de 2n points de H. Désignons par
Van=Vou(Ey, By} la borne supérieure du produit V(™) lorsque
varie dans F de maniére que n points de ce systéme restent dang E, et
tous les autres dans H,. Supposons' que les ensembles B, et H, soient
fermés. Les points d*un systéme

' (4) m(“m):{mly""wn7mn+17"'7$2n}
tel que #;,m,...,4,6 By, Lpiyy--y Ton € By €6
(8) V(@) = Ty,

seront dits points estrémaux du rang 2n de E,+E, correspondant i la
distribution, restreinte dans la velation 1:1.
Nous allons démontrer que:

La suite
(8)

est convergente.

2/2n(2n—
”2n=V2nl @n 1), ’)1::1,2,...,

1) 8i cet ensemble n'est pas vide.

- %) La fo.nctio.n d’ensemble u(e) peut &tre interprétée comme la répartition
de la masse électrique unité contenue dans le conducteur E.
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Démonstration. Posons 4;=4»4;(z"), i=1,2,...,2n, et remar-

quons que
(7)
et que, lorsque n>1,

Ay Anys

[V (@) = 4y 4y... Aoy

2
V(%‘( )) = (1 By—1, 84250« B ge s Trbi—To Tt 141y osT2m) *

8
( ) \wi"‘mn—}-i‘,
Soit 7 la plus petite des distances |w;—u;| lorsque z; parcourt. B, et o
parcourt B,. Tl suit de (8) que

Vion K1 40 Vinesy  1=1,2,..,1,

done
Vi < A Ly AznV;In—z

et par suite d’aprés (7)
It < Vi,

2n 2
Blevons les deux membres de cefite inégalité 4 la puissance
2/2n(2n—1)(n—2). 11 vient pour n>2
ap=1/(2n—1)(n—2),

14-an

Vgn, e Von—21 ou

ot comme vy, <R, o0 R est le diamétre de E, on a

vzn\<\0a"van——27 ol O=R/V’ n=3,4,...

(9) |
La convergence de la suite (6) résulte des inégalités (9) et du lemme
suivant: ‘ B

Chagque swite [a,) & termes positifs remplissant les conditions

(10) Uppy < 0"y, 1=1,2,..0,

od O est une constante positive et {an} une suite quelcongue telle que la série

30, converge, est convergente. .
Démonstration du lemme. Posons o,=ay~+a3+...+- La suite

{an) est bornée, car d’aprés (10) on a

an < C™"ay, M=2,3,..0;

ol {¢™} est borné. Posons a=lma,<lima,=p et soit ¢ un nombre po-
sitif quelconque et m un nombre entier si grand, qu'on aib an<a-te €6
en méme temps

(omtrtameatootemiv 1 e pOUT k=1,2,...
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Il suit de (10) que

Uy < (1t Himitg, < (14-¢)(ate), ol

Faisons tendre % vers l'infini de maniére que a,; tende vers f. L’iné-
galité précédente donne p<{(1+¢)(a+e), done f<a car >0 est quelcon-
que et par suite a=f, ce qui prouve que la limite lima, existe.

Posons

(1) lm V2= — o (B, , B).

N—>00

La limite* v (E,,E,) sera dite écart restreint (ou capacité restreinte) de la
somme F,+F, correspondant 3 la distribution dans la relation 1:1.
Elle sera désignée aussi plus préeisément par o(B,, By;1:1). Voici deux
propriétés de cette quantité:

‘ 'Si le diameéire transfini d'au moins un des ensembles E, et B, est égal
& zéro, on a toujours v(E,,B,)=0. ‘

En.effet., supposons que le diamétre d(F,) soit égal & zéro et que
{es % points initiaux du systéme (4) appartiennent 3 E, et tous les autres
& B,. Alors

V(m(z”)) < ‘V(wl’”.,wn)Rzn(Zn——l)/z-«n(n—l)/Z
ot B est le diamétre de la somme E,+E,. Mais

V(@) < Vo (By) = max V(dn))

(n)

done el

[V () fene@n—1) <y, (g, )Rinte—Vino=1)/anEn—1] pl-nin-1)2n@n-1)
En faisant tendre n vers Dinfini on en déduit Pinégalité
0<o(B,, By <d(B)*RY
ce qui prouve que v(E1,By)=0, car d(F,)=0.
8i 0 < d(BL) < d(By), Véeart o(By, By) satisfoit auw inégalités
AB) (B! < v( By, By) < A(By+By).

Démonstration. La seconde de ce i i ‘
- 8 deux inégalités est évidente,
(Ii’our prouver la premiére désignons par EM={8),5,...,&) un systome
de Doints extrémaux du rang n de B, et par 4™ = {771,7;2,‘..,777;] celui
e E,. Il est clair que #® étant le systéme extrémal (4) on a

(12)

(2m)
ot V@) Z V(& buymy ey ) =V (E) T (4) 1,

In :!J |(§k"71)('flc'—172)...(fk...%)’ .

icm°®
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Posons P (z,7™)=(2—n)(2—ny)...(¢—n,). D’aprés le numéro 1 on a

[V (&N = 0, (By) > a(By), [V (™)P0 = 0,(B,) > d(F)

et lorsque z n’est pas situé sur B,

|P (2, P (2) = A(By)

"

1a convergence étant uniforme sur F.. T en résulte que la suite
I — (kfl P (&™), n=2,3,...
tend vers une limite qui n’est pas plus petite que d(E,) et comme
[V (@) P20 > [1, (B, (By) - n0n = (e prionien=h
on en déduit, en faisant tendré n’vers Vinfini, Pinégalité
0By, By) > [A(B)d(B) [ (B 1

qui prouve notre thése. ‘

Remarque. Nous avons supposé que les ensembles F, et K, étaient
fermés. Néanmoins la limite (11) existe dans le cas général ol les ensembles
B, et E, sont disjoints quelconques (nous supposons toujours que la somme
E=F,+B, est fermée et bornée).

En effet, soit &; la fermeture de E; pour i=1,2 et Vo=V sn(Hy, Er)
la, borne supérieure définie plus haut. D’autre part, soit

(13) w(z”)={w1,...,mmwn+1,...,m,n}

un gystéme de points de E tel que BryeensTp € By, Bpy1se- - Ten€ By €b
V () = V,, si la borne Vs, est atteinte et

(14) V(@) >4 Vo,

dans le ecas contraire. Nous continuerons d’appeler points extrémaux
du rang 2n les points du systéme (13) remplissant la condition (14). Si
Pun des diamétres transfinis ¢(E,), d(E,) s'annule on démontre comme
on. 'a fait précédemment que la limite (11) existe et qu'elle est égale
A zéro.

Dans le cas d(F.)>d(E;)>0 les diamétres proprement dits de Ey
et I, ne sont pas plus petits que 2d(E,). On peut alors ranger les po.ints
By, a5, du systéme (13) appartenant & E, de maniére qu’on ait

(15) (@il > 7 poUr =1,
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ol # est un nombre positif ne dépéndzmt pas de n3). Il suffit d’appliquer
4 (8) les inégalités (14) et (15) pour en tirer comme plus haut les inégalités
(9) o O=2R/r, ce qui prouve que la limite (11) existe.

3. Soit maintenant E la somme de p>2 ensembles disjoints

(16) E=FB+E+...+E,.

Désignons par ¥, la borne supérieure du produit V ((®™) lorsque le sy-

- steme #M={f1,0,,...,0,,) varie dans B de maniére que préeisément n
points de ce systéme restent dans chaque Ej. Les points d’un systéme
quelconque

(17 2P =z, 2y,... +Zon)
tel que
(18) [m(lc—-l)n—g-l ) ‘Z'(Ic—l)n+2 LA lecn} C Ek

pour k=1,2,...,p et V(«®)=7V,, si la borne V,, est atteinte et
V(@) >1V,, si V,, Dest pas atteinte, seront dits points extrémaus
du rang pn de l'ensemble (16) correspondant & la distribution dans la
relation 1:1:...:1.

Nous allons prouver qu’il existe la limite

(19) lim VP — (B, B, ..., B,).
N~>00

En effet, on peut supposer que
‘ UE) <a(By) <... <A,
Si d(B;)=0 on démontre comme plus haut que la suite
Vpn= [V (@) Pronen=0 1.9

converge vers zéro. Si d(F,)>0 les points des systémes (18), ou k=

=1,2,...,p—1, peuvent &tre rangés de manidre que, quels que goient
af=0,1,...,p—1, on ait

[angs—Bpngsl > pour  i=1,2,... )My

ol  est une constante positive ne dépendant pas de n *). Par suite, on. a

V(whwn-}-i’mmﬂr - B tyngd) > Tp(p_'l)/ﬁ, 1=1,2,...,m.

%) La constante r n’est
- ‘) 8i les ensembles E,,
* distance entre E, ot K,

pas plus petite que la moitié de d(H,).

Bs,...,E, sont fermés on peut poser r=la plus petite
i#h=1,2,...,p.

icm°®
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Posons d;=4;(@®) pour j=1,2,...,pn et désignons par &"Dle
gystéme (17) sans les p points By yLogiye s Bipoymyi- Bbant

V (@) = . Aidyyio Ap_yyngi V(gD
V (wi ) wn+i (R 7w(p~1)n+i)

on a pour i=1,2,...,n
(20) V(@) < Ay Byieo. Apgyuyi? PPV iy

n
et comme _n(Atdn“...d‘p_lm“):[V(m(m)]z on déduit de (20)

Gl
[V (a@) ]2 L pPme- Dl Vin-1)-
D’autre part, on a
Vpy = V;ﬁtm(m—l) < [2V(w(pn))]ﬂlzwzm—1)7

done

O < 2PNy, Br=(2—1)/(pr—1)(n—2).
Soit R le diametre (proprement dit) de Pensemble E. Btant vyp_n<R
linégalité précédente donne

ol

Vpm, < gHenipn-1) Gﬁ"'v,p(n—lli on  C=REjr,

d’otr il résulte d’aprés le lemme démontré plus haut gue la limite (19)

existe.
La limite (19) sera dite ébcavt restreint de la somme(16) correspondant

3 la distribution dans la relation 1:1:...:1.

4. Soit E, comme dans le numéro 2, la somme de deux el_lse.mbles
disjoints E=F,+H,. L'écart o(B,,By)=v(By,B,, 1:1) est la limite de
la moyenne extrémale [V (a®™)**¢"~ lorsque n—>co. Nous allons aé-
finir une autre moyenne tendant vers la méme limite.

A ceb offet considérons un systéme de 2n points (PP ={{1, ;.. ,C.z,,}
de E dont &y,lpy-..,ln€E; €t lnstyerrlm€By et formons l’expréssion

A (£87) 4;(2%)
[6—&1

i — dont aucun ne
Clest un produit & 4n—3 facteurs de la forme 5”:,, Z4l .
surpasse le diamdtre B de K. Désignons par K (£#) le plus petit des pro-.
duits K p,;(C®), ot i et j=1,2,...,7m, et par
(22) Koy = -KZn(E17EZ)
la borne supérieure de K (¢®) lorsque (*" varie dans E de maniére que
les POiNts &1,85y. ..y 8n TeStENS dans B, et les points fniiy.oeslon dans Ez.x
Je dis que:

(21) Ky (2P™) = i#j=1,2,...,2m.

)
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La suite

(23) Fran== ko (B, By) = H3/0"9,

converge vers Uébeart v(Ey,By).

Démonstration. Supposons d’abord que les ensembles E, et I,
soient fermés et soit 7 la plus petite des distances |2, —z)], ol 2 e B, zzeEZ:
et

(24) Y = (Y1, %2, -+ Yon)

un systéme de points de B tels que yy,%,--;¥n€Er, Ypiryee o Yone By ot

Ko =Ey®) < Kinyy 0®),  4,j=1,2,...,m.

On peut admettre que les indices ¢ et j soient choisis de maniére que,
si Pon désigne par 4, le produit A (y®™), on ait ‘

U <4y <y 06 Apyy < dppa <o K Aoy

Btant

n

Vi [V ()P =mﬂl (4; dny)
et A; Ay s 2> Kopltfi—Yngs) O 2 Vi, > K;Lnﬁ [Ys —Yntl = E5r™  Qout il
suit que i
K;,/,"m's) < ,r_l/(m_a)Vggn(m—a) = p1/(n--3) ,v%n_z)/(‘m_s)
et comme 2,,<<R on a
(25)

by <O/ gy, ol C=RJr, n=1,2,...

ce qui entraine l'inégalité Enkm<'v(E1,E2).

N—00
Désignons par (=% le systéme (24) sans les points v, et gy, . Htant
pour n>1 et 4 et j<n—1 o

Koy S Ky (5%) = Ky (009 T

gﬂ_t L= Y5 —Yul 19s—Yon! 19— Yn! 19y —Yau| <BY, on & Ky <R*Ep_, Par
Tite )

Ky S RYUR-D) k%["z )/ (4n--3)
et comme %, ,>7 on a

(26) o <GV, ol 0= Rr.

icm
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Considérons maintenant le systéme extrémal (13). D’aprés (5) on
a pour 4,j=1,2,...,n et n>1
Vzn = V(w(m)) < Ki,n+7‘ (w(m)) Vzn—z

et comme minkK,;, ;(#®) < K,, on a
(2,7)

Vo < Eon Vany  pOUT n=2,3,...
Dautre part, V,=K, done V,, < K,K,...K,, et par suite
(27 Vg < (TSGR0 S pmen—D)

Désignons par I,, le second membre de cette inégalité. D’aprés (25) on a

%:1,2,...

I, < CVen=1p ,Dg-l—s ,03-2_3 . v;:-ajz/zn(zn-l)

(28)
et comme vy,—>v(E,B,) et 4-1-3+4-2—83+...+dn—3=n(2n—1), il
suit de (27) et (28) que

(29) L= (13 120 gin-tpene—N_ o (B, By).

La convergence de la suite (23) vers v(H,,H,) résulte de (25), (26) et (29)

en vertu du lemme suivant:
Toute swite {a,,,} & termes positifs remplissant les conditions:

an+1<01/nam n=1,2,...,
(81) A, = (05,0, "> g,
(32) “lima, <9, p

o C est une constante quelconque >1, converge vers g.
En effet, posons
o = lima, < lima, =
et soit >0 quelconque et my,my,... UNS suite croissante de nombres
entiers positifs tels qu'on ait

A< aFE m =My, Mgy

Draprds (30) on a

pour
. k—
s < QMY YR g

Aone ay,, ;<O Ma,<C*™(a-+e) pour m=m,ms,... et k=0,1,...
Désignons par k=k, le plus grand entier pour lequel

(33) a~m+k<0’k/m(a+s)<a+25
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et par 7 la  quantité p=[log 0] 'log[(a-2¢)/(a-+e)]>0. Alors
my—1<k,<mn et le quotient k,/m tend vers 5 lorsque m—>oco. Posong
dans l'identité
Am.+lc = ("iy;@ o aln)M/(erk)(am-H e am+k)l/(m+k)

k=k,, et m=my,m,,... et appliquons (33). II vient

Ay, AR (- 2) /o)
d’olt ’on déduit en vertu de (31) I'inégalité

g < g0 (g - 2) WA+,

11 en résulte que g<Ca+2¢ et comme d’aprés (32) f<g on a f<Ca+2e quel
petit que soit >0, ce qui prouve que la limite lima,=g existe.

Par conséquent, dans le cas ot les ensembles B, et E, sont fermés,
il exigte la limite

(34) L kg, (B, By) = v(By, By).
N0

Ce résultat reste vrai lorsque les ensembles E, et F, sont disjoints quel-

conques, ce qu’on peut prouver par la méthode appliquée dans la re-
marque du numéro 2.

Ajoutons que le résultat (34) peut étre généralisé au cas considéré .
dans le numéro 3, ol E est la somme de p2>2 ensembles disjoints.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DB L'ACADEMIE POLONAISE DES SCIENCES

The epidermic effect for partial differential inequalities
~ of the first order

by W. MrAk (Krakéw)

The purpose of this note is to investigate, for partial differential
inequalities of the first order, the epidermic effects which are known
in the case of ordinary differential inequalities [5]. The problem discussed
in this paper has been suggested to me by J. Szarski.

§ 1. To begin with we formulate the following lemma (see [1], proof

of theorem 1; also [3], theorem 1.1). .

Lmmma K. Suppose that the fumetion f(m,yl,...,y/.”,u,.ql,...,q?). 8

defined in an open set Q and satisfies the following prsohzjz condition:
|f(m1?/1""17/1»7“7!71’-"$qn)_f(m,y17---7?/1»7’54';Ela~--jn)‘gMZ |7:—sl -

4=l
We assume that the projection of Q on the space of Points (LY. --1Yn)
covers entirely the following Haar's pyramid

(L.1) (1=1,2,...,m),

ly: 9% < a;— M (z—a°)
>0,

<< a’+a,
a>0, a;>alM.

We assume that the functions w(z,Y,...,¥n)y V(T3Y1,.-»)Yn) are con-
tinuous in (1.1) and the inequality

""(woiyn-';9yn)<”($07y17--'y?/n)

holds for |y, —y3l<a; (1=1,2,...,n). .
Vlze svl,oy;pos; Emt if, for a point P(@,%,---s¥a) 0f (L1), the equality

u(myylv"-7?/1»):@(“"7?/11---7?/7:,)

' 4g sabisfied, then the functions u and v possess the total differentials in P

he imequalities
and 1 q o o —@—
(%)P>f(w,yn-~-,%,%%,---, oY p

ou ou __‘?ﬁ)
(%)P< f'(mr?/l’"';ymua‘é'y-‘r‘“!‘ay" b

hold.
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