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By means of theorem 3, one can easily obtain the epidermic theorem
concerning the inequalities of the form (2.1). The idea is the same as in
" the case of theorem 2, it is based on the application of a suitable Mayer’s
transformation (see [3], proof of theorem 2.1). In this note we have dis-
cussed the case of the right-hand Haar’s pyramids. Analogous theorems
may be proved for left-hand pyramids the direction of the differential
inequalities being changed.
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Teilweise Losung eines verallgemeinerten Problems
von K. Zarankiewicz

von K. Curix (Brno)

Das Problem von XK. Zarankiewicz!) kann man im allgemeinen
Falle auf folgende Weise formulieren: Mit A7 (p) bezeichnen wir eien
Matrix, die m Reihen und # Spalten hat und die aus p Elementen die
gleich 0 und aus mn—p Elementen die gleich 1 sind, gebildet ist. Wir
sagen, daB eine solche Matrix die Eigenschaft &(¢,j) hat, wenn ihre
Submatriz Pj(if), wobei 1<4,j und i<<m, j<n ist, existiert. Fiir gege-
bene ,j und m, n besteht das verallgemeinerte Problem in der Bestim-
mung der minimalen natiirlichen Zahl p, fiiv welche jede Matrix A4y (p)
die Bigenschaft £(i,j) besitzt. Damit aber ist eine Funktion Z(m,m)
fiir alle natiirliche Zahlen 4,j>1, m>1, n>>j definiert.

Wir wollen noch bemerken, daB die Eigenschaft £(7,j) einer Matrix
gegeniiber dem Austausch ihrer Reihen untereinander, sowie auch ihrer
Spalten invariant ist. Wenn die z-te Reihe (y-te Spalte) der Matrix Ay (p)
gerade 7,(s,) Nullen enthilt, so kann man sich in der folgenden Unter-
suchung nur auf solche Matrizen beschriinken, die die Bedingungen
P Ve B2, §228,5>... 328, erfilllen. Diese Tatsache, daf die Reihen
oder Spalten in einem gewissen Sinne geordnet sind, wird in wesentlicher
Weise ausgeniitzt.

Fiir beliebige natiirliche Zahlen %,j,m, (1<¢,j, ¢<m), und jedes
gentigend groBe n beweisen wir ein ganz allgemeines Resultat:

SATZ. Zy(m,n)= (i—1)n-+(F—1) (Tg)—{—l fir n = (j—1) (?)

Beweis. Nach Definition der Funktion Z;(m,n) geniigh es den
Satz nur fir alle »>max [j,(j ——1)(?)] zu beweisen. Man sieht leicht

ein, daf j > (j—1) ZL) dann und nur dann ist, wenn wenigstens eine der .
folgenden zwei Bedingungen j=1, m=4 erfllf ist. Fir .z'=1 ist es kla.r,
daf jede Matrix AP{(j—1)m-+1} die Bigenschaft &1,9) ha.?: und die
Matrix A7{(j—1)m}, die in jeder von ihren m Reihen gerade j—1 Nullen

1) Colloquium Mathematicum 2 (1951), 8.301, Problem 101.
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hat, die Eigenschaft &(1,j) nicht besitzt. In analoger Weise 148t sich
zeigen, daB der Satz auch fiir j=1 und alle zulissige ¢,m,n richtig
igt. Tiir beliebige i,7>>2 beweisen wir den Satz durch eine zweifache
vollstindige Induktion besziiglich m und 2.

1. Es sei m=1 und n beliebig, aber n > max [j,(j—l) (m)] =j. Die

Matrix A‘{(z—l)n+y —1} konstruieren wir dann folgendermassen: alle
ihre n—j-+1 Einser seien in der ersten Reihe. Besitzt eine solche Matrix
nicht die Eigenschaft &(i,7), so ist Zy(i,n)> (i—1)n-+j—1. Bs sei jetzt
Ai{(i—1)n+j) eine beliebige Matrix. Sie enthalte n —j E1me1 die wieder
in hochstens n—j Spalten eingeteilt seien. Hs bleiben also immer j Spal-
ten. ohne Einser iibrig und sie bilden eine Submatrix _P}(z'j).

2. Wir machen jetzt die erste induktive Voraussetzung und zwar,

daB der Satz fiir jedes m',i <<m'<m, und jedes n’'>max [), j— 1)(m )]

richtig ist und wir wollen beweisen, daB dies auch fiir m und jedes

n > max [7' L(i—1) (71”)] =(j—1) (T)

der Fall ist. Dies tun wir in zwei Schritten:
a. Bs sel n=(j ~—1)( ) Wir konstruleren eine Matrix Aj {(z— -+
4+ —1)( )} in folgender Weise: ihre (j— )(T)@ Nullen teilen Wil in
d.le Spalten so ein, daf in jeder Spalte gerade ¢ Nullen sind, wobei wir
jede von den (7’) Méglichkeiten, wie die 4+ Nullen in eine einzige Spa.lte

der m-reihigen Matrix eingeteilt werden konnen, eben (j—1)-mal wihlen.
Man sieht leicht ein, daB eine aunf diese Weise konstruierte Matrix die
Eigenschaft £(4,§) nicht besitzt, so daB also

Zytm,m) > (i—Ly+(—1) (Z‘)

gelten mufl. Es sei weiter A7 {(i~ Ln-(j—1) (’Zb)+1} eine beliebige
Matrix, wobei selbstverstindlich stets n = (j—1) ZL ist. In diegser Matrix
gibt es also (7—1)(7;)1,-{4 Nullen. und es sind zwei Féalle moglich: ent-

weder ist 7, <(j—1) (7::11), s0 daB
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m~1
Sr=p> (-1 (’?)Hl—(i—l) (T:l)

s 1

= =)=+ -1 (") +1=Zgn -1,
st und da m—13i, = (j—l)(?)>(j—1)(m“1) ist, mu die Sub-

matrix P (p), welche von den ersten m—1 Reihen gebildet ist, nach
der ersten indukbtiven Voraussetzung die Eigenschaft £(4,7) besitzen;

oder eg ist 7, > (j—1 )(Tﬁll)’ so daB

i (7)1 = S zfo-0(17) +1]

=1

ist. Daraus folgt aber 0>m—1 also mull m=1 sein, was ein Widerspruch
igt (denn es ist m>i>1).

b. Endlich machen wir die zweite induktive Voraussetzung und
zwar, dafl der Satz auch fiir jedes n’,

(1—1) (T) <w<n,
gilt. Wir setzen also voraus, daf die Gleichung
Zy(myn—1) = (i—1) (n—1)+(—1) (’,’;)H

gilt. Dann gibt es aber eine Matrix A4y ,(p), wobei p =(i—1)(n—1)+
+(j—1) (T) ‘ist, die die Eigenschaft £(i,§) nicht besitzt. Réndern wir

diese Matrix. noch mit einer weiteren Spalte, die eben (i—1) Nullen
enthiilt, so entsteht eine neue Matrix A7 (p*), p'=p-+(i—1), die wieder
die Higenschaft £(¢,j) nicht besitzt. Bs gilb also Zy(m,n) ) > (4—1)n+-

-+ (7-1)(i), Es sei nun A"”{(m —1)n+(j ——1)( )—]—1} eine beliebige Ma-
trix. Zwei Fille sind moglich: entweder ist s,<%, s0 daf
n—-1
2 sy=p=
=1

ist, die Submatrix PJ_,(p), welche von den ersten (n—1) Spalten ge-
bildet ist, muB also der zweiten induktiven Voraussetzung nach die

=1+ -1} )+1 (i—1) = Zy (myn—1)
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Eigensebaft &(4,) besitzen; oder aber es ist s,>1, und dann gilt die Un-
gleichung

(i—1)n-+(j—1) (7;”‘)+1 = }_‘ll'sy >in.
=
Daraus und aus der zweiten induktiven Voraussetzung folgt
, m .
n=(j—1) ( y )+1. In diesem Falle enthalten die Matrizen [(9'—1) (m) + 1]¢
v

Nullen und aus s,>¢ folgh s,=14 fiir y=1,2,...,n. Weil man nun 4
Nullen in jeder Spalte nur auf ? verschiedene Weisen einteilen kann,
80 mﬁssen‘ dort. also, nach dem Dirichletschen Schubfachprinzip,
Spalten _Imt gleich eingeteilten Nullen existieren, so daB die Submatrix,
die von ihnen gebildet wird, die Bigenschaft £(4,7) besitzt.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.
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Remarque sur le systtme dynamique dans le domaine
‘ doublement connexe

par A. Pri§ (Krakéw)

Dang la note présente nous allons démontrer un théordme concer-
nant lexistence du point singulier du systéme dynamique

(1) dofit = X (z,y), dyjds =T (o,y)

dans un ensemble doublement connexe.

Hyroruise H. Supposons que le systéme dynamiquel) de la forme (1)
est défini dams le plan RP. Soient Cy et C, deuzw courbes simples fermées
situées dans R*, dont O, est contenue & Vintérieur du domaine borné par le
contowr Cy. Désignons par G le domaine borné par les contours Cy et Cy.
Supposons, que Vensemble S de points de sortie du domaine G coincide
aveo Vensemble de points de sortie stricte®) et que S==Cy, S8#0C,.

Dans ’hypothése H, M.F. Albrecht a démontré I'existence d’une tra-
jectoire fermée (pouvant se réduire au point singulier) du systeme (1)
contenue dans le domaine fermé @ (fermeture du domaine G cf. [1],
théoréme 3).

Dang le travail présent, admettant supplémentairement S3£0,
85£0,40,, on démontrera quil existe dans & un point singulier?) (c’est-
a-dire un point (a,b), tel que X(a,b)=7Y (a,b)=0).

TehoRMME. Admettons Phypothése H et supposons que 870 et 840 +C,.
Dans ces hypothéses il ewiste dans G au moins un point singulier.

Démonstration. Supposons pour la démonstration par Iimpos-
sible, quil n'existe pas dans @ de points singuliers. En vertu du théoréme
de F. Albrecht il existe dans @ au moins une trajectoire fermée du
gystéme (1). Cette trajectoire ne se réduit pas & un point en con-
séquence de ’hypothése faite precédemment. Nous allons démontrer,

1) Cette notion comprend parmi les autres propriétés celle de Tunicité des
solutions du systdme et celle de la continuité des fonctions X (z,y) et ¥ (v,9).

%) Les notions du point de sortie et du point de sortie stricte ont été introduites
par M.T. Wazewski. On peut trouver leurs définitions par exemple dans [4].

%) Le probléme d’existence du point singulier dans le cas considéré ci-dessus
a été posé par M.T. Wazewski.
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