Sur la détermination d’'un systéme fondamental
de solutions d’'une équation différentielle linéaire
d’ordre n

par S. VASILACHE (Bucuresti)

1. Considérons une équation différentielle lindaire d’ordre n,
O @) = a @)y (@) +ay @)y @)+ .+, (2)y (@) + (),

ol (ui(m))KKn et f(z) sont des fonctions numériques définies dans un
intervalle fermé I=[a,b] de la droite réelle R, ou des fonctions holo-
morphes dans un domaine connexe U du plan complexe ¢, limité par une
courbe I'.

La solution générale de 1’équation (1) est de la forme

ka3
9(@) = 6 Yi(@)+4 (@), :
. d==1
Ol (G heicn SONG 7 constantes arbitraires, (¥;)cicn €56 un systéme
fondamental de solutions de 1'équation homogéne associée
(3) ¥ (@) = 0y (2)y" (@) + 0 (@)Y (0) +-.... +a, (2)y ()
et Z(z) une solution particuliére de Péquation non homogeéne (1). Pour
avoir la solution générale de (1) il faut done, au préalable, déterminer
un systéme fondamental de (3), ainsi qu’une solution particuliére de (1).
En ce qui concerne la solution particuliére de (1), on sait (voir E. Gour-
sat [1], I1, p. 421-422) que si Pon comnait un systéme fondamental de
solutions (¥;),cic, de Péquation homogéne associde (3), on peut en
déduire une solution particulitre Z(z) de P"dquation (1) par la méthode
de Caunchy, en procédant comme suit: ‘
On détermine les constantes (6ihcicn de telle sorte que I’intégrale

n
2 0, Y;(®) soit nulle, ainsi que ses n—2
i=1

2)

une valeur s de «, tandis que la dérivée (n—1)*m° ge réduise 3 lunité.
L’intégrale ainsi obtenue, que nous désignons par G(z,s), dépend natu-
rellement de x et de la valeur initiale s et safisfait aux n conditions

(4) Gg)(s,s)z 0 (= 0,1,...,n—2), Gg::ll)(s,g)=1,

ou Pon fait o=¢ aprés dérivation.

premiéres dérivées, pour’
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Cela posé, on montre que D'intégrale définie

€T
(8) Z(w) = [ G(x,9)](s)ds,
xo
prise depuis une limite fixe arbitraire z, € [a,b], est une solution particu-
litre de P’équation (1), qui est nulle ainsi que se¢ (n—1) premidres déri-
vées pour x=ux,.

Dans le présent travail nous exposons une méthode de détermination
d'un systéme fondamental, en montrant que la solution particuliére
G(w,s) de ’équation. homogeéne (3), qui satisfait aux n conditions (4)., de
Cauchy donne non seulement la solution particuliére (5), mais aussi un
systéme fondamental de solutions de 1’équation homogéne associée (3).
En d’autres mots, la solution particuliére G(z,s) permet d’obtenir la so-
lution générale de 1'équation (1).

Notre méthode est la suivante: On prend pour la fonction inconnue
y(x) le développement taylorien

0 (—a) [ (@)
y(m)=2 c@: G- +f
i=1 To

(n—1)! Ol

ol (6;)1<icn SOt n constantes arbitraires, ce qui permet de transformer

Péquation différentielle (1) en une équation intégrale du type Volterra
de seconde espéce dont l'inconnue est la dérivée o™ (). o
En désignant par P(z,s) le noyau résolvant de cette équation inté-

grale et en posant
x

+f
zo
on trouve que toute solution de ’équation (1) est de la forme

‘—S(:_il)),_—ds} + [ e@aiea,

(z—sy)""
(n—1)!

(.’L‘——S)"_l

1)1 P(s84,8)ds;

G(x,8) =

1

i=1

+ f (@, L,

ol (6;)1cicn soﬁt des constantes arbitraires. ) )
On montre ensuite que la fonction G (2,s) est la solution de I’équation
différentielle homogéne

68 (w,5) = ay (@) G5D (2,8) +0a (2) G (@,8) +. . .+ (2) G (, 8)
qui vérifie les conditions de Cauchy
. GO (s,8) =0

ot T'on fait x=s apres dérivation.

(i=0,1,...,n—2), G&D(s,s)=1,
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Compte tenu des propriétés de la fonction G(x,s) on établit enfin
que les fonctions

’L 1 t—1
¥,() = (x— Jc;)' +fos 1_1))' ds  (i=1,2,...,n)
olt
(s—m)™t @ ()
s —1)! _al(m)dw"“( Gi—1)! )+
dn—-z (S_wo)i-l ‘ , (s_wn)i—l
+a2(m)———d:c”“2(—-——(i—1)! )+...Tan<w)—~—(i_1)! ,

forment un systéme fondamental de solutions de Péquation (3), et que
x
(#) = [ G(,5)f(s)ds
Zo

est une solution particuliére de I’éguation non homogéne (1).

2. Transformation de I’équation (1) en une équation intégrale et
définition de la fonction G(w,s). Désignons par Ly opérateur linéaire

(6) Ly = a(@)y" " (z) +ay () y" D (@) 4.+ ay (2)y ()
et écrivons 1’équation (1) sous la forme

™ Yy = Iy +f(x).

En prenant pour y(x) le développement taylorien avec le reste sous
la forme de Lagrange,

kd (m—g)*? —1 "
y(w)=20¢ i +f = 1), y‘ (s)ds,

L=l

(8)

Ol (6;)1cicn SONG 7 constantes arbltraares, Péquation (7) se tramsforme
en une équation intégrale du type Volterra de seconde espéce dont 1’in-
connue est la dérivée 4™ (z).

En faisant tous les caleuls, et en désignant respectivement par

to—eyt (w—am)*? -
7 (n—1)! T (i=1)!
les opérateurs:
(x—s)*! _ at [ (m—sym?
e e g () +
dn‘ (w ) 1 ($—-S)”_1
+ a(z )dm (‘m)-l-..."}-w,,(w)w,
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(.2’)—.1?0)"‘—1 (1,""'1 (x__xo)m'wl
e = (g () e | ————
A0 Ly = @ g Ty )t
dn—ﬂ (('L‘ xo)z 1 (‘E—.l'o)i—l
-]*az(‘l"')aﬁrg ‘m—)+ - ton (2 )W
(=)
= 41 (T) FOn g (X) (T —2g) F. . . F a1y () —‘(:1—),‘—
. (t=1,2,...,n)
on trouve pour y™ () I'équation intégrale
S (w—m)t
) (5 =)’ f Y (s)ds+
(11) y Z ¢; Ly G + 1), fx

feml

Si P(w,s) est le noyau résolvant formé avec les itérés du noyau
Ll(x—s)"/(n—1)!] la solution de (11) est donnée par I’expression

n — )1
=f(97)‘|—2 Cth%)!—‘i“
=1

+f1)(m,s[ +Zci . s"”;))‘ ]ds.

Drautre part, en remplacant dans le second membre de (8) la dérivée
y™ (s) par sa valeur (12) on trouve finalement pour la solution y(z) de

Péquation (1) ’expression
n i z n—1 'L 1
(@—z)*~ (z—s) { P i i s~m0
WFZ“ 1) i,,f 1)1 +2 Tt

—,LfPssl[ s)—]—ZcL (51— 1"), ]dsl}ds,

que P’on peut encorve écrire sous la forme
S [ A o )l )
1) W”"‘Z"i{ (i—1)! +f e | = ooyt T
Teml Lo
. yi=1

N ﬁ(_ac77 s)’”)‘l[,«(g)+ fP 5,8)f sl)d.el]d

(12) y™ ()

1

(13)

+ f P(s,sl)La,
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8i T'on applique la formule de Dirichlet aux intégrales doubles du
second membre de (14) il wvient

Fla—smt (s—a0)'?
J—_————(n—l).‘ (lsx!,P(s,sl)le ——h_—(z'wl)! ds,
— L e F (s
Azf le—m——- ds; f~(;l~__—1)l~l’(s,sl)ds
ot 0 51
T (wms)n_l s ] :v eyl
mf e dsmf Flo safisds= [ oy, [ - Plsmas

de sorte que (14) s’écrit encore

N fle—am)Tt F (s—ae) ! [(@—s)?
15 g 3=
15)  y) ;"{ =y +wofL" =1 [(n_l)z *

Z e \n—1
+I%P(sl,s)dsl] ds}+

z __ a1 b a1
+ ff(s)[(fn_sl)!) +f (?;_si))! P(sl,s)dsl]ds.
En posant ’
(.’L‘——S)n‘l x(m_s n—1
(16) G({c,s) =W_l)! -+ f (n_ll')”!“P(vS’US)dslv

la solution y(x) donnée par (15) prend la forme plus condensée

kd (m—ag)*! z (s—a )13—1
17 = R SR LA 0.
17yl i=§1 ct{ G +¢[G(mgs)Ls o ds}-i—

@

+ [ 8@,8)f(9)ds.

Zo
Montron.s maintenant que f G(x,s)f(s)ds est une solution parti-
To

eu‘liére de I’équation non homogeéne (1), et que les fonetions qui multi-
plient les constantes (6)1cicn dans la somme du second membre de (17)
forment un systéme fondamental de solutions de I'équation homogéne (3).

Pour cela nous allons d’abord étudier la foneti ini
par la relation (16). on Gl adtinie
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3. Etude de la fonction @(z,s). De lexpression (16) de G(x,9)
on tire, en dérivant par rapport & @

x

. (m_s)n-—i—-l (.’L‘—S )n-i-1 .
Ggi)‘(was): (m—i—1)! 'I‘J' (’i’l—-;—l)! P(sy,8)ds (i=0,1,...,n—1),
x
(18) G (2,8) =1+ [ P(sy,8)ds,
8
et
(19) G (z,5) =P(z,s).
Montrons maintenant que ’on a
(20) | P(z,s) = LG(x,s).
En effet, le noyau P(z,s) véritie I'équation fonctionnelle
(—s)' [ (w—s)
@) Pl =L [ I Pl

D’autre part, la relation (16) donne, en lui appliquant l'opérateur L,

z eyl ey
(22) LwG(m,s)=fL$(~%-sl—P(sl,s)dsl—}—Lw£%;—_s_—)l—)!—

—1)!
d’on, compte tenu-de (21), L,G(x,s)=P(x,s). En remplacant dans le se-
cond membre de I’équation (19), P(x,s) par son expression (20), on trouve
que le noyau G(z,sj est solution de Iéquation différentielle homogéne

"

(23) QD) (@,5) = 0y (2)GED (,5) + 5 (@) GLD (@,8) +. . .+, (0) (@, 8) .

De plus, les relations (18) donnent, en y faisant x=s aprés dérivation
(24) @0 (s,8)=0 (i=0,1,...,n—2), G&D(s,s)=1.

Donc G(z,s) est la solution de I’équation (23) qui vérifie les conditions de
Cauchy (24).

Nous pouvons ainsi énoncer le -

TekoriME 1. Etant donnée Dégquation différentielle (1) od (ab;(ac))lg,;<ﬂ
et flx) sont des fomctions comtinues (resp. holomorphes) dans Vintervalle
fermé I=[a,b] de la droite véelle R (resp. dans un domaine conmexe U du
plan complexe O, limité par une courbe I'), toute solution de (1) est de la forme
(17) 0% (6:)icicn SOME des comstantes arbitraives et G(x,s) est domné par
(16). Cette fonction G(z,s) est la solution de équation homogéne (23) qui
vérifie pour z=sela,b] les conditions de Cauchy (24) o% Von fait s=s
aprés dérivation. ’

Annales Polonici Mathematici ITT. . 12
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4. Détermination d’un systéme fondamental de solutions de I’équa-
tion homogeéne (3). Revenons & ’expression (17) de y(z). En posant

_ 1 AR ASY
(25) mm:f%—— + fG (,5) L (i(i:m—‘;))—!—ds (i=1,2,...,n),
(26) fG (z,8)f(s)ds,

nous allons montrer que

2. (¥;)icien forment un systéme fondamental de solutions de Péqua-
tion. homogéne (3), )

b. Z(z) est une solution particuliére de 1'équation non homogéne (1).

En effet, en calculant les dérivées des fometions (¥;)icic, jusqu’s
celle d’ordre n—1, on trouve

i—k—1 —1
Y9 (o (“’ ) f (s—mo)*~
() = z—k o1 (2,8).L, —~——1)! ds
pour O0<<hk<gi-—1,
(27) z i1
8§ —1
¥ (@)= ng?(m,s)La ((i_;))' ds  pour i—l<k<gn—1,
X0 ¢
L. i1 ’
¥ (@) = “” — ) f ® (5, 0
% (m) 1)' + G m 3 1_1)! das.

D’autre part, Popérateur ¥{”(z)—LY;(z) a pour expression, compte

tenu des relations (27) et (24),

Y (2) L, Y (a) =L, (w"‘ﬁ;)' +fG(n)(m s)L T@'_—a%);;ds_
(03 mn (s__m )1;_1 »
._L ) 3
=y foG(m OIS =0

‘car, d’aprés (23), on a 60 L, 6G=0.

Les fonctions (¥,(x) )KK,, données par (25) sont donc des solutions
particulitres de 1’équation homogéne y™ (x)=Ly(x).

Montrons enfin que le systéme d’intégrales (25) est un systéme
fondamental de solutions. Pour cela, il suffit de montrer (voir Goursat [1],
I, p. 411) que le déterminant formé par les valeurs initiales de ces » inté-

grales et de leurs (n—1) premiéres dérivées pour un
point non singulier
xo€[a,b] est différent de zéro. ne
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Désignons par 4 ce déterminant, done

Y, Y . Tau Ta i
Y] Y, U A i
A= T
an-—l) an-l) Ygl—ll) y‘ﬁ‘n—l) i
Compte tenu des relations (25) et (27), on a
=l’mflk!'l
ou v
—a 7. w)k’ 1 .
Lol fo’::l s (29)
Mg =
f Gi=IT, 8°) as  (k<j).
= T (k=1

D’ot L'on voit que pour z=2, on a A=1. Par conséquent, le systéme
de solutions (25) est un systéme fondamental.

Vérifions d’autre part que la fonetion Z(r) donnée par (26) est une
solution particuliére de ’équation (1) (cf. Goursat [1], p. 422). En effet,
on a

2(@) = [LG(,8)f(s)ds et Z"(2)=F(@)+ [ 6% (@,9)f(5)ds
d’ou - *
2™ (2)—LoZ () =f () + [ (65) (2,5)— LG (v,8)) (s)ds
ou ’

Z" (@) —LyZ () = { (),
) XD (@) =

c. q.f. d.

Pour z=x,, on a aussi (ef. (27 0% (04 étant le symbole
de Kronecker) et
Z®(z)=0 (k=0,1,...,n—1).

11 en résulte que la somme du second membre de (17) est une solu-
tion de 1’équation. homogéne (3). Nous avons donc démontré le

THEOREME 2. Sott (1) une équation différentielle d’ordre n, ot (ai(m))1<i<n,
flz) sont des fonctions numériques continues (resp. holomorphes) définies
dans un intervalle fermé I=[a,b] de la droite réelle R (resp. dans un domaine
connewe U du plan complexe C, limité par un contour I').

Soit G(x,s) la solution de Véguation homogéne associde (23) qui vérifie
pour w=s e[a,b] les conditions de Cauchy (24), ot Von fait = s aprés déri-
vation.

12%*
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Dans ces conditions, la fonction @(xz,s) donne non seulement la solution
@
= [ @a,s)f(s)ds,
Lo
dune part, pour Péquation non homogéne (1), avee Z® (x,)=0 (k= 1,2,...
- n—1) mais aussi un systéme fondamental (Y;(2))cicn de solutions de

l’equatzon homogéne associde, défini sous forme explicite par (25) on
Ly[(s—xo) " J(i—=1)!] est Popérateur linéaire

.(S"*Io)i_l _ ar (S—mo)%l
2 = e [
an—2 (s——mo) (.s_mo)i—l
ot [t G

En outre, le systéme fondamental (Yi(x))lgi@ vérifie les conditions
YD (my) =6y, b4 btant le symbole de Kromecker.

On voit donc que le probléme de la résolution d’une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre n est ainsi ramené & celui de la détermination
de la fonction @ (x,s), solution de I’équation homogéne (23), qui vérifie
les conditions de Cauchy (24) pour un point s arbitrairement choisi dans
Pintervalle [a,b]. Pour cela, on peut, par exemple, partir de la formule
{16), ce qui, compte tenu de (20), méne pour G(z,s) & I'équation mtégro-

-différentielle
(z—s)™! +f (e—t)m?
P (n—1

(28) G(w,8)=

=Y N LG(t,s)dt,
que 'on peut résoudre, en général, par la méthode des approximations
successives.

Remarque. On sait que dans le caleul des noyaux itérés qui entrent
dans T'expression du noyau résolvant d'une équation intégrale du type
de Volterra, on applique la formule de Dirichlet

,(a) . fduf]‘uvd'u_fdvffuv

f{u,v) étant une fonction numérique continue définie dans un domaine
compact de RxR.

Pour que les théorémes 1 et 2 puissent s’appliguer au cas ol les
fonctions (a;(#))cica ©b f(z) sont holomorphes dans un domaine connexe
U du plan complexe C, limité par une courbe fermée T, il faut montrer
que la formule de Dmchlet (a) est valable aussi dans le cas ou f(u v)
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est une fonction holomorphe des variables wed et veB, A et B étant
deux domaines connexes et fermés du plan complexe C.

En effet, soient ¢ et # deux nombres eomplexeg. Considérons les deux
intégrales

Fl(bc):fdufuf(u,v)dv et =fdvff(u,v)du=afzp(m,v)dfv

ol f(u,v) est une fonction holomorphe pour ueAd et veB.

Nous allons montrer gue F,=F, (formule de Dirichlet pour les
fonctions holomorphes).

En prenant les dérivées de F, et F, on a

Fi(z)= [flo,0)dv et

a

Fy(@) =g (@,2)+ [gu(z,0)dv

mais ¢ (z,v) ff u,v)dv, done @(z,z)=0.

D’auntre pamt on a gy{x,v)=7(z,v), ce qui donne

@
Fy@) = [{(z,v)dv.
Done Fj(x)=Fi(x), d’olt F,(x)= F,(z)+C%, et comme pour z=a,
on a F(a)=F,(a)=0, il vient F,(x)=F,(x), c.q.f. d.
Exemple. Appliquons les résultats précédents & 1’équation

(29) : Y = —a’y+f(x)

On a Gg(z,8)=—d'G(z,8)=L,G(z,s) doi, pour G(z,s), ecompte

tenu de (28), ’équation intégrale
z
(@—s)—a? [ (a—1)@(t,s)dt,
8

dont la solution est G (x,s)=[sina(z—s)]/a.
Les formules (25) donnent le systéme fondamental

G(z,8) =

Yi(z)=1 —af sina (z—t)dt = cosa(z—a,)
et ’
Y, (0) = s—z—« [ sina(o—1) (t—u,) dt =[sin.a(z—a,)]fa.

xo


GUEST


182 8. Vasilache

La solution particuliére de 1’équation non homogéne étant

x

Z(z) =% f sina(w—s)f(s)ds

on trouve pour la solution générale de (29)

Y (2)=c,008 a(r—z)+ —f;— sina(x —ay)+ —i— f sinu(x—s)f(s)ds.
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