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Hence putting
(=1 g (X
Py = ol esp (120, )

and using Taylor’s theorem, we obtain since 9F/[0z=F(z,n-1),

L ex (_ )If !
ety P T Ty “"{(z—i-y)*}

- (=" — (M 1) Yy, (1
_g et exp(—;j—-)l}"m,l(»éa).

After a slight transformation, we have

1 ) ) o oY ™
e O (1—u>*) ’“{u_u)l} = ) it Benalo).

m=0

For n=0, we have in particular
1 w K )
[ G ey A
m=0
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MATHEMATICS DEPARTMENT, UNIVERSITY OF LUCKNOW

Sur le probleme de Cauchy pour les systémes d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre dans le cas
hyperbolique de denx variables indépendantes

par 8. Lojastewicz (Krakow)

Introduction. Nous nous occuperons du probléme de Cauchy pour
le systéme

1) 02,0t = Fi(E48,21,5. .. 120,020, 02, [Ox)

du type hyperbolique (toutes les Tacines caractéristiques de la matrice
[0f;/0g;] sont réelles et différentes entre elles). M. Cinquini-Cibrario
3 démontrél) lunicité et I’existence des solutions en supposant que les
trojsiémes dérivées des seconds membres satisfont 4 la condition de
Lipschitz. Nous donnons ici un théoréme d’existence et une méthode
de construction des solutions. L’idée de la construction de la solution
m’s 6té suggérée au cours d’une conférence prononcée par M. T. Wa-
sewski & I'Institute Mathématique de 1’Académie Polonaise des Sciences.
M. Wazewski a introduit des surfaces polygonales dont les arrétes sont
des courbes intégrales de certaines équations différentielles ordinaires
et tendent vers les caractéristiques, lorsque le nombre de ces équations
tend vers Dinfini. L'intégrale de Péquation aux dérivées partielles con-
struite par M. Wazewski était la limite des surfaces polygonales. Lexi-
stence de cette limite était garantie par un théoréme de Wazewski sur
les inégalitées aux dérivées approximatives. La méthode de E. Baiada
est aussi proche de la mienne. M. Baiada [1] a obtenu pour solution la
limite des surfaces polygomales dont les arrétes sont situées dans des
plans ¢=const. Ces surfaces sont construifes successivement dans les
bandes t;_; <t <t;, i=1,2,..., & partir des données de Cauchy (de méme
que dans la méthode de Cauchy-Lipschitz pour les équations différen-
tielles ordinaires). Les deux méthodes sont également employées dans
le cas d’une équation. Sl s'agit de systémes, M. Conti [4] a généralisé
la méthode de B. Baiada dans le cas ol le second membre f; ne dépend
pas de 9z;/0x (j5=1). Pour le théoréme d’existence dans ce cas cf. aussi

1) [2] et [3]; on peut trouver en [3] la littérature de ce probléme.
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Wazewski [9] ol a été employée la méthode des approximations succes-
sives. Nous renvoyons le lecteur an travall de Conti [4] pour la bibliogra-
hie.

P Dans ma méthode les arrétes des surfaces polygonales sont situdes
dans des plans z=const et ils forment des solutions des équations diffé-
rentielles ordinaires, que l’on obtient si I'on remplace dans (1) les déri-
vées 02;/0x par les quotients Az;/Ax correspondants. Cette méthode est
complétement indépendante de la théorie des caractéristiques.

Dans' le théoréme d’existence nous supposerons que les premidres
dérivées satisfont & la condition de Lipschitz. Un exemple de M. Waze-
wski [10] montre que cette hypothése est essentielle. En voiei un autre
exemple.

Considérons le probléme de Cauchy

(2) ’ 2(0,.%‘) = w(z)

pour ’équation

(3) - 020t = ( 02/0%)

f

et supposons que w e g sont de la classe O dans un voisinage de zéro, -

que @(0)=¢'(0)=0 et que w(x)=0 pour z>>0. Les équations des cara-
ctéristiques sont

w=—¢'(q), & =p@—ew g¢=0,

done les caractéristiques déterminées par les valeurs initiales (2) sont
@ =at) = E—¢'(0' (&),
(4) 2 =2(t) = 0(&)+[p(w’ (&) —o (&'’ (&)]t,

Pour £>0, a=w(t)= & sont des droites paralléles & laxe ¢ et g==0 pour

#>0 est une solution de (2) et (3). Smt £<0; 8i ¢'(a’(£)5 0, la droite
z=w(t) coupe 'axe ¢ pour t._E/rp( £)); supposons que

() ' B = &g’ (' (£) (£))->0

en décroigsant 1orsque >0, £>0 et que p(q), w(x) sont de la classe C*

pour g#0 resp. #70. Les caractéristiques (4) forment une solution
2, (t,x) pour <0 dans un voisinage de t=a=0.
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En supposant que z(f,x) est une solution de la classe ¢* dans un
voisinage de t==2=0, nous obtenons z= 0 pour x>0 et z=2¢, pour £<<0?2),
donc z(f)=0 et par conséqueut

p (o’ (8))
o' (§)+ ———+ P (@)

Il en résulte que 8i w et ¢ sont telles que la condition (‘6) ne subsiste dans
aucun voisinage de zéro (pour £<0), il n’existe pas non plus de solution
de la classe (' dans aucun voisinage de  « . .

t=x=0. Pour cet effet il suffit d’ad-
mettre o(z)=2a%/2, p(g) de la classe 2
pour g0, ¢’ (0)=¢(0)=0 et ¢’(g)/g—o0
en croissant pour ¢-0, ¢<0, ou g¢(g)

(6) T owe(é)— E=0 pour £<0.

=¢, o) de la classe C? pour z<0 et
&)/E— oo en croissant pour £->0, £<0. 43 .
Nous voyons done gue méme la con- / ’
dition de Holder pour w’(x)et ¢’(g) n'est ¢
pas suffisante pour l'existence de la so-
lution.

-Nous désignerons les vecteurs (points
de” l'espace euclidien & » dimensions) par
minuscules grasses, leurs coordonnées — par
minuscules ordinaires, munies d’indices: @=(ay,...,a,). Les matrices sont
désignées par majuscules grasses, la matrice-unité par I; A={[a;] est la

matrice d’éléments a;. Posons |@| = max [a%|, |A|= nmax |a”|, on a
i=1,.

donc |a+b|<|a|+|b], |A+B|<|4|+|B|, IABl<|AlJ 1 eﬁ IAwI<lAHw[

Nous dirons gu’une matrice 4=[a;] est hyperbolique, lorsque toutes
ses racines caractéristiques sont réelles et différentes entre elles: A,<<4,
<...<A,. Dans ce cas, il existent deux verseurs seulement p; et —p;
tels qu'on a (A4—A4I)p;=0; les vecteurs p,,...,p, sont linéairement in-
dépendants. Les A; sont des fonctions analytiques de ay, ainsi que p;,
pourvu qu’ils puissent étre déterminés de fagon pour que leur dépendance -
de a; soit continue. Si la fonction A(&,...,&) est continue dans un
ensemble connexe F et p,(£,...,£&) est donné pour un (&,...,&)eE,
alors p;(&,...,£,) sont déterminés univoquement dans & par la eondltlon
de continuité. Cette détermination est toujours possible lorsque Pensemble
E est convexe. Si la matrice A° est hyperbolique, il existe alors un 6>0

Fig. 1.

%) On peut appliguer le théordme d’unicité dans O.ABCO et PQD (cf. fig. 1) en
utilisant au besoin le principe d’induction continue par rapport & ¢, ou le théoréme
de A. Pli§ [7], que chaque solution de la classe O est formée de caractéristiques.
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tel que pour |A—A% <6 la matrice A est hyperbolique et p, dépendent
de A de fagon analytique. Considérons la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs Pi,...,P,; Ja matrice inverse P sera appelée la matrice trans-
formante de 4. On a

A
PAP-1=A=[ 1'-.1 ]

La dépendance P de A est analytique pourvu quelle puisse &tre faite
continue. Si A(&,...,&,) est continue dany un ensemble convexe E,
alors P(&y,...,&,) est déterminée univoquement par la condition de conti-
nuité, pourvu que P(&,...,&,) soit donnée pour un (&2,..., &) e H. Cetite
détermination est toujours possible, lorsque J est convexe. Enfin, & chaque
matrice hyperbolique A° on peut faire correspondre un 4>>0 et un K>0
tels que si |[A—A'<é, |A'—A°<4, alors 4, A’ sont hyperboliques et
[P'—P|<K|A'—A|.

Nous dirons qu’une fonction f(ug,...,%,) est de la classe C*E lors-
que ses dérivées 9f/du, satisfont & la condition de Lipschitz; nous dirons
quune fonction f(t,2,2,q) est de la classe O™ resp. de la classe %, lors-
que f, 0f |8, 0f[0z;, 0f[0g; resp. f, 0f[0q, sont continues, satisfont & la con-
dition. de Lipschitz par rapport  @,2,q resp. par rapport b #,q et f/dg; —
par rapport & t,z,#,q (dans tous les deux ocas).

Par otfjat, 0.f/ot, 0-f/ot, O_f/dt (resp. par datf/d, d.f/dt, df/dt,
d_f/dt dans le cas ol f est une fonction d'une variable ¢) nous désignerons
les nombres dérivés de Dini par rapport & ¢ (les autres variables étant
fixées). Le symbole 8% f/0¢ (resp. 0™ f/0t) désigne un nombre dérivé & droite
(vesp. & gauche) quelconque. Si f(#), g(t) satisfont & la condition de Lip-
schitz alors & chaque d (fg)/dt on peut faire correspondre un dif/dt et un
dtg/ds tels quon ait df (fg)/dt=gd’f/di+fdig/dt; il en est de méme pour
a* (fg)/dt, d% (f+g)|dt, @*(f+g)/dt. Supposons que »(t) satisfait & la con-
dition de Lipschitz; si pour un %, |w|=|v,|, alors pour chaque atw,[ds
nous avons d_|v|/dt<(d%v,/dt) signy, et pour chaque @i, fdt on a

a*(v) [ (A% v,/db) signov,

(ear (o (") —[v ()] = |vp (1) — (v, (1) 2 [0, (') —0, ()] sign 0, (7). Paveillement,
lorsque v::mjmxmj\ et v=|v,,| pour un ¢, alors d_u/db< (4™ vy /) sighvy,.
<,

Nous allons utiliser le principe d’induction continue: Lorsque

1° une proposition 7'(x) subsiste pour =0,

2° T{z) pour O<w<s éntraine 7'(s) et 71'(s) entrainme 7'(x) pour

s<w<<s+e (¢ suffisamment petit) pourva que 0<s<h,

alors T (x) subsiste pour 0<s<Ch.
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Nous appliquerons enfin un lemme d’Hadamard (cf. [5], p. 352-354)
sous les formes suivantes:

1. 8i f(t,x,2,q), 0f |0z, 0f|0z;, 0f |0g; sont continues dans un domaine G
de t,z,2,q, alors .

@22, q ) —f(t,2,2,q) = {t,»,2,q,2',2',q") (2 —5)+
n n
—{—2ei(t,m,z,q,:c',z’,q’)(zg—zi)-|—Zdi(t,m,z,q,m’,z’q')(qé—q,;),
fa=] i=1
ou h,e;,d; sont continues et .
h(t,o,2,q,2",2,q") = (0f[0n) (t,2+ (2’ —2)9, 2+ (' —2)F,q+ (¢’ —q)P) ete.

pourvu que le segment des extremités (¢,z,2,q), (f,2',2,q’) soit contenu
dans G. Lorsqu’on a

% wzz.a—L < M(F z 7 —
o (47,2 8) — S (t,2,2,0) | < M (T—ol +E—#l+@—a),

af __ . of S _ _

|5 4,2 2,8) — 5 (t,0,2,0) | < M(a—o| +E—|+iT—a),
’ﬁ(z z ;—)——?L(t z,2 )‘ < M(i—t|+|7—a|+2—2|+|lg—q)
6% 1E3%,q aqi 2y %,q) | = 1T lq_Qu)y

nous avons aussi
Ih(tviyg,ay5':5’@')—72(%1727!1:37':2'_,‘1')1
M - _ - _
<?(Ia‘c—w|+lz4zw+!q—q!+19‘c’—m’l+lz’—z'!+1q’—q’|),

wi(ta%,zyqyi a¢'7q,) —6i(t7$7z’qvw’7zl1q,)i

M — — _ - —
<5 ([F—w|+ |z —2|+[q—q+17 —2'|+i2'—=" | +1¢' —q']),
ldz(z7§7é’57i’7z/:q’)_di(t;m727Q1w,7z’7ql)|
M - > v =7 ! - ’ o ’
L ME—t| 4 — (T —a|+ g —~l+lg—q| + 17" —a'| +]2' —2'| +1a"—q']).

2
En effet, il suffit de poser

hit,w,2,q,2',2",q")

1
7}
- f_az—fc_ (t, @+ (@' —2)u,2+ (7' —2) u,q +(q' —q)u)du et
0
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9. Si f(t,3,2,9) est de la classe C%, alors
n
f(t7m3z,(1)—f(t?‘x!z7Q)=Zei(t’m7zaqu7q)(§t"zi)+
i=
+Zdi(tﬂ”az,(bzaqng“%),

Faml

ot ¢ sont bornées et d(t,7,2,4,%,q) =0f(t,z,2,q+(q—q)9)/0g; sa-

tisfont & la condition de Lipschitz par rapport & toutes les variables.

En effet, il suffit-de poser

e;=

- pour k%,

f(tymazlr"1§h~'7§n77)’_‘f(1'7w7317---:”i,---’gmﬁ)
>
~4

7
1,
_ of
e;=0 pour z,=7% et d;(t,»,%2,q,2,q) =f—a?l--(t,w,z,q—l—(q—q)u)d’u.
{1
0 .

§1. Unicité

Ecrivons le systéme (1) sous la forme vectorielle

(7) 0z)0t = f(t,2,%,02/0%)
et considérons le probléme de Cauchy
(8) 2(0,2) =&y(x) ~pour a<e<h.

Supposons. que 2o(z) est de la classe O'*% dans [a,d), que f(t,2,2,q)
est de la classe C* dans un voisinage de la courbe t=10, &==#, (x), q= 2y (@),
ot a<<o<<h. Supposons ensuite que la matrice

D (2)= [ ZZ (O,w,zo(m),zg(x))]

est hyperbolique pour a<<e<<b; soient A, (2)<<...<A,(®) ses racines ca-
ractéristiques et soit a<<i;(a), 1,(b)<<p. '
Nous avons le suivant

THEOREME D'UNICITE. 8% 2,(t,2), 2,(t,x) sont des solutions de la
dasse O"* dans un ensemble T,

0<t<s a—at<o<b—pt,
il existe alors wn 0>0 tel qu'on @ 2,=2, dans T,.

La d.é.monstra,tion est basée sur le lemme d’Hadamard; elle est
une’ modification d’un raisomnement de M.J. Szarski (cf. [8], p. 9-1B).
1l suffit d’admettre que
(9) a<h(@)<...<ly(o) <$

dans  [a,b].
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En effet, admettons que le théoréme est démontré sous I’hypothése (9).
11 existent a;,,b;,bs,01,05,61,0: tels quion a a<a<a <b <b<<b
a<h(@) <Ip(®)<a dans [a,a,], F1<h(z)<A,(2)<p dans [by,d]
et ag<<Ay (#)<A,(w)<B, dans [ay,b,]. Il en résulte que ===, dans
chacun des ensembles suivants .

0<i<d, o—aKr<a—aul,
0<i< s, bh—pt<os<b—pl,
0CE< Gy Oy—apl <2< hy—fat

et par conséquent dans T, pourvu que & soit suffisamment petit.
Il existe un %>0 tel que dans l’ensemble

10) 0<i<n, a—at<e<b—pl, [2—z(@)I<n, |g—=@) <y

ft,z,2,q) est de la classe C*, la matrice [8f;(t,z,#,q)/0g;] est hyper-
bolique et ses racines caractéristiques satisfont & Pinégalité (9). On a

e (8, @) —2 (@) < 7, 122 (8, @) — 2o (@) <,
02,

—— (t,2) —#5(2)

< l-a—zz—(t z)—2o(@) | <
3z 75 3z ! 0 7

dans T, pour un de(0,7). Puisque pour (¢,2)eT', les points (t,x,2,,02,/02),
(t,2,%,,02,/0z) appartiennent & ’ensemble (10), done, selon le lemme d’Ha-
damard, en posant u==2,—z;, NOUS auUroNs

(11) ouot = E(t,x)u-+B(t,x)0u/dz  dans T,

ot |E| est borné, la matrice

0z 0z, af; 0z 0z, 0z
B(t,z) = [‘7’@'7‘ (t;m$z11 ‘é;l:zzy“a_;')] = [‘0% (t7$7zly 6_";__[_‘%(_3;2 —%{))]

est hyperbolique, ses racines caracteéristiques satisfont & linégalité

(12) 4 < Iy (t,8) <. < I, @) < B
et gy(t,®,2,q,2,9) satisfont & la condition de Lipschitz par rapport
A toutes les variables. Ti en résulte qu'il existe une constante M, telle que

IB( @) —B(t,0)] < My (It —| 1o’ —a))-
\
Soit P(t,#) une matrice transformante de B(t,z), continue dans T,.
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Nous avons done
Mt,2)

PBP =4 = .
Ay (1,2)

°

et |P(t',3") —P(t,2)| <M, (|t —t|+|@’'—x|) pour une constante M,. Posons
(13)

il suffit de prouver que v=0 dans T',.
Soit (t,2)eT,; il existent

ar a :
. =TZS—P“+8’$_GS) lomo b

tels qu'on a

v=Pu;

a - (0u au)
—U(t+8,$—a$)|3=o=—-—d;—u+l) W ——a—a;;—

ds
et
ot GLP ou
= P—
PP PR W
d’ol, d’aprés (11) et (13), nous obtenons ‘
a + ap aLP

v -
ﬂv(t—ks,w—as) ‘ho:(/l—al)-%— +[—a-s— +PE—(A —al) ]P Ly,

[

oz

Il existe donc une constante M tel qu'on a

(14) ‘f—%(t-%-&;w*as)la.:o—(21-—40)6”% < M|
ds o0x

et pareillement

(15) ]di 0 lt-+,0—8) o — (e— ) - | < B o,
ds i dux

lorsque (t,x)e T,.

Supposons maintenant que »(t,2) nlest pas identiquement nulle
dans T,. 11 existerait alors un h>>0 tel que la relation he <o (t,u)|
subsiste pour un (2,) ¢ T, *). Puisque v (0, )= 0, done il existe un (t,,2,)e7,,
ty>0 tel que

%) 81l s’agissait de la démonstration que la solution dépend de fagon continue
des valeurs initiales, nous supposerions gue 12,(0,2)—#, (0,%)|<h et nous obtien-
drions I'inégalité |z,—z,|<<h*+M) dans T;5. Le nombre § peut &tre choisi indépendant
de z,, en appliquant le lemme 3 dans la démonstration.,
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w(t,z) <he™ME pour i<ty dans T, et |0(, )| =he+ N,
d’otr il résulte

e ot 5,20—05) o> (14039 Hfo(ty,00),
S

(16)
== O(tat8,20—F8) o0 > (1+ I het+2¥0 > Mo (lo, )]
S

et

ativ| N
(A7) (toy2,) <O  dans.le cas ol  a—aty << &y < b—py,

9_o| ; .
(18) T (ty%) >0  dans le cas ot a—aly< @, << b—pff.

Jz

Dautre part, nous avons |v(f,%,)|=|v,(,%)| pour un p, alors, si
a—aty<wy<<b—pt,, on a

a ) a ) .
= [”(t0+57w0"’as) ls=0 S 'Up(to'}'s;wo_ as) ‘s=0 Slgn’”p(tn:mo)

ds ds
et .
ot v ‘ 0% .
—a‘L—l (t0,%,) 2= Bwp (to %) 8iENV, (to,%o)
d’ol, d’aprés (14) et (12), nous obtenons

0t
0%

d
- |v(to+s,mo—as) Is-o<. (Ap_a)

(t,@0) + M0 (0, %)
ds

done, d’aprés (17) et (12)
d_
‘Ezs—lv(tu‘f‘s:%—as)‘s:oiMi”(toymo)lf

contrairement & (16). De méme, si a—aly<zy<b—pty, oD 2

o_
e o tur 50— 9) oo < =) 5 (0 H 0,201,
d’olr, d’aprés (18) et (12)
) e 0l 20— 5o < M1 0]

contrairement & (16).
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Nous avons donc v=0 dans T;, c. q.f. d.

COROLLATRE. Supposons qu'une fonction z(t,x) de la dasse C*+% dans
Vensemble

(19)

est une solution du probléme de Cauchy (8) powr un systéme (7) dont les
seconds membres sont de la classe C*. Supposons que la matrice

[6; (t #,2(t,x), gz (t,w))]

est hyperbolique dans Vensemble (19) et sotent A, (¢, 2)<...<A,(t,x) ses

0<IST, al) <z<b)

racines coractéristiques. St a(0)=a, b(0)=1b,
da(t) ab(t .
7 —h(t,a (1), ~—d§~)~ < —Mft,b(8) dans [0,T7]

alors z(t,) est la solution wnique de (7) et (8) dans (19).
La démonstration consiste & Dlapplication du principe d’indu-

ction continue par rapport & ¢ dans l'ensemble 0<i<T, E(H)<a<<h(t),
ol

da d
a0 =a, = —h)+ = il el)+e > —h(t,7)
et
_ ab _ b
5(0) =1, i —~An(t,b)—|——a—t— Fuft B (@) —e < — 2, (8,5);

en faisant ¢ tendre vers zéro nous obtenons I'ensemble (19) (car & a(t)—a(t),
b(t)->b(t)). _

Remarque 1. Une modification des raisonnements faits dans ce
paragraphe donne un théoréme sur la dépendance continue des valeurs
initiales: si |2, (@) —2(@)|<h (b dtant suffisamment petit), dono |2y (t,2)—

—2(8,2)| < he® ™ dans Vensemble (19), ot M est une constanie conve-
nable (cf. renvois)).

§2, Existence

Lemme 1. Supposons que les fonctions continues Y (),.
="%(t) satisfont au systéme dindgalités

d- (’v‘
dt

Lt () =

(20) =4 (1) (=) | < Av+B powr 0Kt <s,

y=0,1,...,m—1, i=1,2,...

v (1) < (v(0

1My 0% "dy(8) >0 et v(t)=max v(t)]. O a alors

(21) )+B/A)e"—BlA  lorsque 0<I<s.
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Démonstration. Soit 0<i<s. On a v=|"», pour un couple p,o.
Nous avons alors d_v /dtg(d‘( Vp) /dt) sign?v,, d’ol, d’aprés (20),
d_v[dt < °dy (o, —v,) sign v, +Av-+B.
Mais °d, (“"0, —"v,) sign v, <0, car °d,>0 et v, sign®n,< %, sign v,
done d_v/dt<Av+B, d’ou il résulte V'inégalité (21).
LeMME 2. Supposons que les fonctions "w(t),...,"u(t)="u(t) satisfont
ay systéme d’inégalités

.| dlult Hu(l)— (t)
(22) 1—(&(—))— —'D(t) S pour 0<<t<s,
y=0,1,...,m—1,
ol 'D(t),..., D (t)="D(t) sont des matrices hyperboliques de racines carac-

téristiques non-mégatives O0<"A(f)<<... <" (t) (v=0,1,...,m). Soit *P(t)
une matrice transformante de "D (t); supposons qu'il existent des constanies
positives Kl,Kz,A H telles qu'on ait

'PE)—"P) <EKjjt'—t, PTPO)—P@)|<Kdw, X4<4,
P <H, [P@t)'<H.
Nous affirmons que la fonction 'u(t)zmax [P (t)"w(t)| satisfait & Vinégalité
(24) o(t) < (v(0)+B/A)e” —B/A powr 0<t<s,

o A=K, H+K,HA et B=HL.

Démonstration. Posons "» ="P’u et *g = d(*u) /dt ~"D (" 'u—"u) | Az.

On a
— (9, * 1y » » ¥, » v vily, W
a (o) _d- (P) +ljd(u) A +‘P*P“+lu+ﬂp Hu—u
at Ax Ax Az
d’olt, en vertu de la relation
"}Ll
vaDvP—-l =] = . ) ,
ﬂjn
il régulte
d- ("v) vy —rp Hpp, ("P)v 1,
_____‘l",. _.’DJ ‘VP ’U,'J ‘I’P P ,,J
dt Az Ax P =
et par conséquent, d’aprés (22) et (23),
— (Vas . v+l Vo .
a7Cv) ., DT g g K, HA) o+ HL.
dt Ax
En appliquant le lemme 1, nous obtenons I'inégalité (24).

Annales Polonici Mathematiei ITI.
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.k des fonctions  conti-
Supposons que pour

LemME 3. Soient (1), ¢;(t), hi(t), i=1,2,..
nues dans [0,s] e soit 0<g;(t)<<hi(t) dans [0, s]
chaque t' ¢ (0,8) le systéme dindgalités

g ()] <Rty powr O0<ESY (0=1,2,...,k)
entraine les imégalités
2 (1) <g()  powr O0<LELt (P=1,2,...,k).
S [2(0)1<g4(0), $==1,2,..., %, alors |2(1)|<g;(t) dans [0,5]%).
La démonstration consiste & 4 Papplication du principe d’induetion
continue.
TegorEME 1. Considérons le systéme
(23) . : 0z[0t = f(t,x,z,02[0x)
¢t les conditions initiales
(26) 2(0,m) = 2(x).

Supposons que z,(x) soit périodique: 2z (v-+a)==2,("), de la classe
O+ dans (—oo,00) et que f(t,z,2,q) soit périodique par rapport & o:
ft,2+a,2,9)=f(t,2,2,q),

de la classe C** dams un voisinage U de la courbe t=0, =&, (1), q =2 (x).
Supposons ensuite que la matrice ' :

N ) '
@1) D(s) = [—(f,—;; (0,2,20(a) ()|

est hyperbolique de racines caraciéristiques, positives et soit P(x) sa matrice
transformante dépendant de x dune fagon continue; supposons qu'on ail

(28) " P(zta)=P(x)Y).

Soit 0="v<...<™p=0a, "*o—"w=dr=a/m (v=0,1,...,m—1) e soit

2(t),...,"2 (t) =" (1) la solution du systéme déquations différenticlles ordi-
naires

d(vz) ) X 1r+1z”vz
(29) =1 t,'m;z,m/Tr) (re=0,1,.0.,m—1)

) En général, lorsqu'un ensemble fermé ' est contenu dans un ouvert @&, 4 ¢ If
ot tout arc partiel A0 d'un arc 4.B est contenu dans F pourvu quil soit contenu dans
@, alors 'arc AB est contenu dans F.

®) Cette condition est certainement remplie lorsqu'on a | (#)—D (0 )|<z‘)‘ ol &
est un nombre positif tel, que la matrice D est hyperbolique, pourvu que |D—~D(0)] <8
(of. introduction).
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satisfaisant aux conditions initiales  °

(30) 2(0) = 2,(').

Cect étant admit, il existe un 6>>0 tel que *z(t) sont définies dans [0, 4]
lorsque m est suffisamment grand; la suite

r—"r

em(h,0) =2 (1) + "2 (1) 2 ()]~

powr ‘z<o< e,

est uniformément convergente dans 0<t<8, 0<Lz<<a et sa limite est une
solution de la classe C*** du probléme de Cauchy (26) pour le systéme (25).
Cette solution peut étre prolongée & Pensemble 01, —oco<<w<<oo de fagon
périodique par rapport & x de période a (en continuant d'ére solution).
Elle est la seule solution possédant cette propriété.

Démonstration. Il existent des constantes K, et K tels que
[Zo(@)| <H, <K, [z@)<E, <K,
|20(Z) —24(2)] < Kolz—a] < K |—a].
La fonetion f(¢,#,2,q) peut étre prolongée d’un voisinage V:

(32) il < lg—=(@) <e,

(31)

&, |2 —2y(z)| <&,

contenu dans lintérieur de U, & ’ensemble de z et q quelconques, par
une méthode exposée dans le livre de E. Kamke ([6], p. 359-362), la classe
C** étant gardée. Il existe alors une constante M telle qu’on a -

(33) If(t,22,q) <M dans V
et
of of1 M of | _ M
‘%}gM’ -('?Z <7’L— dg; n’
__._ 2 _ _
A 4,32, 0) L 0,8,00| < M (32| +F 2l +T—a,
- dz
(34 of af M
b2 (t,% 72"’Q)'—'a_z:(t;w7z7q>’ < —(|Z—a|+—2|+lg—ql),
| aa; %,%,9) —6—;@ 2,2,9)| < (li—tl+\E—x|+!‘é—zl+|§—ql),

pour [t|<e et z,2,q quelconques. La solution 'z,...,"# de (29) et (30) existe.
done dans Vintérvalle [0,¢]. Sil’ensemble U est de laforme [t]<Cb, |2 —=,| <,
T*
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|g—q,|< d, ce prolongement peut 8tre fait alors de telle fagon, que les re-
lations (34) dans U entrainent celles pour z,q quelconques avec la méme
constante M. Il suffit d'utiliser -successivement la méthode suivante:
Lorsqu'une fonction @(1,...,%,Yy) est définie pour a—d<y<a, nous
posons

pour

@(@Brye s Ty Y) = 20 (Tyy. vy Bpyy @) —@( X1y e ey 1y 26 —Y) a<y<a+d.

Il existe un §,>>0 tel que
(33) D est hyperbolique de racines caractéristiques positives pourvu

que |D—D{az)|<by-

Pour chaque @ la matrice transformante P(2,D) d’'une matrice D, oit
|D—D(2)| <5, est déterminée univoquement par la condition qu’elle
goit continue par rapport & D et qu’on ait P(m,D(m)) =P (x). D’aprds (28)
nous avons done

(36) P(z+a,D) = P(z,D)
Lorsqu'on a |D(x)—D (#;)|<d, pour @ <o<ap, alors
(87) P(z,D)=P(x,D) [D—D (@) < 6o eb

En effet, si o <a<a, Pn,D(#) et P(x) sont des matrices transfor-
mantes de D(z) qui dépendent de x de fagon continue, done, puisqu’on
a Plo,D(m))=P(z), on aura Px,D(x,)}=P(x,) et par conséquent
P(2;,D(xy))=P(uy,D(2,)). Mais cela entraine la relation (37), puisque
Pensemble |D—D(2)|<8y, |D—D(2,)|<dy est convexe et il contient
D(z,).,

11 existe enfin des constantes H>1 et A telles que si |[D—D(x)|<dy
et |[D'—D(x)|<d,, alors

|P(s,D')—P(z,D)| <H|D'—D|,
P2,D)" <H et

ol A; sont les racines caractéristiques de D.
Nous supposerons dans la suite que m woit suffisamment grand
pour qu'on ait

lorsque |D—D(x)| < d¢g.

pour [D—D ()] 5o

|P(z, D) < H,

(38)
n<A,

P
39 %
(39) 40 < FAreREY)
Posons
() —'2(t
"q(t)m—‘i‘—w~—£-)—, v=0,1,...,m~—1, m@l(’)=°*1(t)y
vl (1) —q (L
wip)= L0 oy a1 ey =),
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pour 0<t<Le. Soit v un nombre positif et tel que
By K—K, )
&AM 4P (23K 13K’ 2M (13K +KH?)

(41) r<min (

et supposons qu’on ait

(42) T=z@)| <K, [q@) <EKH?, Prt) < KH* lorsque 0<t<7.
Nous avons alors, d’aprés (29), (31), (33) et (34)
(43) 1‘1;:) < M@A+3K-+EKH?) pour O0<i<r=.

D’aprés le lemme d’Hadamard on a (cf. (34))

fit, o' 2", q" ) —1: (8,2, 2,q) = hi(t,2,2,q,2" 7', q') (&' —x)+

+Z eij(tﬂc’z:Q#”"zlyq,)(zv(—zi)’{'z dij(tam’zyqiwlyz’;,q')(%l'—%),
j=1

i=1

ou hi(t,v+a,2,q,2' +a,2,q') = hi(t,%,2,q,2',2',q") ete.,

1hi(t7iy—é7§7il!E’1a’)_hi(t:mizyq:$’7zlyql)l
M - - ’ " ’ ! ’
<5 (E—al+F—2l+g—q +1& —'| +2' 2" +19'—q']);
leij(tyi54a_aflazlyql)“gii(tim’z7‘1:mlyz’:q')|
M — — TN -1
(44) <50 (Z—a|+[z—2|+|qg—q|+1Z—2'| +&'—2'|+19'—q |),

M 'M P P =7 !
<=t o (F—a|+ 2 —=|+lg—gql+17 —2|+
n 21 _ _
+z'—2'|+iqg'—q')
et
0f; , , .
hi(t,2,%,9,2,2",q') =”a—m(t3m+ﬁi(m —),2+9;(2'—=), g +9:(q _Q))’
a’i ’ ' ’ ’
eif(tsxyziqim”zlﬂql) 552‘@7 w+79ij(” _x)yz‘l"ﬁ'ﬁ(z ‘“z)7q+7-9i7'(q "‘q))y
01

dy(t,2,2,q,8',%',q") = @ ((t, 84+ Ty (2" —2), 24Dy (' —2), 4+ 055 (@' — )
7

(0 < 94,845,055 < 1).
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En posant
*h(t)= (hl(t,"m,”z(t),"q ), e, 2 (1), g (2),...,
hoft,"0, 2 (1), g (1), e, 2 (1) ,""'Iq(t))) ,
ry=0,1,...,m—1, ™h="h,

"B (1) = [ey(t, 22,79, e, e, M )],
ef

v=0,...,m—1, ™E(t)=E(),

D) = [dy(t,"2,"2(1),q (), e, e (), q (1)),
"D(t)="D(t),

(45) re=0,...,m~—1,

nous obtenons des relations (29) et (40)

dq) g—q
4:6 ="h-'E" () ; .
(46) — +EQHD——,

d(vr) v+1h_wh u~|-1E_1:E |r+1D_wD yeploy
47) - o vl | VR e L o r—r
“0 =5 do T 4 9+"ErA z r+'D Az’
oil
(48) 'D(t)= af"' », N e v ®, . el ] i

0= G5, (17048 (ra—"a) "+ By z-’z>,”q+-a,<,~<”+1q—"q))]

et, en vertu de (34), (42), (44)
(49) Phi< M, TEISM, [D <M,
(50) ["'h—"h| < M (142K H?) Az, 'ME—E| < M(1+2KH?) Az,

PHD—"D| < M (1+2KH) 4z 9),
pour 0 ECr, »=0,...,m—1. D’aprds (46), (49) et (42), on & pour 0Ci< T,
aq
y < M(14-2KHY,

(61)
d’olt on déduit, selon (45), (44) et (43)
(82) ID@)—D)|< M1 +M (243K +3KHY) |t —1

lorsque 0t <1,

%) Dans le cas ol y=m—1 il faut remarquer quon a

"he= "= B2 M AT ) — B (1,7, Mg, %, ) ot
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11 résulte des relations (27), (48), (34) qu'on a
PD(#)—D(2)| < M(jt]|+ w20 —"2(0) + _
() == (O g () —
done, en vertu de (43), (51), (42)
D (t)—D(z)| < M{v+dz4-M (2 +3K+3KH*) v+ 2KH® Az)

q(0)l4 g () —"q(®)I),

et, par conséquent, selon (39) et (41)
(63) D (1) —D(x)| < 8o/2
Nous avons ensuite, d’aprés (27), (34) et (31),

|D () —D (z)| < M(14-2K) [2—"2],

pour 0 <i<.

done, d’aprés (39) et (B3)

lorsque 'z <o <",

(54) ID(@)—Da) <2

D) —D (") <4 lorsque 0<<i<T,

(55)
»=0,1,...,m—1. On en conclut, selon (35), que la matrice "D(f) est
hyperbolique de racines caraetéristiques positives: 0<*4, (1) <... <"1, (8);
*P(t)=P{'z,"D(t)) est la matrice transformante de *D(t) et, d’aprés (36)

(56) P(t) ="P(t).

Selon (38), d’aprés (53), (54), (55), nous avons
PP(#)—"P(t)|= |P(2,’D (") —P(z, D) < H'D () —"D ()
et \P(”“w,”“"lD(t))—-P("‘”m,"D(t))[<Hl"+1D(t)——"D(t)] lorsque 0 <{t<<7,
mais, selon (37), en vertu de (53), (54), (55) nous avons P(+'2,"D (1)
=P(z,"D(t)), done
["HP (1) —"P ()| < HI""'D (1) —"D (1)} -
Il s’ensuit, d’aprés (52) et (50)

PP —P (1) < HM(1+2KH) 4z lorsque 0<t<r,

(57)
PP(#)—"P ()] < HM(1+M (2+3E++3KH") [t —t|

lorsque O0<t<t' <.

Nous avons enfin, selon (38)

(58) PP@MI<H, [POTI<H ‘hH<d powr OSIST
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Les relations (46) et (47) entrainent, d’aprds (42), (49) et (50), les
inégalités

acq) Hg—'q l .
"D | <M { s o <
7 D T < MOA4+KH") lorsque 0<i<r,
arr) vl __p . -
7~ D |< M(EH*+ (1+2KH*Y)  lorsque 0<t<T.

A chacune d’elles nous pouvons appliquer le lemme 2, en vertu des rela-
tions (56)-(58), done, en posant

(39) o (8) = max [P 6)q(1)],  en(t)=max P(t)'r (1),

nous obtenons
4 (1) < (Z7IL(0)+B/-A-) e"“‘—B/A,
(60) pour
on () < (Qm(o)‘{‘o/x‘l)e"”—O/A
ol
A=H*M(1+M (243K +3KH)-+HAM (1+2KH?),
(61) B=HM(1+KH?),
0 =HM(KH + (1-+2KH*).
Puisque, d’a,pl‘és (40), (30), (31), on a l"q(O)l<AKo’ iv,'.(())] \<\K0, done d’aprés

(58), (59); | (0)| SEoH<(E+E)H|2, |on(0)| <Ko H<(E+I,) H 2. Soit
7o un nombre positif satisfaisant i (41) et tel qu'on a

B B  EK+K
Ll B ATAe
(K0H+A)3 A< 3 H, ‘
pour 0t
C ¢ K+K
K H-+—|egtt_ = 0
( ' +A)e 153

(remarquons que v, ne dépend pas de m). Nous avons donc pour chaque
7:,<zo, o ()< (KK H 2, 0 (1) <(K+Ko)H/2 lorsque 0<<t<r, mais
@aprés (59) et (58), 'q| < Hum, ['P|<Hg,,, done

Ko+K

2

(62) Fq @)l <

H* < KH?, KOT.‘_N{S.Hﬂ <‘K'[:[’

hy
&

OIS

lorsque 0 <t <Cz. Enfin puisque, d’aprés (30) et (31), '2(0)|<XK,, done,
en vertu de (41) et (4£3) nous avons

K,+K

2

(63) rz()l < <K lorsque 0<t<r.
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Nous avons montré que pour chaque ze€(0,7,) les relations (42)
entrainent (62) et (63); puisque, d’aprés (40), (30) et (31), on a

3 KEy+KE E+E
r2(O0) S Ko< =5, PO <Ko <—5— I,
K+ K
Pr(0)| < Ko< —— B,
done, selon'le lemme 3, nous avons
(64) Iz <K, rq@<EH, [r@I<EE’ losque 0<i<w.

Considérons maintenant les suites de fonetions 2, (f,2), @, (t,2), ol
Zu(t,2) ="2()+ 2 (1) —"2 (1) }(z—"2) /4=,
U (t,0) ="q(1)+Tq(0)—"q (1)) (z—"2) | Az

pour 0<E< 7g, "2 2"+ e, »=0,1,...,m—1. En vertu des inégalités (64),
ces suites sont équicontinues dans 0t 7,, 0<<o< a, done il existe une
suite d’indices ay, telle que z, et g, sont uniformément convergentes

zum(t7$)j>z(t7m)a qam(t3$):.:>Q(t7m)

D’aprés (29), (30) et (40) nous avons
¢

2 (1,°0) = zo(aw)+ff(uaumyzm(u77m)7‘1m(u:‘:$))du7
0

dans O0<i<z, O0<2<a.

o
Zm (tya'n) =Zn (tyo)’l'z qn (t’vm) Az
=q
pour 0<i<7,, 0=1,2,...,m. Soit 0<o<a et “v=apfy, e, lorsque
m—»oo0; nous obtenons & la limite

i
2(t,x) = 2o (@) + ff(uywaz(uym)7q(t7w))du9

2(t,0) ==2(t,0)+ [ q(t,8)d¢,
0
d’on q(t,z) = d=(t,x)/0x et

(65)  0=/ot=f(t,x,2,02/0x), =(0,2)==()

pour O<ti<<z, et O0<w<a,

c'est-a-dire, #(t,z) est une solution du probléme de Cauchy (26) pour
le systéme (25).
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Daprés (64) et (51), qu(¢,a) satisfont & la condition de Lipschitz
avec la constante max (KHz, M(1+2KH 2)), done il en est de méme pour
q (t,2). Nous voyons done (en vertu de (65)) que 2(¢,) est de la classe CME,

Nous avons enfin

oz o=z
z2(t,0) =#z(t,a) et 550“’0) =% (t,a),
donc z(¢,z) peut étre prolongée & DPensemble 0<iI<7,, —oo<aw< o0

de fagon périodique par rapport & @ de période a (en continuant d’étre
solution). Selon les théorémes d’unicité du paragraphe précédant, = (i,w)
est la solution unique dans 0<i<r, —co <<y oo (T<Ty).

Les raisonnements ci-dessus conduisent & la conclusion, que chaque
suite partielle de z,, resp. de g, contient une suite partielle qui converge
uniformément vers z(t,xz) resp. vers ¢(¢,z). Nous avons done

En % eh g OIS 70,
I existe un 6>0 tel que la surface z==z(t,x), q =q(t,2), ou 0<i<H
est contenue dans lintérieur de V. Il s’ensuit qu’il en est de méme pour
la surface 2=2,(1,2), ¢=qu(t,2), pourvu que m soit suffisamnment grand
done %,...,” % dans [0, 6] est une solution du systéme (29) dont les se-
conds membres sont définis dans V (lorsque m est suffisamment grand).

Remarque 2. 8%l s’agit d’ewistence de solutions on peut suppri-
mer dans le théoréme 1 les hypothéses que les racines caractéristiques
de [0f;/0q;] sont positives et que zo(®), f(t,2,2,q) sont périodiques par
rapport & .

dans I<e<a.

En effet, 1a substitution z=§4 At conduit du systéme (25) au systéme ‘

0z |0t =TF(t,£,2,02/0E) =J(t,E+ 48,2 ,08/0&) - Ad= D€,
pour lequel les racines caractéristiques de la matrice
[07./0;1=[0f./0g;1+A1

sont positives pourvu que A soit plus grand que la valeur absolue de
chaque racine caractéristique de [0f;/0¢;] (elles sont égales & A+,
ol 1; sont celles de la matrice [df;/d¢;]).

Dans le cas o fet 2, ne sont pas périodiques nous pouvons les pro-
101‘1ger d'une fagon périodique par rapport 4 x en utilisant la méthode
suivante. Si @(z) est de la classe ("% dans [w—e,b--&] nous posons

(@) =¢@) dans [a,b],
P (@) =<P(0&-|—e sin :v—a) dans [“" f;ri’“],
¢(w)=¢<b+e sin m:b) dans [bﬂ)“l' %71]
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La fonction g sera de la classe ("% dans [a—sn/2,b4-en/2] et ¢’ (6 —ew/2)
=g¢'(b+em/2)=0. Si ¢ (x) est de la classe C*** dans [ay,b] et si ¢'(a)
=@'(b;)=0, nous posons F(z)=@(x) dans [a;,b,] eb ? ()= g (2b,—x)
dans [b,,2b,—a,]. La fonction 3 sera de la classe O'*%, 3(a,)=§(2b,— a1),
@' (@) =9 (2b;—a,). On reconnait facilement qu’aprés lapplication de
cette méthode, la matrice [df;/0g;] reste hyperbolique et I’hypothése
(28) est verifide.

La question se pose si, existence locale des solutions étant garantie,
un théoréme sur lexistence intégrale des solutions peut en é&tre obtenu
par des prolongements successifs. D’aprés une remarque de A. Pli§ un
tel prolongement ne réussit pas au cas ol les dérivées du second ordre
de la solution peuvent devenir infinies. En effet, considérons 'exemple
donné dans lintroduction, en posant ¢(g)=¢* et o (#)=%(—x)*"* pour
2< 0. On vérifie que

q(t,z) = ——(~m—|-2tz—i—2t(t2—av)”z)1/2 pour <0, z<0
est de la classe C% ¢(t,0)=0 et qu'on a
9 = pour t=0.
oz tY'3

La démonstration du théoréme 1 nous fournit des évaluations des
dérivées supérieures des expressions

“(t)=ma’le(t7m)q(t7m)i’
(66) = t.0)
qt,z')—q t’w____
[P TR,

a(t)=1im{

0

ol P(t,x) est une matrice transformante de

f;
Do) = [ 2 0, 5(0,00,0(0,9)
7

définie pour 0<{¢< 7, par la continuité et par la condition P(0,z)=P(x).

En effet, soit #,>0; d’aprés (48), en vertu de la convergence unifor-
me de z, et q,, nous avons

D (t)—D(t,"»)] <min(de/2,7:/H), _
pourvu que m soit suffisamment grand. On a alors, d’aprés (53) (en ad-
mettant T==1,), |D(t,’w) —D (7)<, d'ol, selon (38) et (53),
|P(w,"D (8)—P(5,D ;)| <HID(H)—D(t,2) <mj

mais P(’z,”D(t))="P(t) et P(z,D(t,"s))=P(t,’z), car on a pour =0

P(z,D(0,n)) = Pz, D () = P(x) = P(0,’s),
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done
["P(t)—

Soit 7>0. Le nombre 7, étant suffisamment petit, la relation |P—
P(t,x)|<n, entraine |[PP(t,x)”"|<1-+n, |P(t,2)P <14, done

(67) PP P, 2y <147, [P(te) P <14y
pourvu due m soit suffisamment grand. On a alors
P () q (1) < A+n)P {1, 2) gn (,"8)] <
d’ou, d’aprés (59),
%m(t)

P(t,"x)|<n;-

(1+4n) lna’X‘P (t,2) g (1,21,

< (1-+n) max |P(t,2)qn (4, 2)] ;
@
en faisant tendre m vers oo et g vers 0 nous obtenons & la limite (cf. (66))

lim s, (1) < (1)

M~r00
Dautre part on a x(t)=|P({,%)q(1,Z)] pour un Z;
Lorsque m est suffisamment grand, nous avons done
|P(1,"2) @ (,"%)] < (1+9) P (@)q (8)] < (1-49)m (1),

d’ol, en faisant tendre m vers co et  vers 0 nous obtenons s ()<< lim x,, (t)
et par conséquent

soit |z —F|<a/m.

x(t)—n <

Moo

(68) % (t) = lim »,, ().
Si m est suffisamment grand, on a d’aprés (67)
(69) [P (0)"r(0)] < (L+9)P(0,"z) r(0]|
-2 2 1,
<(H_n)l w (") — w(Z z)+w (") ’
Ax
ol w(x)=P(0,z)2(0,z) (cf. (30), (40) et (65)). Nous avons ensuite?)

w (V+2w)_“2w (v+1w) + w (".’B)
AaF

w' (') —w'(w)

' -0

< sup
Yrem<a s e

q(0,2")—q(0,) |
& —i !

= §T

Vzgm <’ l_—:"""lm

P(0,")

7) En s'appuyant sur le théordme des aceroissements finis appliqué & la fonction
Wy (At A2) —w, (x)

Aw (t=1,...,n).
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puisquon a |P(0,’z)P(0,2) <14y pour *z<a<<’ s, lorsque m est
suffisamment grand, donc

w (") —2w (o) + w(z) q(0,2')—q(0,x)
< l P 0 b ’

l Ad? <l +?7)"m<§]:£g”+ﬂm (©,) z'—z ‘

J 0,2')—q(0
<(14%) sup p(o,w)wﬁ .
o' — | <2 AT &z —2
11 g’ensuit, d’aprés (69) et (59), qu'on a
' 0,2)—q{0,x
on(0) < (LnP sup | P(0,0) L0210, )
o —aj <242 X —&

d’ow, en faisant tendre m vers oo et n vers 0 nous obtenons (cf. (66))
(70) hm om (0) < 0(0).

8i &>0 est suffisamment petit, done |P(t,’z)P(t,"2) | <14y
lorsque |"z—'z|<2e; nous avons alors d’aprés (67),

(L) [P (t,%) °r (1)) < (L0 1P (07 (8)] < (1+2) em(?)

(m étant suffisamment grand). Il en résulte que si |“z—"z|< 2 alors

Pt 7w (t)] <

9 (ta”’m) —qn (tavm)
by —"x

1 8
m |paya) D7 1Pl )r 0] < A+0fen(d)-
#_v o=y

Soit |&' —x|<<s et’w—sw, “c—a’ pour m—-oco; nous avons done |['z—'z|<e
lorsque m est suffisamment grand. En faisant tendre m vers oo dans la
relation (71) nous obtenons

q(t,2')—q(t,2)

P(t,x) po—

< (147" Lm g, (1).

M—>00

Tl s’ensuit d’aprés (66), en faisant tendre e et 7 vers zéro, qu'on a

e(f) < lim g, (8).

Mm>co

(72)

En vertu de (68), (70
tendre m vers oo)

#(t) <(»(0)+BJA)e**—Bj4, o(t)<(e(0
olt 4,B,C sont définis par (61), done, pour t=0, on &
dtxjdt <Ax+B et dYo/dt < Ao--C.

) et (72) nous tirons des relations (60) (en faisant

)+C/A)e*— 04,
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Selon la remarque faite au debut de la démonstration du théoréme 1,
concernant la méthode de prolongement, J peut &tre une constante
quelconque pour laquelle subsistent les relations (33), (34) dans U,
pourvu que lensemble U soit de la forme [t <h,le—2o|<<o, [q—g,/< d.
Dans le cas ol les racines caractéristiques 1,,...,4, de D(z) ne sont
pas positives supposons qu'on & |1;]|<<A et effectuons la substitution
w=E+4At (cf. remarque 2)..Nous obtenons un systéme pour lequel leg

. racines caractéristiques en question seront positives el pour lequel il
faut remplacer les constantes A et M par 24 et M+ MA4A. Nous avons
done

THEOREME 2. Soit #(t,x) une solution de la classe O**F dans t,<1<ty,
—oco<r<Coo, du probléme de Cauchy z(ly,x)==2,(x) pour le systéme dz /ot
=f(t,2,2,02/0z). Supposons qu'on a

Ro(wta) =2o(a), |zo(0)| <K, |eg(a) <K,

26(Z) —2; ()] < K|E—a,

o
0w

of M o|of of M -
92 <-77y(—@j(t;x,27Q)"“(;z:(¢:w:z:Q)’<*;l“(l$~wi+\z——z|"H(l—‘ﬂ)y

i(taw+a7z7Q)=i(t’myz7q); ‘f]<-M,

<M, | —
= ? am

0 o d - —
f (t@az"I)“'ég'(t:sz)q)‘ <M([i*wl+lz-‘z|+|q—¢l|)7

=

of .

~<\"";

0q; n

of . _ _ of M
t e e r—] o ;- —t
’6%( i%,2,q) 3g (t,w,z,q)’ SoAE=t+E—al+

+ 7 —2|+lg—q)
daﬂs.l’msemble bo<ICty, —coC o< 00, [#—2|< 0o, |q—q,|< d. Supposons
ensuite que la matrice (0F5(to, 2,20 (@) 25 () [0g)] est hyperbolique de racines
caractéristiques |2,]<A et de mairice tramsformante P(z) pour laguelle
P(et-a)=P(x). Supposons enfin que st P est une matrice transformante
de D définie par continuité pour D dun woisinage de D(x) alors

(73) |P'—P| < H|D'-D|, |P|<H, [P <H.
Soient
o=
#(t) =mfvx P(t,m)—a; (t,m) ],
(74)
o) =h’ml sup |P(¢,x) az(t,m’)/c’?m’——ﬁz(t,w)/(’}w }
0 ||o—z|<s €& — .
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ot P(t,x) est la matrice transformanie de

[22, (t,w,z(t,w),%(t,w))]

définie par la continuité et par la condition P(O,m):P(:v).
Cela posé, nous avons

at ar
o (o) S Anltg)+B, (k) <Al +0,

(75) 7

o
A =AKMAH) =H (M+EA+A)X

X[+ (M+EA+A)(2+3K4-3KH? +-24(1+2KH?)],
B =B(K,M,A,H) =H(M+EA+A)(L+EH?),
0 =C(E,M,AH) =H(M+EA+A)(EH+ (1+2KH*).

Application. Soit f(f,4,2,q) une fonction définie, périodique par
rapport & x de période a et telle qu’il en soit de méme avec une matrice
transformante de [df;/0g;] pour {>0. Supposons que pour «,Z,( positifs
quelcongques les hypothéses du théoréme 2 sont remplies pour f dans
Tensemble u<<tKu+1, —co<w<<oo, |2|<Z+1, |q|<Q-+1 avee des con-
stantes M =M («,Z,Q), A(v,Z,Q), H(%,Z,Q), ou M,A,H sont des fone-
tions croissantes par rapport & Z et @. Supposons enfin que la relation
kE<H(u,(,k)» entraine k<k(u,,x), ot k(u,l, ) est une fonction crois-
sante par rapport & et z.

Soit #z(t,#) une solution périodique (de méme période que f) de la
classe C"T pour 0<t<t* dun systéme 0z/dt=f(t,»,%,02/0z). Posons
t(t)=max [z(¢,2)| et soit O<Su<t’, 2,(®)=2(u,n), ky=max |z (2)|. 81 du

xz £

est suffisamment petit, on a [=(f,)|<¢(w)+1 et |0z (f,x)/0n| <k, +1,
lorsque u<Ct<u+du. On a d’aprés (73) et (74) |21 (@) <H(w,{{u),ky) »(u),
done k< H(u,i(u),k), d’ot il résulte que ky<<l(u,l(u),x(u)) et par
conséquent |2 (@)| <k(u,s (%), %(u)). Daprés (74) on a

2 (@) —#i(2)

.’P(u,w) por. <o(w)+1

pourvu que |z—x'| soit suffisamment petit et nous avons d’aprés (73)
21 (@) —1 (2)] < (o(w)+1) Hu, £ (u), by |2’ —]
< (e(w)+1) B, (w),To(uy ¢ (u), (w)) |2 —al
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Nous pouvons done appliquer le théoréme 2 & la solution z(f,2) du
probléme de Cauchy 2(u,z)=2:(x) dans DPensemble u<t<u--Adu,
[2|<ew)+1, |q)<k+1 en admettant les constantes

B, = tu) (£ (u), () o () 1) H{u, £ (), oo, £ () 2 ()
M, = M(u,:(u),k(u-,:(u),u(u))),
Ay = A, (), (u, (u), ()
B, = H(u, L (w), k{u, £ (v), #(x)
et nous obtenons

are .
i (u) < My (u, 8,y n),
atu

dt
d*e
di

('u')<A(Kl(u7§ﬂ“7@):Ml(u;Z;%)7A17H1)“(M)JFB(KUZVIMAUHI)s

(W) < A(Ky, My, Ay, Hy) o (u) +0 (K, My, Ay, Hy).

T1 s’ensuit que 8i §o(t), #0(f), oo(t) est une intégrale (supérieure) du sy-
stéme
to= My, %y =Ax+B,

satisfaisant aux conditions (y(0)=4(0), 2%(0)=x%(0), 00(0)=20(0), on a
LKL (), %)< (1), o(t)<oo(t)?). Bn utilisant le principe d’induction
continue, nous obtenons l'existence de la solution z(¢,2) pour 0t< T,
ol [0,7] est lintervalle d’existence de {y,x,00°)-

Cette méthode peut nous fournir des criteriums qui garantissent
Pexistence d’une solution pour 0<{f<<co. Par exemple, si l'on suppose
que

00 = Ag+0,

M<a(u), A<e(uw), H(u,Z,Q)<H, ao=ma'x(17“(’“))7

" 0t <00

[ aw)du=py<oo,  363d4Hpy<1,

0
alors Ja solution existe pour 0<i<<oco powrvu que-les valeurs initiales
satisfassent aux inégalités (31) avec la congtante

K = H Y (1—-363a4H"8,)" "> —H",

8) Cf. [11], p. 124, théordme 2.
, °) Nous nous appuyons sur le théoréme que si 2, (%)= 2(v), [z,: (o)| < M,
I 4
1, @) ~2, (@) < Mo’ —a|, alors 2, (2)># (@) et |¢' (@) ~2" (a)|< Mlw, 0] .
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Cette méthode peut nous fournir aussi des limitations du domaine
d’existence des solutions dans le cas non-périodique, car nous pouvons
toujours prolonger les fonctions f et 2, d’une fagon périodique (cf. remar-
que 2).

§3. Convergence

TaGOREME 3. Soit z(t,x) une solution de la classe C* dams 0<t<s,
—oco<x<Loo du systéme
0z; [0t = 1, (¢,2,2, 02 /0z)

(f; me dépend pas de qu,... Gi1sQir1ys---10n). Supposons que 2 .et f sont
périodiques par rapport & «

(4=1,...,m)

ft,z+a,2,9)=f(t,2,%,q),

que la fonction f;(t,,2,q;) est définie et croissante par rapport & g; dans
Vensemble |z—z(t,x)|<e, OIS, 2,q; quelconques et quelle satisfait & la
condition de Lipschitz suivante

z(t,w+a) =2(t,5);

(77) Ifi(%m,é’q{) _f'i(t7w7z,Qi)] < M(IE—zI-H%—!h])’

lorsque |g;—02;(t,) [0x] <, |§i—02(t,2)10z|<e (1=1,...,m).

Soit 0="z<...<™z=a, [To—z|=dz=ajm (+v=0,...,m—1) et
soit '2(t),...,"2(t)="2(t) la solution du systéme d’équations différentielles
ordinaires

d(”zi) v+l

2 — % .
(78) — =7 (t,"m,”z,—"’za}—i) (t=1,...,m, v=0,...,m—1),

satisfaisant aux conditions initiales

(79) *z(0) =2(0,"2) (v=0,...,m—1).

Cela posé, *z(t),...,"=(t) existe dans [0,s] lorsque m est suffisamment
grand et '2(1)—2(t,5)| < ep—0 pour m—>oo™).

Démonstration. Supposons que la solution 2(1),..., 2(t) est sa-
turée & droite dans Dlintervalle [0,7,). Posons

(80) " () =2 (t) —2(t,7).

Soit 0<7<1, et supposons qu'on a

(81) @) <e pour 0<i<rT,

1) Cela entraine l'unicité de la solution périodique.

Annales Polonici Mathematici III.
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Puisque la fonetion 8z (t,x)/0x est uniformément conitinue, on a
vl »,
(82) ’z(t, x)—=(t,"%) __f)i
Az 0w
Nous avons ensuite

d(v o u+1zi_vzi
dt [fi( w$z7 A{L‘

(t,"w)'g Nm—>0  lorsque m—>oco.
2 (b, ) —2; (t,"0) )

e

2y (.5,1'-}-1‘”) "_Zi(t7ﬂm) ) ‘_*

2 (8, ey —e; (t,"2) ) ,
'—"*’—**ZE'%—’—— —filt,"s, 2 (1,"0)

) o 2, )~ ()
+ fi(t1m7z(t7m)”l-,"" Am_l"z—'

Az

< f’i (t’vw”’z’

oz
)= 2 ),
majs, d’aprés (80), vu que f; est croissant par rapport 4 g¢;, on a

v, - ,
f.;(t,vm74fz, i 2’1) —fq:((t,"u’v,”z 2 (1, j) 2 (t, m))
i

Az
="a; (1) "oy () v, (1)],

ol *d;(t)>>0; lorsque m est si grand qu’on a #,,<e, nous avons, selon (77),
(80), (81), (82)

f’(t R zi(t?”+l$)—zi(t7yw))
(2 LI ] |

Az

2 (8, P re)—a (2,
il e ), BT ) ] <Mpo|
et
s 7 Al S RN (A 0z
ti (t:“;:z(t: w):‘*—"“jm—lgj—‘)‘ »—fi(t,’w,z(t,”m),—(a; (ivvw)) ‘< My,

done

|40 (A~ (8) [0, (8) =0, (1) ]| < M max 0] -+ My, .
Les hypothéses du lemme 1 étant vérifides, nous avons (en vertu de

"5(0)=0)

(83) Po ()] < pm(e—1)  lorsque 0<t<7.

8i m est suffisamment grand, on a 7, (e —1)<e pour 0
chaque re(O ro) la relation (81) entraine (8
[0 (2)] <1 (€™

<i<s$; pour
3), done, selon le lemme 3,
‘1) dans [0,7,]. On en conclut que 7y=g§, car dansg le
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cas oll 7y<s la solution 'z,...,”%z dans [0,7,] pourrait-étre prolongée
A droite. En posant &,=rn,, (¢¥*—1), nous avons donc pour m suffisam-
ment grand
=z (t)— c. g.f. d.
Un exemple. L’hypothése que f; est croissante par rapport & g¢;
(resp. hypothése dans le théoréme 1 que les racines caractéristiques
de [0f;/0g;] sont positives) est essentielle, sil s’agit de la convergence du
systéme des courbes z="w, 2="2(t),...,a=""u, 2="2(1) vers la surface
2=2(t,z). Nous en donnons un exemple. Considérons 'équation

2(t,S2)|<en—>0,

(84) 02|t — — 0200
et la condition initiale
2(0,8) =2, ()= 22“"2"00822"71:13, ot k>3
o

La fonction.z,(x) est périodique (de période 1) et de la classe %, on
la (k—1)° dérivée 2{~D(z) est la fonction de Weierstrass sans dérivée.

Le systéme d’équations différentielles ordinaires correspondant
4 Péquation (84) est
a(’z) vy ry o
85) g =g ==, v=0L, . ml

(M2="%) avec les conditions initiales
‘ (=]

2 (0) = zo(v/m) = ) 27 cos (2 mw m),

=0

(86) »=0,1,...,m—1.

Pour chaque p,

£, = exp[mi(1—exp (jo2ni/m)) +p2xivim], »=0,1,...,m—1

est une solution de (85), done il en est de méme avec sa partie réelle
[ t|1—cos 2n cos | 2: ? mt §in i )
xp {mt|1l—cos— — —p].
P p P 4

En posant p=2%-1, n=1,2,..., la série

oo
v N o—kaH T oop on Y YR

= 2 t|1—cos— 2" g — —misin2™ —
(87) "o (t) #2:‘0 exp [m ( cos — 2 }] cos( m - —misin m) ,

y=0,1,...,m—1,

est une solution, car la série des dérivées converge uniformément; cette
solution satisfait aux conditions (86).
. -
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0 -
Le systéme des courbes #=0, 2= 2y(t),..., =1, 2= Zm () ne peut
pas converger vers aucune surface car omn &

(88) > 0m),

Tim min 2y, (£)] = oo

m-00 v

pour

En effet, considérons la série (87). Soit ¢>0 et posons m=2%. On

a cos(2™n/m)=1 pour u>s, done

0 0
‘ }7 ! < Z okt

e
um8+1l  p=8-1
g 41 . s . .
Nous avons ensuite 2¥m/m=zn 2¥"*<2™%  pour u<s, Aol il résulte,
: : 24 202 of 2.2 20
si s est suffisamment grand, 1—cos (2% m/m)< (2" w/m)* < 2% n’ [’ = a' lm,

done
g1

‘Z‘\{expnzt.

u=0

8i p=s, |cos(2*mv/m—mtsin2¥m/m)|=1, done la valeur absolue de
s*me membre de la série (87) est égale &

27 exp(2-2"),
done pour s suffisamment grand
Py ()] 2= 27 exp (2- 27 1) —1— expate,

d’otr il résulte la relation (88).
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