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meter less than >0 and such that Fr(U) is an AR. We have to prove
that p is an h. L p. i
Let » be a retraction of U to Fr(T). Define

r(x)y if wel,

7(“)={a~, it weK—U.

Then f(2) is a continuous mapping of K into itself, f(K) does not con-
tain p and p(x,f(#)}<e. Hence p is an h. L p.

Necessity proof. Let p be an h. L p. and let U be a star-shaped
neighbourhood of p. We have to prove that Fr(T) is an AR.

Since p is an h.L p. there exists a continuous deformation f(z,t)
of U such that f(#,0)=w, f(z,1)=a for zeFr(T), f(x,0)eT, and p is
vot in f(U,1). Let r be a retraction of U—(p) to Fr(T). Then #f(x,1)

is a retraction of U to Fr(D). Since U is an AR, so is also Fr(T).
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SUR LA STRUCTURE DES ENSEMBLES DE NIVEAU
DES PONCTIONS REELLES A UNE VARIABLE
PAR
& 0SASZAR (BUDAPEST)

1. On considére déjh en Analyse élémentaire une classification de
I’allure d’une fonection réelle f(x) de la variable réelle z aun voisinage d'un
point @, & Paide de la structure locale des ensembles de niveau

@ [f (@)1 ()], E [F (@) 27 (20)];
Ex,'[f(w)<f(wo)] et zE[l‘(fv)Q‘(mn)]-

Les faits que f(x) est croissante, décroissante, non-décroissante ou
non-crojssante au point @, ou gu’elle a en ce point un maximum (au
sens strict ou au sens large) ete. peuvent &tre caractérisés par le type
de la structure locale au point x, des ensembles de niveau mentionnés;
or, I"étude de ces types de points est un des problémes principaux de la
théorie élémentaire des fonctions réelles & une variable.

Le but de cette note est de donner deux classifications différentes
de V’allure d’une fonction f(») au voisinage d'un point @, d’aprés la strue-
ture locale de ses ensembles de nivean et d’examiner la question guels,
parmi les différents types d’allure, sont exceptionnels d'un certain
point de vue et quels peuvent &tre considérés ordinaires. Les classifications
que nous allons donner daps ce qui suit et les résultats que nous allons
obtenir ont leur analogues dans la théorie des fonctions réelles & plusieurs
variables réelles; nous reviendrons sur ces généralisations dans up autre
article (voir [2]).

2. Désignons par N une famille d’ensembles situés sur la droite
—oo<lg< +oo qui jouit des propriétés suivantes:

(2.1) Si 46N et BCA, on a BeN;
(2.2) Si A,eN (k=1,2,...), o0 a ) AN,
k=1

Nous désignons par 9 1a famille des ensembles qui sont de la forme
N+H, ot Net et H est dénombrable. La famille N jouit évidemment
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des propriétés analogues & celles (2.1) eb (2.2). kemarquons que la famille
N peut étre différente de N, mais qu’elle coincide avec elle lorsque N
contient tous les ensembles qui n’ont qu’un seul point.

Considérons une fonction réelle et finie quelconque f(z), définie (pour
simplifier les raisonnements) pour —co<g<--co. Convenons de dire
que

(2) f(m) est croissamie du edté droit au point x, par rapport & la fa-
mille N (ou brisvement: f(x) est 0, (N) an point ay), si Pon a

E T ()< (o) y <<y F- 01T

pour un §>>0 convenable;

(b) f(®) est nom-déeroissamte du cdté droit aw point z, par rapport
& la famille N (f(x) est CL(N) au point x,), si Lon a

BT (@) <f (@), s <w<ay+5]eN

pour un 6>>0 convenable et
EU(w)<f(“'o)y%<w<wo+5]g%
T

pour tout nombre 6>0;

(c) f(m) est oscillante du c6té droit aw point , par rapport & la famille
N (f(w) est O, (N) an point «), si 'on a pour tout nombre 60
m12|:f(50)<f(5vo),500<5I3<w0’§"5]qu et E[f 3)>>1 (@) B < BT+ 6] €N,

On donne un sens d'une maniére analogue aux expressions ,,f(z)
est décroissante dw cbté droit au point z, par rapport & la famille N
(f(x) est D, (M) au point z,) et ,,f(x) est nom-croissante du cdté droit
aw point @, par rapport & N (f(w) est DL (N) au point x,), en replagant
dans les définitions (a) et (b) les inégalités f(z)<<f(w,) et f{m)<.f(m) par
f(@)>f(m) et par f(ax)>](x,) respectivement. Nous dirons enfin que f(x
est O_(N) au point z,, si f{—x) est C (N au point —a,, et on detmlt,
d’une fagon semblable les propridtés C'_(‘R), O_ (D), D_(9Y) et D* (N).

En examinapt Pallure de la fonction f{z) du cdté, droit et du coté
gauche du point z, en méme temps, on obtient 25 types différents d’al-
lure. Toutetois, ces 25 types ge raménent au 9 types suivants par un simple
changement des rdles jouds par le c6té droit et le edté gauche ou de
Pallure croissante et décroissante. Ces 9 types correspondent aux combi-
Daigons suivantes:

icm®
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(1) 0, 0_(NY; 2)  CLM), C_(MWy;
(3) LA, oL (@) 0. (), D_(M);
(5)  OL(M, D_(N) (6)  CL(OM), DL (M;
(1) C(), 0 (N 8 CL), 0_(%N;
9 0., 0_(W.
Nous allons démontrer dans ce qui suit que, parmi les types d’al-
Iure (1) & (9), les types (1), (2), (3), (B), (6) et (8) sont exceptionnels

dans un certain seus, & savoir que s1 la Ionetlon fiz) posséde une allure
d’un de ces types dang tout peint d’un ensemble E, 1’enserable E est la
somme de deux ensembles dont 1’un contient relativement peu de points,
tandis que I’ensemble des valeurs prises par f(xz) sur Pautre ne peut con-
tenir beaucoup de valeurs.

Par contre, les types (4), (7) et (9) représentent des types d’allure
ordinaires, p. ex. si la famille 9 ne contient que l'ensemble vide. C’est
évident pour le type (4); I’exemple suivant le montre pour le type (7):

T
ﬂm={

241 si x est un nombre rationnel;

si 2 est un nombre irrationnel,

en effet, cette fonction présente I’allure du type (7) er tout point irra-
tionnel. Considérons enfin la fonection bien connue construite par H.
Lebesgue qui ne prend gque des valeurs situées entre 0 et 1, maijs prend
chacune de ces valeurs dans tout intervalle. Si on modifie la définition
de cette fonction en lui attribuant la valenr 1/2 1a ol elle prend, d’aprés
sa définition primitive, la valeur 0 ou 1, on obtient une fonetion qui pré-
sente l'allure du type (9) en tout point.

3. Nous commencons par la démonstration d'un lemme,
(3.1) 8% flz) est O% (M) ow (O (MY, ou DT (N), ou DL(N)) en tout point
de Vensemble B, on o E=N-Q, ob NeN el {(Q) est dénombrable?).

Démonstration. 11 suffit évidemment de considérer le cas ol
f(z) est C3.(M) en tout point de B. Désignons par K, Pensemble des points
@, tels que

(3.2) el

1
(3.3) E [7 (@)<1 (m°)’w°<”<w°+7m]m’
(3.4) ‘ Ex][f(w):j(xo),mo+————nil<w<wn+ —71;]292

1) On .désigne par (@) l'ensemble des valeurs f(a), we@.
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On a
(3.5) E'=2En.
Tum=]1

En etfet, a,¢E étant donné, on trouve un nombre naturel », tel que
(8.3) est valable pour nzzny; si (3.4) était en défaut pour tout nzzm,,
on aurait pour tous ces entiers »

—E[ (wy=f 9’”0"';);":‘

|-

done

5 4, E[

n=ng

)3 8o By - ]em
et ceci entrainerait en vertu de (3.3) (qui est valable pour n=n,)

Elf(T)<f( 0) 3 o< &< - l]ecn

x “

oo qui est impossible d’aprés Phypothése que f(z) est €% (O1) au point z,.
Done, (3.2) implique (3.3) et (3.4) pour un entier » convenable.
Posons encore H,,=F, [m/(n+2),(m+1)/(n+2)]; on a évidemment

(3.6) EB,= Z By
M= 00

Congidérons maintenant un point acE,,.
d’aprés (3.3) (qui est valable pour zy=f)

Powr a<feB,,, on a

(3.7) A= E[ x)<f (), f<m<f+ ]
et .
pet g <ot <h

done, en vertu de (3.4), valable pour @y=q«,

B= E[ )y B< @< B+ ]

°E

f@)=f(a)yat —— <w<ad ]ecﬁ.

—[—l

On a par conséquent BeM, ce qui entraine impossibilité de la relation
BCA; on a done F(B)<f(a)

iom
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On a d’aprés ce qui précéde f(x)<f(a) pour zek,,, £>a. Puisque
d’ailleurs, en vertu de (3.3) qui est valable powr z,=a,

E[f(w)<f(a),a<m<a+%]e%,

la partie de Pensemble E,, qui est située du coté droit du point « est la
réunion d’un ensemble qui appartient 4 la famille N et d’un antre sur
lequel on a f{z)=f(a). En appliquant ce résultat & une suite {oy}eE.m
qui converge vers la borne inférieure de E,,, on obtient la relation

Ban=Npm+Qums 00 N, eN et f(Qnm) est dénombrable. La proposition
g'ensuit en vertu de (3.5) et (3.6).

Le théoréme suivant est une conségquence immédiate du lemme que
nous venons de démonter:

(8.8) 8i f(z) est du type (3) en tout point dun ensemble B, on o BE=N-+H,
oty NeN et f(H) est dénombrable.

Sur les points du type (3), on peut énoncer le théoréme suivant:
(3.9) 87 f(x) est du type (B) en tout point d’un ensemble E, on a BeR.

Démonstration, D’aprés le lemme (3.1), on a E=N-+Q, oli NeN
et f(Q) est dénombrable. On peut donc poser

Q=”Z: %

de telle fagon que f(z) soit constante sur chacun des ensembles @,. Dé-
signons par Q,, l'ensemble des points z, tels que

(3.10) o€ Qpy

(3.11) E[f(w)>f(wo),wn—% <@< wo]e%.
Posonsg enfin
p_p+1
Qnmp an. [m+1 m+1]

on a évidemment

el Led o0
BE=N+ 2 Z 2 anp-
=]l M=l P=—00

Considérons un point fe Qum,. La fonction f(z) étant constante
ST Q4D Qumg, ON & fla)=F(B) pour a<<f, a€Qum En appliquant la re-
lation (3.11) pour @,=p, on voit que la partie de Q,., qui est situde
du coté gauche du point § appartient 4 la famille R. En considérant une
suite {ﬂk}eQmp qui converge vers la borne supérieure de @, il s’en-

Collogwjom Mathematioum IV. 1 2

(3.12)
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suit que 'on obtient un ensemble appartenant 4 N si 'on considére ’en-
semble @y, abstraction faite peut-8tre de la borne supérieure de ce-

lui-ci. On a donc en tout cas an,,eg_t et la proposition en est une consé-
quence immédiate en vertu de (3.12).

Un raisonnement analogue fournit le théoréme suivant:
(3.13) 8¢ f(m) est du type (2) en tout point dun ensemble B, on a EeX.
La méme conclusion est valable pour les points du type (8):

(3.14) 8 f(m) est du type (8) en tout point dun ensemble B, on a BeR.
Démonsgtration. En vertu du lemme (3.1), on peut poser

E=N+ZQ’IL7

n=1

ot NeN et f(a) est constante sur chacun des ensembles @,,. Congidérons
Pensemble @, des points z, tels que

(3.15) Do Q,

(3.18) E[f(m)<f(wo),mo< o< @y %]e‘ﬁ

En posant enfin

Qﬂmﬂzlt)mn‘[—g‘ p+1]7

m—|——1’m+1
on a
(3.17) E=N+2 5 3 Quu-

==l M=1 P=—00

Les relations o &@Quuyp: f € Quny, a<<f entrainent f(a)=f(8), done
g][f(w)<f(ﬁ),a<¢lf<ﬁ’]=@,’[f($)<f(a),a<w<ﬂ]-

Daprés (3.16), qui est valable pour my=q,

Eif@)<f@,a<o<pICE [f(w)<f(a>,a< a<at %] eN,

d’on

Eli@<t#),a<a<plen,

z
ce qui est impossible, f({z) étant O_ (N) au point §. Vu cette contradiction,
Pensemble Q,.., ne peut posséder qu’un point an plus et, d’aprés (8.17),
on en obtient aisément la proposition.
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On peut énoncer un théordme un peu moins simple sur les points
du type (6):
(3.18) 8 f(@) est du type (6) en tout point Aun ensemble E, cet ensemble
‘ est de la forme BE=N+R, ol Nsﬁ, et on peut couvrir Pensemble
R avec une suite d'intervalles ouverts tels que f() est constante sur
chacun d’eux, exception faite des points d'un ensemble qui appar-
tient & la famalle N,

Démonstration. D’aprdés (3.1), on a de nouveaun
E=N+2Qm
Nl

olt NeN et flw)=2g, pour ze@Q,. Soit @, l'ensemble des points x, tels
que

(3.19) %€ Qns
1
(3.20) JiX [f(m)< F{&0) s B 2Ly +- 7@]6%,
1
(3.21) E[f(m)>f(wo),wo-a<w<mo]scﬁ,
et posons .
N 211_]
Qnmp=Qnm [/’my w1 .

On a évidemment

(3.22) B=N+3 3 3 Quup
=1 m=1 p=—oc
Si l’ensemble Q,,, contient au moins deux points, 80ib aeQuumy,
B¢Qump, o<f. En appliquant (3.20) pour @,=a et (3.21) pour @,=4f,
et d’aprés égalité f(a)=7(f)=0,, on conclut que

Ef(2) % en o<z fle R,

Appliquons le résultat que nous venons d’obtenir & une sx}ite {ax} € Qumg
qui converge vers la borne inférieure de Qump et & une suite [ﬂk}eQmp
qui converge vers la borne supérieure du méme enserable. On obtient
de cette fagon que Qu.,, abstraction faite peut-étre de ses bornes supé-
rieure et inférieure, est contenu dans un intervalle ouvert tel que f(x)
est constante dans celui-ci, exception faite des points d’un enﬁemble
qui appartient & la famille N. On a done Quup=Rump+ Snmpy OU Sumyp
contient un nombre fini de points et R, peut &tre couvert avec un

2%
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intervalle de la propriété indiquée. La méme chose est valable si @,
ne contient quun seul point, R, étant vide en ce cas. En vertu de (3.22),
la proposition en est une conséquence immédiate.

On arrive enfin au théoréme suivant sur les points du type (1) dont
le cas particulier correspondant au cas ou la famille N ne contient que
Pensemble vide a été démontré (méme pour des fonctions réelles défi-
nies dans un espace métrique séparable queleonque) par Sierpinski [77:

(3.23) 8 f(x) est du type (1) en tout point dun ensemble B, on a BeN.
Démonstration. Soit B, 1'ensemble des points z, tels que
(3.24) TpeH,
1
(3.25) E[i(m)é/(wo),()< oo — g} < F]e‘ﬁ,
@®
et posons
m m+1
Eym=E e |
o = n” [n+1’ n—!—]]
On a évidemment
(3.26) E=3 3} B
=l M —0

La relation «el,, entraine

(3.27) E[f(m)éf(a),meEnm,m:/:a]em.

8i f(x) prend une valeur maximale sur Pensemble E,,, en un point
Ty, de celni-ci, on conclut de cette relation en Pappliquant pour e=z,,,
que l'engemble F,,, appartient, abstraction faite du point ,,, & N. Si
f(z) n'a pas de valeur maximale sur %,,, on applique (3.27) & une suite
{ak}eE’m telle que f(ay) tend vers la borne supérieure de f(z) sur H,,
et on obtient gue %,,,eN. Il s'ensuit dans 'un et Pautre cas que E,,me-‘:ﬁ-,
done, d’aprés (3.26), que EeN, ce quil fallait démontrer.

4. Nous examinerons dans ce qui suit une classification de T'allure

d'une fonction du point de vue de la croissance ,approximative”. Nous
dirons que

(@) f(=
point @, Ia densité extérieure z6ro;
() f(®) est T} aw point ,, si ensemble B i@ <f(m), x> 2] & au
&z

point @, la densité extérienre zéro, mais Pensemble [ [f(w
x

) est I', au poini m,, si Pensemble [ E[i(w)§f (@) ;> my] & AU

V<K (@) 0> @)
a une densité exférieure supérieure positive an point my;
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(e) f(z) est £, au point x;, si les ensembles E [f ()<< flg) 0> 2]

et E[]‘

au pomt Zy.
En remplagant dans les définitions (a) et (b) les inégalités f(xz)<f(w,)

)< f (@) par celles f(o )>f(mo) et f(x)= f(z,) respectivement, on arrwe
+ €6 4%. Nous dirons ewsuite que f(x
est I'_ au poink @y, si f{—a) est I', an pomt —LO, et on définit d'une far
con analogue les proprmtés re, Q_ A_ et A%

Tout comme au n° 2, on aura & examiner les 9 types d'allure sui-

vants:

2)>> f(,), > x,] ont une densité extéueure supérieure positive

et flz
& la défmltlon des propmétés

@y I, Tl 2y Iy, T (3 Iy, I
(&) Iy, 4 5y I, 4_; (6 I3, 4%
(7 Iy, 22 8y I, Q_; 9y  2,, L_.

Parmi ces types d'allure, les types (1), (2), (3'), (8'), (6") et (8)
sont exceptionnels en certain sens, c’est ce qui sera prouvé par les thé-
orémes qui vont suivre. Par contre, les types (4'), (7') et (9') sont des ty-
pes ordinaires, ce qui est évident pour le type (4'). Le type (9') se pré-
sente presque partout pour toute fonetion qui posséde presque partout
les nombres dérivés approximatifs supérieurs égaunx 4 oo et ceux in-
férieurs égaux 4 —oo. Khintchine [4] a donné la construction d'une fon-
ction de cette propriété (qui est méme eontinue).

Quant au type (7'), la fonetion suivante présente ce type d’allure
dans les points d’un ensemble de mesure extérieure positive. On consi-
dare d’abord deux ensembles P et @ sans points communs et dont la ré-
union égale la droite entiére — oo << -+-oo et tels que la densité exté-
rieure de P'un et de I’autre égale 1 en tout point #, —oo <4< oco. (Pour
1o construction de deux ensembles de cette propriété, voir p.ex. [1],
D. 352-354.) On définit alors la fonction f(z) comme suit:

zeP,
zeQ);

[ @

l o1

pour
(@)= poux
f(z) sera du type (7°) en tout point weP.

Tes ensembles P et @ de 'exemple précédent, et avec eux la fonction
f(«) elle aussi, ne sont pas mesurables. Nous allons voir plus loin que le
caractére non-mesurable de la fonetion j(z) est nécessaire dans cet exem-
ple, car en se bornant & des fonetions f(#) mesurables, le type (7) de-
vient exceptionnel lui aussi
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5. On commence de nouveaw par un lemme.
(5.1). 8% flw) est I'y (ou A%, ow I, ou A%) en toul point d'un ensemble
E, on ¢ E=N4Q, ot |[N|=0 et [(Q) est dénombrable.
Démonstration. Il suffit de considérer le cas ol f(x) est I'; en

tout point de E. Soit E, Pengemble des points zy¢ E tels que la densité
extérieure supérieure de ’ensemble

E @) < fay), 2> 2]
€@
dépasse 1/n au point o,. Désignons par E,,, ’ensemble des points =, tels que
(5.2) g€ By,
A 1
) B ()< f (@), o< m< i+ ]| << o b pour O<h<2™,
(5.4) |E [f wo wo“" &)—m—l<m< 2yt 2—m]| 2_m—
On aura alors
(5.5) E= Zl Z_‘{Eﬂm
En effet, la relation
E=YE,
Nazl

étant évidente, considérons un point e H,. On peut choisir un nombre
naturel m, tel gue (5.3) soit valable pour m>=m,. Si (5.4) était en défaut
pour tous ces nombres m, on aurait pour m =m,

( ZE [f(@)=F{a) 0+ 27" <o <+ 27" < —2};; -27m,

et cela entrainerait pour 0<<h<<2~™ I’inégalité

[E[f (2y=1(z0)s wn<m<wo+h}|<|E[f F{@a) s <@ < wn‘!‘o—ml]l

1 2—'m—1 — 7.1_02"1"’1
MM mn, 2n ’
olt nous avons posé 2"™ l<h<{2"™, On aurait donc

1
FIEf@)
done la densité extérieure supérieure au point # de Pensemble

E[f

1 1
= (@), @ <o <2+ h]l < ——r2M gt
2n n

Fla),o>2]

icm
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ne pourrait pas dépasser 1/n. L’ensemble
Eli

ayant la densité extérieure zéro au méme point, z, ne pourrait pas
appartenir & F,, et cette contradiction prouve l’existence d'un entier m
tel que (5.3) et (5.4) soient valables, c’est-b-dire qu'on ait xyeE,,. On
a démontré par 14 la relation (5.5).

Ceci établi, posons By =Lpm (227", (p+1)-27™""]. La formule
(6.5) entraine évidemment que

5.6) E=2 2 2 Enmp‘

n=1M=1 p=-—o0

S0it aeBump ) feBpmpya<p. OB 2 a<f <o 2-™% dome 0<< a4 27" —
—f<2"™, En appliquant (5.4) pour #,=a, on obtient

|E @)=
ot, en vertn de (3.3) qui est valable pour a,=p, il s’ensuit
(5.8) |[Ef(@)<f(B)yat+2 " <o <a+27"]]

<|Elfl@) <

1
< —- {a4-27"—
6n

V<f (@), 2>0, ]

1
(5.7) f(0),a+2" <o <ot 27> o 27T

BB <m<at27"]|

1
h< on 3n
8i Pon avait f(8)>f(a), (5.7) et (5.8) serajent en contradiction; on

a done f(a) =f(8) pour ceBpmys B€Bump, a<p.

On a démontré ainsi que la fonetion f(x) est non-décroissante sur
Vensemble B,,,, par conséquent elle prend sur cef ensemble toute va-
leur y une seule fois au plus, exception faite d'un ensemble dénombra-
ble de ces valeurs. En désignant donc par A l'ensemble des points @ € By,
tels que f(x) prend la valeur f(m,) une seule fois sur I'ensemble Hymp,
on a pour Tyed

Ezwed,z>x1CE[f(@) <fl@),z>n5],

ce qui entraine que la densité extérieure au point z, de Pensemble

Elwed, 5>m,]

est égale & zéro, tout comme celle de lensemble figurant au second
membre. Il g’ensuit que |4[=0.

On peut done poser By,,=4-+B, ot |4]=0 et f(B) est dénombra-
ble, et, d’aprés (5.6), on en conclut la proposition.. .
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Le théoréme suivant sur les points du type (3') et sur ceux du
type (6") est une conséquence immédiate de ce que vous venons de
démontrer:

(8.9) 8¢ f(x) est du type (3") ou (6') en tout point d'un ensemble B, on
a E=N-1@Q, o |N| =0 et {/Q) est dénombrable.

On pourrait attendre gue, comme au théoréme (3.18), si f(z) est
du type (6') en tout point de E, on ait B=N-+R, olt |N{=0 et qu’on puisse
couvrir R avec une suite d’intervalles ouverts tels que f(a) soit constante
dans chacun d’eux, exception faite des points d’'un ensemble de mesure
nulle. Cette proposition est tout de méme faunsse. Soit p. ex. P len-
semble parfait non dense que l'on obtient de Pintervalle (0,1)=1I par la
construction connue de Cantor, mais en la modifiant de fagon que la lon-
gueur totale des intervalles gu’on reléve & chacur des pas de la construc-
tion égale la longueur totale des intervalles qui sont restés aprés le pas
précédent, multipliée par ¢, (au pas P,), ol les nombres 0<c,<1 sont
choisis de fagon que le produit infini

7ﬁa—m

converge vers une valeur positive. Si j(#) désigne la fonction caracté-
ristique de P, f(x) est du type (6’) en tout point de P ol celui-ci a la den-
sité égale & 1'unité, done en tout point d’un ensemble de mesure positive.
Mais il est aisé de voir que tout intervalle ouvert qui contient au moins
un point de P, contient une partie de mesure positive de P et — évidem-
ment — une partie de mesure positive de I—P. La fonction f(x) n'est
done constante en aucun intervalle ouvert en question, ni méme si I'on
ne tient pas compte des points des ensembles de mesure nulle.
Tl est aisé de démontrer le théoréme suivant:

(5.10)

Démonstration. Bn vertu de (5.1), E est de la forme

8i f{w) est du type (B') en tout point Pun ensemble B, on o |B|=0.

—E=N+"ZIQM

ol on a |N|=0 et f(x) est constante sur chacun des ensembles ¢),. Il
s’ensuit pour ®,€Q,
EweQ,,z< 2] C ) [f () 2 (o), < @]
T x
L’ensemble au second membre a la densité extérieure zéro au point
#, par hypothése, la méme proposition est done valable pour lensemble
au premier membre, ce qui entraine {Q,|=0 et on en conclut |B|=0.
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Un raisonnement analogue nous conduit au théoréme suivant:
(8.11) 8i f(x) est du type (2') en fout point dun ensemble E, on a |E|=0.

La démonstration du théoréme suivant sur les points du type (8)
est un peu moins simple:

(5.12) 8i f(=m) est du type (8') en tout point dun ensemble E, on o |B|=0.
Démonstration. On a @aprés le lemme (5.1)

(5.13) B=N+54.,

- ot [N|=0 et f(z) est constante sur chacun des ensembles ¢,.

Soit @, 'ensemble des points , tels que
(5.14) @, eQy,
(6.15) la densité extérieure supérieure au point x, de I’ensemble
@[f (2)<f (@) y o<t ]
dépasse 1/m.

Désignons enfin par @, Pensemble des points x, tels que
(5.16) %o €Q s

(817 |E (@) <f(@),m<a<m+h]|<h/2m pour 0<h<l/p.

On a évidemment

Qn= S: Z‘.ﬂ anp‘

Mm=1 p=1

(5.18)

Désignons par ¢, la valeur constante que f(z) prend sur @,. A tout
point aeQ,y, correspond une suite |z} telle que

(519) - 0, Ek—>0

eb 1

(5.20) !E[f(m)<cn,a——sk<m<a]}>-ﬁ &y
E

en vertu de (5.18). Pour g<1/2p, ensemble @,,, 0’2 pas de poiuts
communs avee lintervalle (a— 2g,,0—¢g,). En effet, on aurait au cas
contraire un point e Quuy, a—2e<<f<a—eg; d’aprés (5.17)

, 1 1
!Ig[i(w) <68 <z<d] <o (a=B)<—a,

c¢e qui est en contradiction avec (5.20).
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D’aprés ce qui précéde, on a
1@y [a— 21, 0]} g,
done, en vertu de (5.19), la densité extérieure supérieure de @, au
point « pe peut pas étre plus grande que 1/2. On en conclut |Q,,,.,| =0,
et, vu (5.18) et (5.13), la proposition s’ensuit.
Nous démontrons enfin le théoréme suivant:

(8.21) & (=) est du type (1’) en tout point dun ensemble B, on o [B|=
Démonstration. Soit E, Pensemble des points @, tels que
(5.22) w,e R, _
(5.23) |E[f(a: ) <flw) ] I|<1I1j2 pour tout intervalle I tel que myel
et [I]<1/n.
On & évidemment
(5.24) E= Z‘E,,,

Considérons un intervalle I tel que E, - 150 et que [I|<1/n. En posant
=sup f{z},

g Enl
choisissons une suite {o;} telle que age B, eb, si f(x)
leur y sur 'ensemble B, -I, que
Hla)<fle) <oy flag)—y,

8i par contre f(z) prend la valeur y sur 'ensemble &, I, que f(a;)=
On a dans I'un et autre cas

ne prend pas la va-

Ak_E[f o)1 TC dyys
et
(5.25) B,-IC> A4,.
k=1

On a pour tout point we B, - I, d'aprés (5.23), |4, <
ensembles A4; formant une suite ascendante,

[I1/2, et, les

| 2 dy] =1im|d,|,
k=1 k—roo

done, en vertu de (5.28), B, Il <|I]/2.

Ceci étant valable pour tout intervalle I de longuewr <1/n et ayant
de points communs avee B,, celui-ci ne peut avoir la densité extérieure
égale & I'unité en aucun de ses points, done |B,|=0. La proposition en
découle en vertu de (5.24).
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6. Nous sapposerons dans ce qui suit que la fonction f{z) soit me-
surable. Auprés des théorémes démontrés dans le n° précédent, on peut
énoncer sous cette hypothése des propositions plus préeises. On a d’a-
bord, au licu du lemme (5.1), le lemme suivant, presque évident, dont
la conclusion est pourtant plus précise que celle de (5.1):

(6.1) 8i f(x) est mesurable et si elle est I'y (ou AL, ouw I, ou A7) en
tout point d'un ensemble E, Uensemble f(E) est dénombrable.

Démongtration. Il suffit de considérer lo cas ol f(z) est I} en

tout point de B. Tl est aisé de voir que si zye, ensemble [ [f(2)=7(x)]

est de mesure positive. Or, f{x) étant mesurable, I’ensemble des valeurs
que la fonction f(x) prend sur un ensemble de mesure positive est dé-
nombrable, d’oit déeoule la proposition.

Fn s’appuyant sur (6.1), on peut démontrer au lien de (5.9) le fhé-
oréme suivant plus préeis:

(6.2) i f(w) est mesurable et si elle est du itype (3') ou

d'un ensemble E, Vensemble f(E) est dénombrable.

Nous allons démontrer encore que, pour les fonctions mesurables,
le type d’allure (7') est exceptionnel en certain sens. Pour la démonstra-
tion de ce fait, nous aurons besoin de quelques propositions auxiliaires.

En désignant par fi(#) le nombre dérivé approximatif inférieur
3 droite de la fonction f(x), on peut d’abord énoncer la proposition sui-
vante:

(6.3)

(6’) en tout point

8i f(w) est mesurable est si Von a [i(#)>—oco pour wel, la déri-
vée appromimative f,,(n) existe et elle est finde presque partout sur B.

Oe théoréme fut démontré par Denjoy [3] et Khintchine [4,5].
(6.4) Si f(x) est mesurable et $i on o fo,(#)=0 pour zeK, on a |f(K)|=0.

Remarque. Cette proposition peut &tre déduite — méme sans
faire usage de I’hypothése de la mesurabilité de f{w) — des théorémes
de la p. 290 du livre de Saks [6]. Nous en donnons pourtans la démonstra-
tion puisque, en ne considérant que des fonections mesurables, elle peut
étre simplifiée en certaine mesure.

Démonstration. En vertu de la formule
f(E)y= 3 fE-[n,n+1]),
N=—00
on peut supposer que lensemble K soit borné, KC(a,b)=I. Posons
pour —oo<lY< 400
<y,wel].

y)=]§][f(m)
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f(z) étant mesurable, on & pour a<f
{6.5) IEle<f(@)<f,well=F(B)— F(a).
T
Congidérons un nombre £>0. Pour zeK, la rvelation ;f;p(mu)=0

entraine que l’ensemble
F (@) — f (@)
Py QAL A
xE[ = &— &y <8.

a au point @, la densité 1, donc
1 3
(6.6) ,hlfo 7L—|E[—s(w—wo)$f(w)——f(wo)<8(w—w),wo<w<mo+ h)=1
[ &
On a évidemment

@ [— e(m— @) <f ()~ f (@) <e(w— mp) , By < <L09+ B
C E [—eh<f () ~F (2s) <eh, o<t <@y +h] C (2,29 +h),

done, d’aprés (6.6), a fortior:
(6.7) 1E[—gh<f — f@y) < ehymy< w << my - ]| =1.

Pour & suffisamment petit, on a (x,2,+h)CI et alors
[ —sh<<f () — (a00) <eh, 2, <w <o +h]

Cg}D‘(%)—8h<f(m)<f(wu)+eh,we'1],
done, d’aprés (6.5),
B(f (a00) 4 eh)— F(f (a05) — eh)
>]§[—-eh<f(w)—-f(mo)<8h,%<w<$u-l— R},
d’ol1, en vertu de (6.7),

T F(f (w0)+ eh) — B(f () — Eh)
Bert0 2eh 25

done, £>0 étant arbitraire,

i F(f (@) + 8)— F(f (w5)— ) = too.
8rt0 26
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La dérivée F'(y) n’existe done pas au point y=f(x,), si z,eK. La
fonetion F(y) étant non-décroissante en vertu de (6.5), sa dérivée finie
existe presque partout, on a done |f(K)|=0.

Il nous est maintenant possible de démontrer le théoréme suivant -
sur les points du type (7'):

(6.8) 8i f(x) est meswurable et du type (7') en toui point d'un ensemble E,
on a E=N+K, oi |[N|=0 et |f(K)=0.
Démonstration. L’ensemble

E[f )<F (@) %0 <]

ayant pour xeel la densité zéro au point x,, on a, pour tous ces 2,
[ (#)=0. On a d’aprés (6.3) E=N--K, ot [N|=0 et f () existe et
est finie pour ze K. D’aprés ce qui précéde, Pindgalité f, ()20 est va-
lable pour wyeX; mais fo,(#)>0 est impossible, car, f(z) étant 2_ au
point @,, 'ensemble

EU 1> 1)y <]

ne peub avoir la densité zéro au point @,. On a done f,,(x)==0 pour weK
ce qui entraine en vertu de (6.4) I'égalité |f(K)l=
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