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Remarque. Les identités (6), (8), (10), (12), (13), (18), (18), (17)
et (20), qui sont de la forme

o~ 7
2y =P,

peuvent &tre représentées dans la forme équivalente

pour &,y>1.
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SUR DEQUATION '+ p41=3y"
PAR
A BSCHINZEL BT W. SIERPINSKI (VARSOVIE)

Léquation #*+w-+1=3y" a déja son histoire. En 1950 R. Oblath
supposait gue eette équation n's pas de solutions en nombres naturels
z,y, oL @ est impair, sauf 2=y=1"). Or, la méme année, T, Nagell & com-
muniqué la solution =313, y==1812). Le but de la note présente est de
trouver toutes les solutions de cette équation en nombres naturels x,y.
Nous démontrerons le théoréme suivant:

TuEoREME. Toutes les solutions de I équation

(1) r4r4-1=3y*

en nombres naturels z,y sont contenues dams la suwite infinie (x,,¥,)
(n=1,2,...), ok ®;=y,=1 et oi les nombres x, et y, pour n=2,3,... sont
définis par les formules de recurrence

(2) Ty 1= Tz, + 12y, 3, Ynyr== 4, + Ty, + 2,

pour n=21,2,..

Démonstwtlon Supposons que x,y est une solution de I’équa-
tion (1) en nombres naturels, oit z>1. On vérifie sans peine que I’équa-
tion (1) n’a pas de solutions en nombres naturels ,y, ot #=2,3,4,5,6,7,8
ou 9. Done, si ¥>1, on a z>10.

Nous prouverons gu’on a les inégalités

(3) 2y < To+3, Ty>4x+2, dy>2+1.

Sl Stait 12 1/>7Jc—}-3 on aurait 144y? >49ﬁ°+ 420 +9, et, comme,
d’aprés (1), 14dy® =482" 48248, on aurait #° < 6x+39, Aol (x—3)*< 48
et, comme @310, 7°<48, ce qui est impossible. La premiére des inéga-

lités (3) est ainsi démontrée.

1) R Oblath Uber die diophantische Gleichung ®*—1=2y%, Acta Mathema-
tica Academiae Scientiarum Hungarieae I (1950), p. 114, Satz 1.

*} L. ¢., p. 321. Il est & remarquer gue dans Mathematical Reviews 13 (1952),
p. 625, léqna‘mon wi+m41=3y* est éerite avec une faute d'impression (comme
22 w4 ] =v3),
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il était Ty<dw+2, on aurait 49y°<16a’+ 16244 et, comme, d’ap-
185 (1), 162% + 16w+ 16 =48y%, on aurait 49y°<48y°—12, ce qui est impos-
sible. La deuxidme des inégalités (3), et par la aussi la troisiéme, se trou-
vent ainsi démontrées.

Posons maintenant

4) E=To—12y+8, g=-—4do+Ty—2.

Daprés (3) on trouve £>0, n>0 et z—£=12y—62—3==3(4y—22-1)
>0, done &<a. !

Or, d’aprés (4) on trouve

£ 41— 8= (To— 12+ 3)(To+ 12y + 4)+ 1~ 3(— da+ Ty — 2’
=+ w4 1— 39,
done, d’aprés (1), £4-é+1=237"

Ainsi, si (z,y) est une solution de I’équation (1) en nombres naturels
2,9, ol #>1, les nombres £ et 5 définis par les formules (4) donnent une
solution de I’équation (1) en nombres naturels plus petits respectivement
que les nombres @ et y.

Posons

g(z,y)=(To—12y+ 3,— 4o+ Ty—2)
(g(z,y) est done une fonetion qui transforme le point (z,y) du plan en
le point g(z,¥)).

Nous pouvons done dire gu'en partant d’une solution (z,y) de
PPéquation (1) en nombres naturels @, y, ol #>1, on obtient une nou-
velle solution (£,7)=g(=,y) de cefite équation en nombres naturels &,
ol é<a.

8i £>1 nous pouvons de méme obtenir une nouvelle solution (£,'y")=
=g(&,n)=g9(z,y)=g%(x,y), ot &< ¢, et ainsi de suite. Une suite d’en-
tiers décroissants >1 ne pouvant étre infinie, on arrive pour un nombre
naturel n & une solution (u,v)=g"(@,y) de ’équation (1) en nombres
naturels %, v ol w=1, done & la solution (1,1).

Done, si (z,y) est une solution de I’équation (1) en nombres naturels,
oll #>1, il existe un nombre naturel n tel que

(8 9" (#,9)=(1,1).

Posons maintenant
(6) flo,y) = (To+ 12y + 3, b+ Ty + 2).

On vérifie sans peine que f(g(w,y)):(m,y) et on en déduit que
g z,y)=(x,y). La formule (5) donne donec (@,y)=f"(1,1).

D’autre part, en posant

o="Te+12y+3, y=42o+Ty+2,
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on vérifie sans peine que
# -+ o+ 1—3yi= (To+ 12y + 3) (To+ 12y + 4) -+ 1— 3(da-- Ty + 2)°
=2+ -+ 1— 3?/27

d’olt il résulte que si @,y est une solution de I’équation (1) en nombres
naturels (z,y), f(x,y) est aussi une solution de I’équation (1) en nombres
naturels respectivement plus grands que les nombres z et 4.

Il en résulte tout de suite que toutes les solutions en nombres natu-
rels de Iéquation (1), et seulement de telles solutions, sont countenues
dans la suite infinie

(L1, FLL), F 1), H(11,),...

Vu la formule (6) notre théoréme se trouve démontré.

Ainsi la solution de "équation (1) en nombres nafurels #,y qui sont
les plus petits, tels que x>1, est =22, y=13. La solution suivante est
x=313, y=181, done celle qui a été donnée par T. Nagell. Elle est suivie
par la solution #=4366, y=2521. 11 y a une infinjté de solutions de I’é-
quation (1) en nombres naturels x,y. On voit aussi sans peine que les
nombres &, sont impairs pour » impairs et pairs pour n» pairs.

A. Rotkiewicz a remarqué qu’en partant des solutions de ’équation
(1) en nombres naturels #>1 et y on peut obtenir tout de suite toutes
les solutions en nombres naturels z et y de 1’équation
(%) (1)=& =y

En effet, supposons que les nombres naturels = et y satisfont & 1é-
quation (*). En posant £=3z-+1 on obfient les nombres naturels x>1
et y, satisfaisant & 1'équation (1). :

D’autre part, si les nombres naturels #>>1 et y satisfont & équation
(1), on a (z—1Y=3(y*—=x), d’ott il résulte que le nombre naturel z—1
est divigible par 3, donc #—1==32, ol z est un nombre naturel, et on a
328 =y’ —g=1y®—3¢—1, ce qui prouve que les nombres z et y satisfont
& Iéquation ().

Ainsi des solutions (22,13), (313,181), (4366,2521) de 1’éguation (1)
on obtient les solutions (7,13), (104,181), (1455,2521) de l'équation (x).
Léquation (*) a été déjd étudide’). E. Trost*) a démontré gue si les nom-
bres naturels z et y satisfont & I’équation (), le nombre ¥ est une somme
de denx carrés consécutifs, par exemple 13= 2°-+35%, 181=9"1-10% 2521=
35% 1367,

%) American Mathematical Mouthly 53 (1946), p. 464-465.
¢) E.Trost, ibidem 57 (1950), p. 189-190.
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