I’OEUVRE SCIENTIFIQUE DE EKAZIMIERZ ZORAWSK]
PAR
W. SLEBODZINSKI (WROCLAW)

Kazimierz Zorawski est né le 22 juin 1866 & Szezuczyn, dans Parron-
dissement de Ciechandw. Ses études secondaires achevées, il étudia les
mathématiques, de 1884 A 1888, & I'Université, alors russe, de Varsovie.
C’est 1& qu’il obtint sa licence des sciences mathématiques, ayant pré-
senté une thése d’astronomie, fondée sur ses propres observations. Dans
les trois années qui suivirent, il continua ses études mathématiques en
Allemagne, aux universités de Leipzig et de Goettingue. Le séjour de
Leipzig allait décider de son essor scientifique et en déterminer la direc-
tion; c’est 14 que professait alors Sophus Lie, fondateur de la théorie
des groupes continus. Le premier travail scientifique de Zorawski [1]%)
était di & Vinitiative de I'éminent Norvégien; le travail a valu an jeune
savant le grade de docteur, accordé en 1891 par I'Université de Leipzig.
Presque immédiatement, car en 1892, Zorawski débuta dans le haut
enseignement, d’abord agrégé & PFeole Polytechnique de Lwdw et & par-
tir de depuis 1895, professeur extraordinaire 3 1'Université Jagellone de
Cracovie. Il y fut nommé en 1898 professeur ordinaire et vemplit ensuite
la charge de doyen de la Faculté de philosophie (1905/06) et celle de
recteur (1917/18). Rentré en 1919 4 Varsovie, il professa successivement
a I'Heole Polytechnique ot 4 I'Université, jusqu’d sa retraite en 1936.
A ce moment, il fut nommé professeur honoraire de 'Université de Var-
sovie. La retraite n’interrompit point son activité sciemtifique; il s'y
‘voua jusqu’d ses derniers jours. Il mourut le 23 janvier 1953, en laissant
de nombreux manuserits.

Ses mérites scientifiques lui ont valu Pinvitation de ln part de plu-
sieurs sociétés scientifiques: il fut membre de 'Acaddémic Polonaise des
Sciences ¢t des Lettres & Cracovie, de la Société Royale Tehdque des
Sciences et des Lettres, de Ia Société des Sciences et des Lettres de Var-
sovie; en 1951, il fut nommé membre honoraire de UAcadémic Polonaise
des Sciences.

Nous venons de dire que Zorawski efit pour maitre Sophus Lie,
fondateur de la théorie des groupes continus. Rappelons que cette théorie
doit son origine au probléme suivant: quelles simplifications peut-on

') Les nombres en crochets se rapportent & la bibliographie.
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obtenir dans le procédé d’intégration des équations différentielles et de
celles aux dérivées partielles, si I'on en soumet les variables & de diver-
ses transformations, et comment peut-on classifier de telles équations,
d'aprés divers genres de transformations? Une analyse méthodique et
approfondie du probléme avait amené Lie & construive la théorie des
groupes continus, disciplie autonome de mathématiques ayant des
notions et des problémes propres & elle. Lorsque Zorawski arriva & Leip-
zig, pour y suivre les cours de Lie, cette théorie représentait un champ
de recherches récemment découvert: plusieurs mathématiciens éminents
8’y vouaient avec grand intérét, en poussant les recherches dans deux
sens principaux. Les uns — surtout Engel, Killing, Cartan — s’oceupaient
de la structure des groupes finis de Lie, comme on Pappelle de nos jours,
ils étudiaient done les groupes, abstraction faite de leur réalisation, aun
moyen de diverses transformations; les autres, Klein, Picard, Vessiot,
Tresse et Zorawski, s’intéressaient avant tout aux applications de la thé-
orie des groupes & la géormétrie et aux divers domaines de I’analyse. Pour
Zorawski, le probléme préféré fut celui de I’équivalence de deux &tres
analytiques ou géométriques, par rapport & un groupe de transformations;
epn d’autres termes, le probléme de construire un systéme complet d’in-
variants différentiels de tels objets. Un autre domaine de son travail
créateur a été la théorie d’invariants intégraux, due & Poincaré et & Lie,
constituant, elle aussi, & cette époque, un champ de recherches récem-
ment découvert. Dans les deux branches de mathématiques, Zorawski
a abouti & des résultats importants que nous allons présenter dans la suite.
T1 convient de remarquer que quelques-uns de ces résultats, publiés uni-
quement en polonais et par conséquent inconnus aux savants étrangers,
ont été ensuite obtenus indépendamment par d’autres mathématiciens.
Passons 4 lanalyse des travaux les plus importants de Zorawski.

1. THEORIE DES FORMES DIFFERENTIELLES

Cest de ce domaine que reléve le premier ouvrage du savant, sa
thége de doctorat [1] déja mentionnée, publiée en polonais et en allemand.
L'objet en fut le probléme suivant: étant donné deux surfaces d’espace
ordinaire, peut-on en obtenir une de lautre par la déformation, & une
symétrie prés? En termes plus précis: peut-on établir, entre les points
des deux surfaces, une correspondance biunivoque et différentiable,
telle que la métrique soit identique sur les deux surfaces? Il s’agit, bien
entendu, d’une métrique induite par celle de ’espace euclidien ambiant.
Une telle métrique est déterminée, sur les deux surfaces respectivement,
par les formes différentielles de deuxidme degré:

(1) ds = Bdu-+ 2Fdudv+ Qdv, ds—= Edu--2Fdudv+ Gdv.
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Du point de vue de lanalyse, le probléme se réduit & étudier s'il
existe la transformation de la forme

(2) T=g(u,), T=y{u,v), :

qui traduit Pune des formes (1) en Pautre et, si tel est le cas, & détermi-
ner cette transformation. D’habitude, le probléme s’exprime plus bris-
vement: constatber si les formes (1) sont équivalentes par rapport au groupr
général de transformations de la forme (2). Le probléeme se réduit dom
4 celui de construire un systéme complet d’invariants différentiels
la forme ds® par rapport au groupe général. Nous appelons invariant dif
férentiel @ordre p chaque expression

”‘—_ 'R
ou’

composée des variables %,v, des coefficients H, I, G et de leurs dérivées
jusqu’a Pordre p, si cette expression ne change pas de valeur pour les
transformations du groupe, c¢’est-a-dire 'l y a Véquation

o
@ (u,'u,E,F,G on ),

.
@('MULE(E) =¢(mzfz:f?:”-)

u %
ol &, F, @,... désignent des valeurs, établies pour la forme dérivant de
ds® par transformation (2). Or, Zorawski a montré comment il faut dé-
terminer les invariants en question; il a établi le nombre d’indépendants
pour chague ordre; il a aussi évalué effectivement quelques-uns de ces
invariants d’ordres inférieurs. Il les a appelés invariants de Gauss, l'infime
d’entre eux, d’ordre 2, ayant été découvert par Gauss (la courbure de
Gauss). Le méme travail contient aussi des considérations sur deux prob-
lémes étroitement liés. Admettons notamment qu’s la forme ds* viennent
g’ajouter des fonctions fy,f,,... des variables u, v, ou bien une équation
de la forme v=7F(u); pour le systéme composé de la forme et des fonctions,
ou pour celui qui I’est de la forme et de I'équation, il se laisse formuler
des 1_)1'0b1émes analogunes au précédent. Ces problémes ont été résolus
par Zorawski qui montra comment évaluer les invariants de Dun et de
P'autre systéme (invariants de Beltrami ¢t de Minding).

Ce travail de Zorvawski peut &tre, avee raison, appelé clagsique: telle
en est la construction et la méthode; chaque considération, chaque cal-
cul sont poussés jusqu’a ce que le probléme soit entidrement épuiséd. Aussi
le travail a-t-il été toujonrs trés appréeié des spéeialistes; on le cite
encore aujourd’hui. Sophus Lie, dang Vanalyse qu'il faisait, aun troisidme
volume de son oeuvre fondamentale?), de divers travaux consacrés aux

%) 8. Lie, Transformationsgruppen, 3. Abschnitt, p. 810.
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groupes de transformations, a éerit & propos de cet ouvrage: »pParmi les
dissertations leipzigoises, notons encore le bel ouvrage de Zorawski sur
les invariants de la déformation... Trds habilement, Zorawski y a effec-
tué des calculs difficiles et compliqués, indispensables & la résolution
du probléme. Ce travail relevant des invariants différentiels, je ne fais
ici que le mentionner, dans Pintention d’y revenir dans un livre que je
me propose d'écrire sur les invarviants différentiels”*). Dans son livre
gur le développement des mathématiques an XIX® siécle), F. Klein a Te-
marqué avec raison en quoi consiste Uimportance de la thése de Zorawski,
notamment en la démonstration quil n'y a pas d’autres invariants
dordres inférieurs, outre cenx dont le sens géométrique est simple
et qui avalent été connus depuis longtemps.

Aux formes différentielles de deuxidme degré, Zorawski a consacré
encore trois autres travaux [32, I, IT] et [48], publiés dans les comptes
rendus de la Société Royale Saxonne des Sciences. Dans sa thése de docto-
rat, notre savant s'était servi des transformations infinitésimales de Lie:
ici, dans le premier des travaux cités, il a montré comment on peud ré-
soudre le probléme des invariants de la déformation, en se servant des
transformations finies. A Ioceasion, il & vectifié quelques erreurs qu’avait
commises le mathématicien allemand J. Knoblaueh, dans un de ses tra-
vaux vouds au méme probléme®). Les deux autres travaux mentionnés
ont été consacrés aux probldmes généralisés: aux invariants différen-
tiels de la forme difféventielle quadratique & n variables, et & ceux d'un
couple de telles formes.

II. THEORIE DES INVARIANTS INTHGRAUX

Ta notion d’invariant intégral est due & H. Poincaré, qui I'a formulée
dans un de ges travaux sur la mécanique céleste. 11 en différe quelque
peun la notion @invariant intégral, relevant de celle de groupe continu,
qui provient de 8. Lie; notons cependant que la différence est insigni-
fiante e que, des deux notions, I'une se laisse aisément réduire & I'autre.
On sait que, de nos jowrs, la notion d’invariant intégral joue un réle im-
portant dans la théorie des équations différentielles, dans celle des groun-
pes continus, dans la topologie, dans les problémes globaux de la géometrie
différentielle, dans la mécanique enfin. Un des premiers qui ont appréeié
avec justesse l'importance de la nouvelle notion, Zorawski publia, déjd

3) La maladie el la mort de Lie ont empeché la publication du livre.

8 F. Klein, Die Entwickelung der Mathematil im 19. Jakrhunders, Teil II,
p. 202.

5) J. Knoblauch, Die Bisgungs-Invarianten und Kovarianten von gegebener
Ordnung, Jahrbuch fir reine und angewandte Mathematik 131 (1908), p. 247-267.
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en 1895, dans le mémoire [12], de nouveaux et importants théorémes
sur les invariants des groupes finis et infinis, en employant cette notion
dans le sens de Lie. 11 y démontra notamment, et c¢’est un théoréme fon-
damental, quun groupe de transformations & un parametre, déterminé
par le systéme d’équations

d mh

= =@,

o des invariants intégranx de chaque degré; il montra encore, comment
construire ces invariants. Le théoréme en question, démontré pour la
premiére fois par Zorawski, est & trouver dans le livre de Goursat®), aun
chapitre traitant des invariants intégraux.

Quelques années aprés, en 1902, parut le denxiéme ma,vml de Zorawski
sur leg invariants intégraux [26], apportant lui aussi des résultats nou-
veaux et importants. Pour en rappeler le théoréme prineipal, figurons-nous
une intégrale multiple d’ordre p

W

( 1 ) ! 2 Ahl/’riL Ldip dmhl dwh‘a e

8§ Wl Rp=1

dz'

étendue 4 une multiplicité § a4 p dimensions, dans 'espace & n dimensions.
Les points de la multiplicité S, mis en mouvement stationnaire, déterming
par des éguations

da

{2 F

— E"(ml,wz,...,w”),

la multiplicité passe en une autre, §;. L'intégrale (1) constitue Pinvariant
pour le gystéme (2), si la valenr de cette intégrale établie pour S, est,
pour chaque t, égale & celle pour S. Le premier probléme qui se pose est
comment reconnaitre si Pintégrale (1) est un invariant pour les transfor-
mations (2). Le travail de Zorawski y donne la réponse, en établissant les
critéres différentiels que doivent remplir les coefficients A. Le travail
ayant ét6 publié uniquement en polonais, sans résumé en langue étran-
gere, il resta inconnu aux mathématiciens étrangers; six ans aprds, en
1908, les formules de Zorawski ont ét6 découvertes de nouvean par B,
Goursat. Dans un de ses travaux sur les invariants intégraux, Lie a cité
le travail de Zorawski, en ajoutant: Sans doute, e’est un travail de va-
leur sur les invariants intégraux. Malheureusement, je n’en ai pu lire
que les formules, sans le texte qui est en polonais”. De la Vallée Pousgin
ayant remarqué, dans son analyse des travaux de De Donder, que celui
de Zorawski est difficile & aborder & cause de sa langue, notre savant en

%) E. Goursat, Legons sur le probléme de Pfoff, Paris 1922, p. 212,
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publia en 1913 un résumé allemand [43]. Mais cette publication tardive
n’a pas pu sauver la priorité des résultats: dans le livre de Goursat gue
nous venons de citer, les formules en question sont données sans que les
résultats de Zorawski soient mentionnés.

Outre le résultat principal, le travail en question contient d’intéres-
santes généralisations des théorémes cinématiques sur les lignes et les
intensités des tourbillons; ces théorémes se trouvent dans un autre tra-
vail [221, auquel nous reviendrons encore. Quelques résultats de l’ou-
vrage [26] allaient étre découverts indépendemment de nouveau, mais
dans un degré moins général, par le mathématicien belge Th. De Donder.

En 1909 parut le troisidme travail [387] de Zorawski sur les inva-
riants intégraux. Il contient diverses généralisations des résultats du tra-
vail précédent, ainsi que des applications & la théorie du multiplicateur
des systémes complets d’équations linéaires & dérivées partielles du pre-
mier ordre.

111. THEORIE DES MOUVEMENTS DES MILIEUX CONTINUS
ET DBES CORPS RIGIDES

Pour Zorawski, ce domaine de mathématiques a été, de 1900 & 1926,
le principal objet @intérét et de recherches scientifiques. Il a publié,
dans cette prériode, plus d’une dizaine de travaux portant sur divers
problémes de cinématique: [22], [24], [39]-[42], [46], [47], [52], [83},
(867, [60] et [64].

Le premier de ces travaux a pour l'objet les propriétés des lignes
des tourbillons du mouvement d'un liquide parfait et incompressible,
ce mouvement étant déterminé par des équations de la forme

i dz
{1) c'zf =u(Z,¥,%,1t), —\“/_ =0(x,Y,2,1), ""("i{':”’(m?yﬁz’t)'

dt dt

N .
Les lignes des tourbillons du mouvement (1) sont déterminées par
des éguations

dz  dy dz
i
olt ]
ow O du  Ow _ v ouw
i= gy 0z’ =% o’ oy’

et la tension — par la valeur de lintégrale

JI&dyde-ndeda- Cdrdy.
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Nous devons & Helmholtz deux théorémes fondamentaux sur leg
propriétés des tourbillons, & savoir: 1° que les lignes des tourbillons ge
composent constamment des mémes particules de la matidre et 2° que
Ia tension des lignes des tourbillons est constante dansle temps et dans Les-
pace, quel que soit le mouvement. Ces théorémes classiques ont suggéré
& Kelvin l'idée de concevoir les atomes comme tourbillons d’un liquide
parfait.

Helmholtz avait démontré ses théorémes & I'aide de quelques hypo-
théses dynamiques sur les forces extérieures agissant sur le milien continu.
Ces théorémes ayant un caractére cinématique, il se pose toub naturel-
lement le probléme suivant: quelles propriétés doit avoir le mouvement
(1) pour que le premier ou le second des théorémes de Ielmholtz soit
vrai, indépendamment de toutes hypothéses dynamiques, et quelle est
1a relation entre ces deux théorémes? Zorawski fut le premier & formuler
ce probléme, dans une forme aussi générale; encore y donna-t-il la réponse.
Derniérement, deux mathématiciens américains viennent d’éerive un
article sur les théorémes de Zorawski et d’en donner, entre autres, de nou-
velles démonstrations plus simples”). BEn 1902, dans la partie II de son
travail [26] déjd mentionnd, Zorawski a généralisé ses théorémes sur
les lignes des tourbillons, au cas de Despace & n dimensions.

L’objet des trois travaux suivants qui concernent la cinémati-
que, [39], [40], et [41], est wn probléme d’équivalence de deux mouve-
ments du liquide, dans l'espace euclidien & n dimensions. Imaginons-
‘nous deux tels mouvements, déterminés respectivement par les systé-
mes d’équations différentielles

dw”
(2) . e =Mo", 0% 1) (h=1,2,...,m)
et
, dz* __, ‘
@) Eféuﬂﬂjﬂ”wWﬂ) (h=1,2,...,h).

Peut-on transformer 'un de ces mouvements en Vautre, par une
transformation définie au moyen des formules

»
(3) at= Y ANH)F+ A1)
fel
dont les coefficients sont des fonetions du temps ¢, remplissant les condi-

tions d’orthogonalité et au déterminant |A%(t)==+1? Les équations
(3) représentent un mouvement continu du corps rigide, dans Tespace
7) C. A. Truesdell and R.C. Prim, Zorewski’s kinematic theorems, Naval

Ordonance Laboratory Memorandum 9354, 1947; les mémes, 4 derivation of Zomwska &
oriterion for permanent lines, Proc. Am. Math. Soe. 1 (1950), p. 32 - 34.
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aux coordonnées °; le probléme peut &tre donc énoneé en termes sui-
vants: est-il possible de trouver un tel mouvement du corps rigide pour
que, pour Pobservateur qui y est 14, le mouvement (2') soit le méme
qu’est le mouvement (2) pour l'obhservateur immobile? Ceci se laisse ré-
duire, 4 son tour, au probléme analytique suivant: construire un systéme
complet d’invariants ditférentiels du systéme (2), par rapport au groupe
infini de transformations (3) qui dépendent de w(n--1)/2 fonetions
arbitraires de la variable t. Or, Pauteur a construit un systéme fonda-
mental d’invariants différentiels, ainsi que des opérateurs différentiels,
permettant d’évaluer ensuite des invariants d’ordres supérieurs. Encore
a-t-i1 dédnit, dans le dernier travail, un systéme de relations différen-
tielles entre les invariants fondamentaux. Ces relations caractérisent
entiérement le mouvement et s’appellent ses équations naturelles. Il en
résulte le théoréme suivant: powr gque les dewxr mouvemenis (2) e (27)
soient équivalents, il est nécessaire et suffisant que leurs équations natu-
relles soient identiques. Le terme ,,équations naturelles” se justifie par
une analogie trés étroite qni existe entre ces équations et les équations
naturelles des courbes et des surfaces de I'espace euclidien. Par Pappli-
cation de la théorie générale, le probléme suivant fut résolu en méme
temps: quelles propriétés doit avoir le mouvement (2), pour qu’il se
présente comme stationnaire & ’observateur qui est li¢ & un corps
rigide convenablement choisi, c’est-a-dire pour que les fonctions #*
dans les formules (2') soient indépendantes du temps?

Dans ces trois travaux, de méme que dans les autres qui traitent
de la cinématique, il y & & la base du raisonement la dilatation de 1’é1é-
ment lindaire ds de I'espace euclidien, ¢’est-a-dire le rapport entre 1’accrois-
sement de cet élément, dft au mouvement (2), et sa longuenr originale.
La dilatation s’exprime par la formule

L3
.y
i‘gx @y 00 4 . 104 ('Mf)
=T “172‘2‘(%,7+5:F'

I résulte immédiatement de la définition de la grandeur « que la
forme différentielle quadratique, au numérateur, est liée invariablement
au mouvement du milien continu. Ainsi, les considérations sur un tel
mouvement se lient & la théorie des formes différentielles guadratiques
et de leurs familles. En effet, les travaux concernant cette théorie, que
nous avons cités 4 la section I, devaient leur origine &4 ce que la recherche
sur le mouvement du milieu continu avait nécessité un appareil auxiliaire.

Le travail [46], de 1914, apporte la résolution d'un probléme plus
général: Pauteur y admet, dans ’espace de Riemann, une déformation
finie ou une famille de déformations continue & un paramétre. De plus,

Collogujum Mathematicum IV. I 8


GUEST


il régout le probléme de ’équivalence de deux objets dont chacun se com-
pose de la forme différentielle quadratique et des équations de déforma-
tion.

Parmi les autres travaux de Zorawski, qui concernent les mouvements
et la déformation du milieu eontinu, celui indiqué comme [43] est d’une
importance particuliére. I1 y fut résolu, dans sa pleine généralité, le prob-

léme suivant: soit
X

A= 3] ap(@)do” do’
hi=1
un élément linéaire, de Pespace cuclidien rapporté aux coordonnéey cur-
vilignes «"; en soumettant l'espace a la déformation que déterminent
les formules '=a'+ ¢f(#',a%,...,2™) nous parvenons, pour Pélément
déformé, & la formule
k3 "
A= Y ap (@) 7" do’ =3 [ ans (o) + 203 (w) 14"
D=1 =1

dont les coefficients by, s’appellent composanies de la déformation. Suppo-
sons ensuite qu’il soit donné un systéme de fonetions by (x); quelles con-
ditions doivent-elles remplir pour qu'il existe une déformation aux com-
posantes by(®), et comment déterminer cette déformation? Zorawski
répond & ces deux questions qui, pour le cas de I’espace & trois dimen-
sions et de coordonnées rectangulaires, avaient été 'objet de nombreux
travaux de Beltrami, de Kirchhoff, de Barré de Saint Venant et d’autreg.

Les problémes que Zorawski a cherehé i résondre dans ses travaux
de cinématique appartiennent au domaine ouvert &4 la recherche par les
travaux de Lie. Il convient cependant de remarquer expressément que
le choix des problémes, ainsi que celui des méthodes convenables & leur
solution, ont été des contributions propres et originales de Zorawski.
Avee habilité, il sacquittait de calculs longs et compliqués qui, & cette
époque, étaient indispensables, un instrument plus parfait — Ia théorie
des formes extérieures de E. Cartan — n'dtant alors qu’en germe.

IV, BQUATIONS DIFFERENTIRLLES

C’est encore dans ce domaine que Zorawski.a laissé plusienrs tra-
vaux; nous en relevons deux qui sont les plus importants, [147] et [B4].
Le premier a pour objet lintégration d'une clagse spéeinle d’équations
différentielles dun froisitme ordre. Supposons que Péquation

; 2
(1) » .Lmv___pV(m,y @“ El_g!.)

' e ©
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puisse &tre réduite & la forme
&'
@ =Y

lorsqu’on se sert de la transformation des variables selon les formules

2)

(3) r=@(u,v), y=1p(u,v)

et que celles-ci nous soient connues. L’intégrale générale de P’éguation
(3) étant donnée immédiatement, nous connaissons par conséquent lin-
tégrale de ’équation (1). Cette simple remarque donne naissance au prob-
léme suivant: frouver les critéres permettant de discerner si ’éguation
(1) se laisse transformer en {2) et, dans le cas oii les conditions respectives
sont remplies, donner la construction des équations (3). Or, Zorawski
a résolu ce probléme complétement, en se servant des invariants diffé-
rentiels du groupe de transformations qui laissent invariante Péquation
(2); il & trouvé notamment la forme générale de 1’équation qui se laisse
transformer en (2) et a exposé la méthode de déterminer la transforma-
tion (3). 11 s’est montré que ce derunier probléme, done aussi l'intégration
de Péquation de cette catégorie, se raméne & l'intégration de 'équation
de Ricatti et & quelques quadratures. Remarquons que ¢’est d’un prob-
léme pareil, au cas de Péquation du deuxiéme ordre, que s'étaient occupés
8. Lie et A. Tresse; toutefois, il faut remarquer que le passage du deuxidme
ordre au troisiéme ne fut point, dans ce cas une extension banale; les
résultats ne montrent pas non plus une analogie évidente. Ajoutons que,
dans Daspect algorithmique, notre savant a poussé le probléeme plus
loin que ne avaient fait les denx mathématiciens.

Passons aux travaux [64] et [49], qui sont d’une importance beau-
coup plus grande. Le premier s’occupe de deux problémes: construire
les invariants différentiels du systéme d’équations

& do*  dx* dm")
@ i’ @

par rapport au groupe général de transformations ponctuelles
#=7(0;,2,...,m,) et appliquer ces invariants & un probléme d’équi-
valence correspondant; Zorawski a résolu ces deux problémes dans le
cas général.

Le travail en question a beaucoup de commun avec quelques bran-
ches de géométrie différentielle, qui furent inaugurées et développées
quelques ans aprés la publication du travail. Car il est évident que le
systéme (4) contient, comme cas spécial, celui d’équations des géodé-
siques d’un espace & connexion affine; pour obtenir ce cas, il faut ad-
mettre que les fonctions f°, dans les équations (4), sont des polyndmes

6%

=7’7(t,w1,m’,..‘,w”,
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du deunxiéme degré, par rapport aux dérivées da®/dt, & coefficients indé-
pendants de 4. Ainsi la théorie de Zorawski, ayant rapport aux équations
{4), contient implicitement celle qui, sous le nom de Geomeiry of paths,
est cultivée par 'Heole de Princeton; elle la contient, évidemment, dans
une version purement analytique, sans interprétation géométrique. Il
n'est pas étonnant non plus de constater qu'il y a, dans les recherches
de Zorawski, les grandeurs qu'il désigne par les symboles A, et qui
sont une généralisation des coefficients du transport paralléle dans
I’espace & connexion affine; encore y trouvons-nous un opérateur, géné-
ralisation de la dérivée covariante, et une grandeur analogue au tenseur
de courbure. On peut donc conclure gue le travail de Zorawski conten-
tait, comme cas spécial, la théorie de 'espace & connexion affine, que
tondérent ensuite J. A. Schouten et H. Weyl; ceci doit étre entendu
de la maniére que Zorawski a posé le probléme uniquement un point
de vue de la théorie des invariants, sans donner une interprétation géo-
métrique aux diverses grandeurs ni aux divers opérateurs. Le fait que
nous venons de constater donne naissance & la question, si le travail
de Zorawski ne pouvait étre le fondement d'une géométrie & connexion
plus générale que la connexion affine. Cette idée trouva sa réalisation
dans les travaux de plusieurs mathématiciens®); 1’éminent géométre
italien, . Bartolotti, annonca qu'il donnerait d’autres généralisations
fondées sur I'équation & dérivées partielles du deuxiéme degré. Malheu-
reusement, la mort prématurée du savant italien ne lui permit pas de réa-
liser son. dessein; il ne laissa que trois courtes notes.

V. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

(Vest dans ce domaine encore que I’héritage de Zorawski comporte
gquelques travaux. Le plns important en est sans doute [30], expo-
sant le systéme complet d’invariants différentiels d'une surface de Pespace
affine & trois dimensions. La géométrie différentielle de Pespace affine trou-
va gon développement dans la deuxiéme décade de notre siécle, notamment
dans les travaux des géométres allemands, W. Blaschke, G.Pick, L.
Berwald et autres. Pour tout ce qui concerne le rapport du travail de Zo-
rawski & la théorie de ces anteurs, on peut répéter mutatis mutandis ce que
nous avons dit dans la section IV sur le systéme d’équations (4): la théorie
de Zorawski est équivalente, du point de vue de la théorie dos invariants,
% la théorie géométrique de la surface dans l'espace affine.

8) D. D. Kosumbi, Parallelism and Path-spaces, Mathemalischoe Zoitsehritt 33
(1933),p. 608-618; E. Caxtan, Observation swr le Mémoire préoédent, ibidom, p. 619-622;
W. Slebodzinski, Sur deus connewions généralisées, Prace mateinatyczno-fizycane
43 (19386), p. 167-205. L’article de M. Kosambi a été éerit inddpendomment du Mé-
moire de Zorawski.
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Nous venons d’achever Panalyse de I'oeuvre scientifique de Zorawski,
qui cependant, serait incompléte §’il y manquait la mention d’un cours
de géométrie analytique, en deux volumes [67]; travail frés original,
qui se distingue par Pample intérét voué an domaine des éléments ima-
ginaires, vecteurs, droites et cercles imaginaires, et & leur interpréta-
tion dans la domaine réel.
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