Ein ergodischer Satz
yon

S. GLADYSZ (Wroctaw)

In den gewohnlichen ergodischen Sitzen hat man es mi’n‘ einer maB-
trenen Abbildung ¢, die in einem festgesetzten Raume § wirkt, zu tun.
Die Frage kann man allgemeiner stellen: In § wirken nacheinander ver-
schiedene von einem Parameter x abhingige Abbildungen @u,rs;@rtg,...
Dabei ist T eine maBtreue Abbildung des Parameterraumes X. Es zeigt
gich (Satz 1), daB fir feL' auch in diesem Falle der Grenzwert

lim ~ Zf(wz P10 Pa8)

o0 Ve

fast tberall fiir fast alle # existiert., Dies ist eine Verallgemeinerung des
stochastischen ergodischen Satzes (z. B. [3]), wobei man @ stochastisch
unabhiingig wihlt. Die Beweise sind analog.

Eine der Folgerungen (Satz 5) stellt fest, dafl fiir |g|
wert

=1 der Grenz-

n

lim = Y q(%)-q(Ta)-... q(T* 'z)- f(T")

n-ro00 N 77

fast iiberall existiert. Manche Anwendungen dieses Satzes werden wir
anderswo bringen.

1. Wir setzen zwei Malréiume?) (8,8,m) und (X,E,u) fest. 7' sei
eine x-maBtreue Abbildung von X in sich (T™'Ee¢ & und u(T' B)=u(E)
fir jede Menge HeC). O=(p,|we X} bezeichnet eine Familie von m-mas-
trenen Abbildungen ¢, von § in sich. Wir setzen voraus, daf diese Familie
Bx E-meBbar ist; fir jede Menge BeB gilt also |(s,0)p,86B)eBxE,
wobei Bx ¢ den Produktkorper bezeichnet.

1) Unter dem Mafraum (§,9,m) verstehen wir einen Raum 8, einen absolut
additiven Mengenkorper % von meBbaren Teilmengen von § (dabei 9¢93) und ein
absolut additives Ma8 m mit m(8)=1.
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Sarz 1. Ist f(s,x)el”(§X X)?), p=1, so emistiert filr (m X u)-fast alle
(s,2) der Grenzwert
Z @z ..

w—wo’n =1

Dabei f'eIP (8% X) und

[ 3

N-»00

-‘PT:‘Pz\S:Tkw):‘f* (s,2).

(P:c‘S;Tkw)"f*(ssm) =0.

(5% X)

Beweis. In dem Produktraume Sx X definieren wir die Hilfsab-
bildung ¢*(s,o) =(¢,5,T®), deren Iterationen die Gestalt ¢™(s,z)=
= (@g*1g. .. 8, T¥%) habern.

Es ist leicht zu sehen, daB die MeBbarkeit der Familie & die WBx &-
-Mefbarkeit von ¢* zur Folge hat. So ist fir jedes B*¢Bx ¢ (Satz von
Fubini)

(mx ) (5"~ B*)= [ 4o’ (5,0)) (mxu)(a(s, )
=] #180) [1(pss, Toym(ds) = [ w(da) [1(s,To)m(ds)
= [ m(ds) [x(s,Tz) u(dw)= [ m(ds) [(s,@) u (do)
s X 8 X

= [ z(s,2)(mx w)d(s,2))=(mxp)(B"),

SxX
wobei y die charakterlstlsche Funktion der Menge B* bezeichnet. Die
Abbildung ¢" ist also (mX u)-maBtren und Satz 1 ist eine ummttelbare
Folge des individuellen und statistischen Ergodensatzes.

Wegen der in der Einleitung gegebenen Interpretation interessiert -
uns noch die Konvergenz der ergodischen Mittel bei festem x. Hingt
die Funktion f von « nicht ab, so gibt es keine Schwierigkeiten.

Ist f(s)eIP(8), p=>1, so existiert fir u-fast alle Werte des Parameters o
der Grenswert

(1) lim - Zf (Pt - 908) = 1" (3,) € P (8)

Iaml 1
filr m-fast alle s und es ist
2) lim H z Homta- - 0u8)— 1 (8,0) | 75y =0-

1) I7(S) ist die Gesamtheit aller meBbaren Funktionen (deren reeller und ima-
giniiver Teil meBbar ist), fiir welche “fHLF(,g)=[g|f(s)|pm(dp)]l/"<00 ist.
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Beweis. Da (1) unmittelbar aus dem Satze 1 und aus dem Fubi-
nischen Satze folgt, so braucht nur die Beziehung (2), also wegen (1)
die gleichgradige Summierbarkeit der Funktionen [f,|? bewiesen zu

werden, wobei
n

L Nt gt put) £ (5,2)
n

k=1

f,‘(s,m)z
ist. o
Weil 7% L7 (8) fiir u-fast alle @, so ist fiir fast alle » folgendes richtig.
Fiir jedes e>>0 existiert ein solches d(s,x), daB
[1f(8)Pm(ds)<e, f}f s,x)Pm(ds)<e,
B .
wenn nur m(B)<é ist. Aus der Minkowskischen Ungleichung folgt

[1tuPm(ds)
B

{ii[ﬂf‘?’m"

k=1 B

e mias]'” + [ [17rmas] |

lf(s)lpm(ds)]w-*" [}4‘ lf"l”m(dt?)]w}p.

Da die Abbildungen ¢,

m(pst... (p;,sz)

maftreu gind, so isb

=m(B),
und daraus folgt

J1falPm(ds
B

)<{1 2": 1/17+ 1/17}” 21)
<= D¢ £ = 2%,
izt
Die Funktionen |f,[? sind also gleichgradig summierbar.

Hingt die Funktion f von den beiden Variablen s und # wesentlich
ab, so kénnen wir die Konvergenz in I”(S) nur mit Hilfe des Wiener-
schen dominierenden Ergodensatzes ([B], Theorem V) bhegriinden. Ist
dieser Satz anwendbar, so gilt

sup [f|= sup | L 3 gt s, )= (0,0 |17 (8)
k=-1
fir fast alle @. Dies und die Konvergenz fast iiberall ergibt

Hm |[fyllre=0 fir fast alle .
N—+00
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Aber die Konvergenz der Integrale selbst ist immer gesichert:
Ist f(s,x)e L' (8 x X), so ist fir fast alle »

2 f @y . 908, T*@)m(ds) = [* (s, @) m (ds).

n—sc0 ”‘l/ s
Beweis. Wenn man annimmt, da8

) F(w)=gf(syw)m(d8)=E{fl(ﬂ,S)XC} ®)

ist, wo mit (o,8) der Korper, der nur die leere Menge s und den
ganzen Raum § enthilt, bezeichnet ist, so bekommt man wegen der
MaBtreue von g,

sf Flpress. m(ds)=F(Tz).

ff(s Tz)

e g8, Tog) m (ds) =
Da FeLl(X), ergibt der individuelle Ergodensatz weiter

f}‘ iy .. 9u8, TE@)m (ds) = hm ZF T"ma F* ()
N—>00 77/ lc=1 S (]
tir fast alle ». Es bleibt also noch zu zeigen, dal

P @)= [f"(s,o)m(ds) £ i
§

Da F* eine ergodische Grenze ist, so ist ([1], S.465) ¥*(x)=
=B|{F| &), wobei Ep der Korper von ¢-meBbaren und 7-invarianten
Mengen ist. Daraus und aus (3), wenn man die Funktionen F(x) und
F*(z) im Produkte Sx X betrachtet, erhilt man

= B{B{f|(#,8) x £}|(e,8) x Er}
weil (#,8)x EpC(8,8)X E. Anderseits ist

P* (o) = B{F|(5,8) x &) =Blfl(s,8) x 2},

G(w)=sff'(8yw)m(d8)»

wegen der m-MaBtreue von g, und wegen der ¢'-Invarianz von [
Ep-meBbar; es ist nimlich

G(’[‘w):-!f' (s,fl’w)m(ds):!}" (%s,Tw)m(ds):Jf*(s,m)m(ds) = g(o).

#) Ist FCY, und f “H-mefbar und summierbar, so bedeutet B{f|F}=f, den kon-
ditionellen erwarteten Wert von f in Bezug auf 7, also eine Funktion f,, die summier-
bar und F-meBbar ist und die dabei die Gleichung [f=[f, erfillt firjede Menge Fe%F.

FOF

Eine solche Funktion existiert sicher und ist bis auf eine Menge von Mafie Null be-
stimmt.
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Daraus folgt (da F,CF, und die F,-MeBbarkeit von g=Bl{|F,},
g=B{f|F,} nach sich zieht)

Jf'(s,;v)m(ds)zE{f* [(,8)x &)= B{f"|(s,8)x Cx}
= E|B{f1(BX E)p}(0,8) X Eny

wobei (BXE),»CBxE, den Korper von @*-invarianten Menger bezgic,h-
net. Die Gestalt von ¢" ergibt (o,8)XEpC(BXE)x, woraus endlich

[ 1*(s,2)m(ds) = B{f|(0,8)x Ex} = F"(3)

folgt. 5

Die Untersuchung der Gestalt der Grenzfunktion f* trifft ge-
wohnlich auf Schwierigkeiten. Wenn die Funktion f von x unabhingig
ist, interessiert uns am meiBten die Frage, wann die ergodische Grenze f*
auch von @ (wesentlich) unabhingig ist. Folgendes Beispiel zeigt, daB
die Ergodizitdt (metrische Transitivitit) aller Abbildungen ¢, und 7'
dies nicht garantiert. Wir nehmen an:

S={81,8,,8), mls;)=mls)}=m{s}=1,
T, o= ulal =4,
PuS1=62, PuSH=8, PusH=S5,
V=05, To=m,, Tom=un.

Die Transformationen T, ¢, und ¢,, sind ergodisch, aber die ergo-
dische Grenze der Funktion

1, wenn §=s,,
0, im anderen Falle,

H8)=

héingt? wesentlich von beiden Variablen ¢ und x ah.

Ip% die Abbildung ¢* ergodisch oder sind die gegeniiber der Abbil-
dung ¢*-invarianten Mengen von der Gestalt Bx.X, BeWB, so ist die
ergodische Grenze einer jeden Funktion von » unabhingig. In dem tns
interessierenden Falle kénnen aber diese Mengen auch anderver Gestalt
gein.

Sarz 2. Fir jede Funktion f(s)eL'(8) ist ihre ergodische Grenze f*
von der Verinderlichen = dann und nur dann (wesentlich) wunabhingig,
wenn fiir jede in Bezug auf die Abbildung ¢* invariante Funktion his,a)e

[
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INS X X) die Gleichung
(4) H(8)=xfh(é'1w)ﬂ(dw)=ﬂ(%8)
(m X p)-fast dberall gilt. )
Beweis. Bs seien F=9Px (9,X) und U= (BxE),» Korper von
@*-invarianten Mengen. Dann ist f*=EB{f|%} und die Unabhingigkeit
der Funktion f* von , also ihre F-MeBbarkeit, ist mit
B{E{f19¢)| 7} = B{f |}

gleichbedeutend. Ebenso ist (4) gleichbedeutend mit
E{E’{hl?}l%}:E{h]?}

und Satz 2 folgt unmittelbar aus dem

Hiwrssarz. F wnd H seien zwei Borelsche Korper. Die Beziehung

B{E{f|9¢}|F} =B} 19¢}

gilt fiir jede F-mepbare Funktion feL' dann und nwr dann, wenn fiir jede

H-me fbare Funktion heLl' die Beziehung B{BE{h|F} |} = B|h|F} gils.

2. Jetzt setzen wir den MaBraum (S,%93,m) fest: §=[0,1), 9 = der
Korper der Borelschen Mengen und m = das Lebesguesche MaB.

SA1zZ 3. Hs sei T' eine p-mapftreue Abbildung von X in sich und @(x)
eine reelle C-mePbare Funktion. Ist f(s)eLP(S), p>=1, eine Borelsche
Funktion mit der Periode 1, so ewistiert (m X p)-f. 4.

]- n
lim ;Zf(s"l‘ sk(w))=f'(8,m),
n—oo M E=y
wobet
sk (@) =o(@)+ @(Tz)+... 4 ¢ (T*x).
Dabei f'eIP(8x X) und

=0.
LP (SxX)

i | 3o )= (5,0)

Beweis, Wir definieren die Abbildungen
Po8=[8+ @ (2)] mod 1

von § in sich, welche bei jedem festen z 93-meBbar und m-maBtreun sind.
Es ist leicht zu sehen, daB die MeBbarkeit von p(x) die MeBbarkeit der
Familie ¢= {%|meX } garantiert und solcherweise der Satz 3 aus Satz 1
folgt.
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Ganz dhnlich bheweist man den .
Satz 4. Wenn zusdtzlich ¢ () natirlichwertig ist, dann  existiert
(unter den Voraussetzungen von Sate 3) (mxp)-f. 6. der Grenzwert

hm~278 (@) =1"(8,),
k=1
wobet )
pul@)= @) @(Tx) ... p(T ).

Dabei f*eLP(8x X) und

ol N .
Jim | St m) =16 |,

Der folgende Satz ist deshalb bemerkenswert, da or den Charakter
eines gewohnlichen ergodischen Satzes trfigt. In den Voraussetzungen
wie auch in der Thegis ist nimlich die Rede nur von einer Abbildung 7'
und von einer Veranderlichen «. Die zweite Verinderliche s crscheint
nur als Hilfsmittel im Beweise.

Sarz 5. Ist T eine u-mapftreue Abbildung von X in sich, q(x) eine

E-mefbare Funktion mit |q(@)|=1, so ewistiert fir jede Funktion
f(@)eLP(X), p=1, u-f. . der Grenzwert

1y T g(T* Yy f (T ) = ' ().
(5) iﬂng’l g{)- q(Tw) ... q( ) (T ) = F (i)
Daber FelP(X) und

1y Je—1 i

im || — ) (T ) f(T) — =0,
(6) i | Mg g0 0) (o)~ F)|
Die Grenzfunktion F erfillt w-f. 4. die Gleichungen

(M) F(@)=q(o) F(Tx)
wnd
(8) l{ (@) [F (@)« (dow) = u(B)
fiir jede T-invariante Menge Hel, fir welche |F(w)|>a>-0.

Beweis. Wir betrachten die Familie & von Abbildungen
P 8=[s+¢(x)] mod 1

von § in sich, wo g()=expp(z), 0 <p(@) <1, exps=*"®, Wegen der
MeBbarkeit von ¢(z) ist die Familie @ dieser m-maBtreuen Abbildungen
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‘Ux C-mebbar. Satz 1, angewandt auf die Funktion g(s ,)=f(x) exps,
ergibt die Existenz der Grenzwerte

hm — ) g(ppe-1y.

v g8, T %)
L1
zil_{i;;Zf(T"m)' exp (s—l—tp(a:)—{—...‘+<p(’l’"‘lw))

=exps-lim —Zq

n—+00 k=1

-~ q(T*'2) f(T*7)= exps - F(a).

Daraus folgt (5), und ebenso erhilt man (6).
(7) folgt aus der ¢*-Invarianz der Funktion exps-F(z):

exp(s+ ¢ (@) F(Iz)=exps-F (z).

Ist B eine T-invariante Menge und |F(z)|>0 fir xeF, so ist

i—- p(de) = f f exps-f(z w(dx)- m(ds)
Fi

exps I’ (m)

1

-—E.{;;gexpé F(o exps 7 T u(dw)-m(ds)= u(E),
da die Menge Ex S ¢*-invariant ist, und weil exps-#(z) der konditio-
nelle erwartete Wert von exps-j(z) in Bezug auf ¢*-invariante Mengen
ist. Damit ist (8) bewiesen.

Folgenden Satz von Hopf und Chinezin ([2], S.56) erhdlt man,
wenn man ¢(r)=a in Satz 5 annimmt:

Ist f(w)eLP, p=1, und a=const mit ja|=1, so ist

hm-—Zw J(T*z)=F(x)e IP
wnd

o f(TFw)— F ()| =0,

lun H —
_1 g

Der Fall f=1 ergibt den

Sarz 6. Ist T eine p-maptreue Abbildung won X in sich, q(x) eine
E-mepbare Funktion mit |q|=1, so existiert u-f. u. der Grenzwert

(9) hm = 2 q(z

kul

e q(Thz)=F ().
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Ist dabei T m‘godisch, so folgt aus der Beziehunyg

(10) Jim = f ()"

oo M £ =X

(1) (o) =

P(o)=0 p-f. .

Beweis. (9) folgt unmittelbar aus (5).

Die Ausdriicke unter dem Integralzeichen in (10) sind gemeinsam
beschrinkt und darum ist

JF Y (di) = q(T" ) s (dw) = 0.

tim %3 fg(0)-

k=1X

st T eine ergodische Abbildung, o ergibt sich aus (1) | ()] = ==
=congt. Ware >0, so wiirde aus (8)

w(dw) ==

(dw) 1 f
# F(m) a
folgen. Eg mul} also =0 sein.

Der bewiesene Satz ist cine Vemllgememerung eines Satzes von
Robbins*) ([4], S. 787):

Habm die (en bloc) stochastisch unabhingigen Funktionen g,(@) die-
selben Verteilungsfunktionen und ist dabei |q,(@)|=1, so ist

(11) lim — qum (@) =0
o M ET)
1. ., ausgenommen den trivialen Fall ¢,(x)=1 f. @.

Beweis. Wir betrachten ¢, als Koordinaten eines Punktes im ab-
zahlbaren Produkte mit der Achsenverschiebung (Shifttransformation)
als Abbildung 7. Satz 6 liefert sofort die Existenz der Grenze (11),

Wenn ¢,(x)#1 auf einer Menge vom Mafe >0 ist, so ist

i{%(ﬂv)/&(dw)r—'ﬂs’él,

wobei |f|<{1. Aus der Gleichverteilung und der stochastischen Unah-
héngigkeit erhilt man weiter

*) Diesen Satz erhielt auch unabhiingig von Robbins (. Ryll-Nardzewski, der den
Beweis auf die Spektralanalysis unitéirer Operatoren im Hilbertschen Raume stiitzte.
Ein Beweis von Steinhaus ist demjenigen von Robbing dhnlich. Kakutani er-
hielt diesen Satz aus dem stochastischen Ergodensatze ([4], S.795).
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lim _2 [a(@):-.

() o (dz)
oo BT %

—hm—ZI] fq,, (@) u (dz)

1 n
=lim — Y gt=0.
F=1x=1 X n ;;
(10) ist also erfiillt. Dieses und die Tatsache, da 7 ergodisch ist,
ergibt (11).
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