Uber den stochastischen Ergodensatz

8. GLADYSZ (Wroclaw)

Es sei X ein festgesetzter Parameterraum und @ eine Familie von
maftreuen Abbildungen g, eines festgesetzten Raumes S in sich. Diese
Abbildungen sind vom Parameter # abhingig: LafBt nns die stochastisch
unabhingigen Verinderlichen #;,#,,... (kurz mit z* bezeichnet) nach-
einander wihlen und den Raum § der Reihe nach den Abbildungen
PzyPuyy - Unterwerfen. Der Beweis der Existens der Grenze

1 ¢ "

m — 3'f(py,- .- gay8)=(8,2")

n—o0 T Te=1
liefert keine Schwierigkeiten. Es gentigh (wie Pitt [7], S. 342, zeigte) die
Abbildung

‘P*(Simlawz’- o) = (P, 83,05, .)

des Produktes SX XX X X ... in gich zu betrachten.

GroBere Schwierigkeiten treten auf, wenn man die Gestalt der Grenz-
funktion f* untersuchen will. Das Problem fithrt zur Untersuchung von
Mengen, die invariant gegeniiber ¢* sind. Die ersten Resultate in dieser
Richtong haben Ulam und von Neumann [10] erhalten. Anzai [2] er-
hielt die Ergodizitdtskriterien von ¢* fiir ein endliches X. Dagegen hat
Kakutani [6], in ziemlich komplizierter Weise, dieses Problem allgemein
gelost. Beide letzten Arbeiten kniipfen an die Theorie der Markoffschen
Prozesse und miissen darum die Umkehrbarkeit der Abbildungen g,
voraussetzen. Daf diese Voraussetzung entbehrlich ist, zeigte Ryll-Nar-
dzewski [9]. Er zeigte tibrigens, und dabei auf ziemlich einfache Weise,
daB die Grenzfunktion f* immer von «* wegentlich wnabhéingig ist. Die
Ergebnigse von Kakutani folgen daraus unmittelbar.

In dieser Arbeit wird noch ein Beweis des stochastischen Ergodensatzes
gegeben. Dieser Beweis stiitzt sich auf einen bekannten Satze von .Jessen.
[1], betreffend. die Konvergenz der Integrale einer in einem unendlichen
Produkte bestimmten Funktion zu derselben Funktion. Diese Methode
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scheint hier ,natiirlich” zu sein nnd vereinfacht den Beweis von Ryll-
-Nardzewski.

Wir verallgemeinern den stochastischen Ergodensatz auf den Fall,
daB die Abbildungen ¢ von den » ersten Koordinaten z,,...,x, des Punk-
tes " abhingen. Diese Verallgemeinerung ist aber nur formal.

Ahnlich sind notwendige und hinreichende Bedingungen gegeben da-
tiir, daB die Abbildung ¢* vom schwachen Mischungstypus ist. Das ergibt
die Antwort auf eine, dies betreffende, von E. Marczewski gestellte Frage.
Das erhaltene Ergebnis stellt sich kurz so dar: nur in HuBerst triviallen
Fillen ist die Abbildung ¢" nicht vom schwachen Mischungstypus. Der
Fall ist also dhnlich dem der Ergodizitét.

Wir machen noch die Anmerkung, daB alle Schwierigkeiten im
wesentlichen schon im Hilfssatz 3 iiberwunden werden.

1. Hiurssarz 1. Es sei T eine meBbare und mapftrene Abbildung?)
von X (,u(X):l} in sich, f(x), q(x) mepbar mit |q(x)|=1. Bxistiert f. .
(endlich)

Lim q() ¢(Tz)-... (T z)-f(T"),
so haben wir q(x)-f(Tx)=Ff(x) f. 4.
Beweis. Die Funktion h(x)=f(x)—g(z)-f(Tx) erfiillt

lm g(z)-...-q(T" ‘@) - h (T x)

N>
=lm g(@)...-q(T" @) f(T"2)— lim g(x)-...- q(T™x) f (T 2)=0
=00 N—r0
fiir £, a. 2. Das zieht nach sich die Konvergenz zu Null von |h(T"z)|
fiir £. a. 2 und desto mehr die asymptotische Konvergenz. Da diese Funk-
tionen gleiche Verteilungsfunktionen haben, ist das nur dann moglich,
wenn h(x)=0 f. i.

Jetzt setzen wir zwei MabBriume (8,9,m), m(S)=1, und (X,E,u),
w(X)=1, fest (z. B. [4]). Mit (X*,¢c*,u*) bezeichnen wir das abzahl-
bare Produkt?) von MaBriumen (X,&,u). und mit (X;,E&r,ur) das
Produkt von » solchen MafBriumen3). Es sei

L]
&, = {%z,‘. = P(y,..., %) ICU:= (@yy. -, 2,) GX,.}
1) Es sei ¢ ein o-Kiorper von meBbaren Mengen. T heiBit mefbar, wenn T Ee¢
tir jedes Ee¢, und p-maptrew, wenn w(T ' E)=u(B).
?) Das einseitig unendliche Produkt ist folgendermassen erklirt:

p =X e,
wobel X =X,=...=X, {,=C= ...= ¢, hhy=fha=...=H.
N XF=X,x..xX% pr=p XX

X'=X, X XyX eory = XEX vun,

=X X6,

rs
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eine invariante Familie von Abbildungen ¢z VoR S in sich (d. h. eine

08% ¢*-meBbare?) Familie von <3-meBbaren und m-maBtreuen Abbil-
r

dungen @ von § in sich). . ) . —
gIm ];roduktra.ume (SxX*, BxE ,mxu”) erkliren wir die Hilfs

transformation
‘p‘(s;w*):q"('g?mlvmw-~-)=(9’(@1,..‘,%)8;“727”8’---)-
: *
Bei unseren Voraussetzurgen ist diese Transformation 93X ¢ -meBbar
und m X p*-mabtreu. o
Hirssatz 2. Ist f(w*):f(wl,mz,...)eLl(X'), so st p'-f. @ ([1]
8. 23) o
f -‘-f(mly'--im'rwmn-(~17mn+25---)dwn+1dmn+2--‘=f(m )
N0 Xn+1 Xni2 )
HirssaTz 3. Bs sei f(s;0%)e LM (S X"), q(s;2,) eine Wx & -mefbare
Punktion mit |g|=1. Ist mXu*-f. i.
(1) Q(siwl)f(‘PwlS;wz’ma’--')=f(8§m17m27--')7
» L] . \
so existiert eine B-mefbare Funktion g(s), so dap f.i. f(s;2 Y=g(8).
Beweis: Wir nehmen an, daf
P(s)= [f(s;0°)du*= . f(ss2),@,...) ey day .
F(s) gf(gﬂ')ﬂ 2!1)4; 1 (851,25,

ist. Fiir jedes foste &* ist
" F=F(p"(s;0")) = F (¢s,- 0, )
=Xf f...;f(rpwn...%ls;m{,m;,...)dm{dm;...
1 Xa ‘
Da das MaB u* gegeniiber der ,,Shifttransformation’ invariant ist,
T =T(®,@n;...)=(23,@9,...),
g0 erhélt man

! ’
" F= f f I A (- -‘le'?;‘”q’wnwr;-»z yors) Q2 Apgn .
Xyt1Xn42 '

= f f...f(tp‘”(a;m‘))dm,"“dw;,“...

ZXnt1Xn43
Wir machen jetzt Gebrauch von (1):
PP E =g (853) . g7 ™ (8507))

! !
[ e (8500, @5y Oy Bpa s Bpeny ) B0p gy g o
Xns1 Xnsa
1) Die Familie @, heifit Bx *-mefbar, wenn {(s:a2) gutse BleYx ¢) tiir jede
Menge Be .
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Dies ergibt )
q(sswl)'~-.'9(<p*"‘1(8;w*))F(m*"(S;w*))=Xf o F (8315 By By ) Ay g
n+1
und aus Hilfssatz 2 erhalten wir

W g(8520) .. (Pryy -+ 0y 8500) T (B - - 0 8) = F(8581,25...)

N—00
fir m X u*-f. a. (s;4%). Nach Hilfssatz 1 ist das nur dann moglich, wenn f. 1.

q(8;1) F (@, 8) = F(s).
‘Wir haben also
F(s)=q(s;21) F(gs,s)
=0(8;21)" (02, 830) B P,y 8) = ... = (850, 3,...),

Ww. z. b. w.

Jetzt gehen wir zu einem beliebigen r>>1 fiber.

Hinrssarz 3'. Bs sei f(s;2") e IN(Sx X7), q(s;,...,,) eine Bx Er_,-
-mefbare Funktion mit |ql=1. Ist mxu*-f. ii. -
(2) Q(85015..m,) flo” (3587)) =f(s52%),

so emistiert eine Bx Er_,-mefbare Funktion g(832y,...,2,_,), derart,
daf f. .

f(sim‘)=g(3§w1r--:mr—l)-

Der Hilfssatz 3’ ist nur scheinbar allgemeiner als Hilfssatz 3, denn
er 148t sich leicht aus dem letzten erhalten. Es geniigt nidmlich den
MaSraum (8 x X", B X E*,mx u*) als Produks von zwei neuen Mabriumen
(8,%,m) und (X*,&*,n*) zu betrachten, wobei

S=8xXx..x X1, M= X iy X oo X fhy_1,

PB=BXELX oo X Epys

X'"——‘X,XX,-+1><~--, 8‘=€r><érr+1><---7 'ﬂ‘xﬂrx/‘r+lx"'

Anstatt der Familie

@,= {‘Fx: = ‘P(wl,.,.,m,)]w: EX;}

der Abbildungen ¢, von § in sich, die von den » ersten Koordinaten
%1y...,%, abhingen, hat man jetzt mit der Familie

(75,‘ = { (]T)J.r] XTp€ Xr}
Studia Mathematica XV 11
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der Abbildungen
P, 5= oy (83%B1y - VEpy) = (97(x1,.4.,xr-1;m;-)8?w2 1oeey )

von S in sich zu tun. Diese Abbildungen si_n*d nur “VOI.I der _erste.n Koord1j
nate des Punktes des Produktraumes X* abhingig. Sie .El-nd dabei
T -mefBbar und 7-mabtreu. Unser Hilfssatz folgt a.lsp unmittelbar aus
Hilfssatz 3, da die Familie &, —BxE, -meﬁb.zur 1513 (dies wegen der‘ vor-
ausgesetzten Hx ¢y -MefBbarkeit von ¢,). Wir kinnen néimlich (2) so

schreiben:

Q('S'v'”u-'-r’”r-l&mr)'f((P(zl,,,,,mf.q;mr)Symz’---:mrimr+17---)
=18, @1ye ey T 138rye )y
oder, was gleichbedeutend ist,
(532 1(pa, (3;87) = 1(5:7").
Daraus folgt aber
FEE) = g(F)=g(8,m1, ... Bp) £ Ty Woos Down
Bemerkung. Offensichtlich kénnte man Hilfssatz 3’ guch direkt

(Wort fiir Wort wie Hilfssatz 3) erhalten, indem man die Funktion

(858, sp)= [ [ oo f(8300:@s,. . ) A0 0001 .
Xy Xrg1,

betrachtete.

Wir brauchen noch folgenden Hilfssatz ([3], Satz IT):

Hirrssatz 4. Bei festgesetztem (X,C,u), u(X)=1, sei T eine &-mef-
bare und p-maptrewe Abbildung von X in sich. Ist f(x)e L (X), p=1, und
q(z) eine C-mepbare Funktion mit |¢|=1, so existiert der Grenzwert

1m —1_2"7 q(®) q(T)- ... q(T* ) (T @)= F ()

n-so0 W £

k fir f. a. . Dabei F(x)eLP(X) und

%hgoll%zﬂ q(w)-..uq(T"“lm)-f(Tkm)wF(?3)| ‘

k=1

Die Grenzfunktion F(x) erfullt f. dt. die Gleichung
() F (Tw)=F(2).

Jetzt sind wir imstande folgende Verallgemeinerung des stocha-
stischen Ergodensatzes zu beweisen:
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Samz 1. Ist f(s;07)=F(8;01,2,...)eIP (S X*), p>1, und gq(s;a,
coyity) eine Bx Ep-mefbare Funktion mit |g|=1, so haben wir

-0 N

- 1 g *fa
Hm — 3'g(s50") ... g™ (s30%)) Fg™ (530"
=1 L -
=,.h_{2;:kz=’: q(s;w,,...,m,)-q(«p(zl_mmr)s;a:z,...,w,+1)-...
"'.q(¢(wk—l,..,,zk+y—.g)'"¢(zl,...,$y)s;wk’""wk'f-r—l).

'f(‘i’(x;,....xﬁ'—;) o Pg, 1) S5 P19 Thegms - o)
=f‘(s;wl,...,a:hl)el}”(SxX') .

fir mxu®-f. a. (8;2%) und

N 1 - * *%1 * * * » *
}_ﬂ”;éq(sw Voo g(@ (5507 flo™ (832" — 7 (s32%)|| , =0.

Lp
Beweis. Die Konvergenz fast iiberall,” die Zugehorigkeit von f* zu
I? und die Konvergenz in I” folgen unmittelbar aus Hilfssatz 4, ange-
wandt- auf die Abbildung ¢* von SxX* in sich.
BEs bleibt also nur die Gestalt der Grenzfunktion f* zu untersuchen.
Diese Funktion erfillt f. ii., nach Hilfssatz 4, die Gleichung

q(s;wl,...,m,)-f"(w'(s;m')):f'(s;w*),
und hingt (Hilfssatz 3’) nur von den Verdnderlichen s,,...,a,_; ab,
w. z. b. w.
Fiir r=1 und ¢=1 gibt Satz 1 den stochastischen Ergodensatz in
der von Ryll-Nardzewski [9] bewiesenen Gestalt.

DER STOCHASTISCHE ERGODENSATZ. Ist f(s;e*)eI?(8xX*), p>1,
80" existiert f. di. der Grenawert

n—so0 N £

Dabei 1*(s)e IP(S) und

1§ . .
hm—Zf(?’zr"-‘Pm135mk+lywk+2’---)=f (8).

"ljﬂ ”—}”_lé:ﬂ%r"%135””764-1:---)—](‘(8)1

. =0.
IP(Sx X")
Fir f=1 und gq=q(®,,...,%,) erhilt man aus Satz 1 die folgende
Verallgemeinerung eines Satzes von Robbins ({8], S.787):
Ist q(my,...,2,) eine C'-mefbare PFunktion fiir die |g|=1, so ist f. i.
1 ¢ .
lLim — Byyeeny @)oo Q(Bppgye ooy Cpp) =0q (L1ge-ey®py).
n—ocoﬂkéIQ(“ 1 %) q(k+1: 7k+) g (@y5.-ey 1)
11*
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Robbins formulierte diesen Satz fir r.=1.‘ In d.iesem Fla.ll 51:1;1 1?;1'6
Funktionen g¢,=g¢(®,) stochastisch unabhéniglg (m}t .d_erse ben efn (eln
lungsfunktion) und es zeigh gich leicht, d.a.B q =(‘)“f. . ist (a;ls)geﬁo‘mK
den triviallen Fall ¢;=1 £. it.). Dies ist eine unm.lttelba,re Fs gLA d u_t v(;rnn
vergenz von Integralen der linksseitigen Funktionen zu ¢ = const. Wir

haben némlich
R
1 oy L A du* =0
* i o e Ay =lim — Gdp ... f% I
T

wegen [gqdp"=[gdu"=...#1.
9, Wir werden jetzt ein Beispiel geben, das zeigt, flaB jn Sajnz 1
die Anzahl der Verinderlichen, von denen die Grenzfunktion f° abhingt,
i i n.
mcht%;iirﬁ?s&;eﬁin;jl& , < ,v) den Borelschen Ma.Braum: A.=0,1),
o den Korper von Borelschen Mengen und mit » das Lebesguesche MaB.
Bs sei (8,B,m)=(X,&,u)=B und

wobei ay,...,a, beliebige reelle Kongtanten sind, die folgenden Bedin-
gungen geniigen:

(3) a -+ gt ap=0,

(4) gy Oy gy ooy G+ O+ 4 FE O,

keine der Zahlen

(8) Gpy Qo Gpiyy ooy Gp Gpoy+ .o dy

ist ganz (z. B. ay=ay=...=a,_; =1/r und a,=—r41/r). Fiir die Funktion
fls;5°)=€"*=exps erhiilt man dann '

N f(tp-k(s;m'))zexp (s+xé:a,,,m,¢—|—...—}—”é’la,‘wk“_l)
=explst+may+ ... (4. ) By ]
COXP(Bat . @) (@t )
eXP[(Ayt e b OBy e GO ]
Aus (3) folgt fir n>2r flp™(s;0")=h(z")-H(I*2")-exps, wobei
h(5")=exp[ay @+ o4 (0 + ..+ @y 0,1 ],
H@)=exp[(ay+...+ a0+ ...+ a3, ],

Tm*zT(mh%:--‘)=(m27m37"')'
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Wir wenden den individuellen Ergodensatz auf die ergodische Ab-
bildung 7' an und erhalten

13 * . 1 ud *, L
f*(s;0")= lim ng(«p *(s52%)

N—>00

=exps-h(z")-im = Y H(T¢x*)
n~00 W £
=exps-h(z")- [H (") du".
‘Da. keine der Zahlen (5) ganz ist, so kommt

1

. ,
fH(a;')dy":fexp(az-i-...—}—a,)mldwl-...-f OX] 4By dit,_y = a0,
0 (]

Die Grenzfunktion hat also die Gestalt
f*(s;m.)za'egm:s'h(mly---;wr-l))
wobei @50 und %, nach (4), wesentlich von allen Verinderlichen
@yy...y2p_y abhingt.
So zeigt obiges Beispiel, daB die Grenzfunktion f* (die im Satz 1
auftritt) von allen Variablen s, @, y--o3%_; Wesentlich abhingen kann,

obwohl g=1, die Funkfion f nur von s abhiingig und fast jede Abbil-
dung @, ergodisch ist.

3. Wir werden jetzt Bedinglingen fiir die Ergodizitit (metrische Tran-
sitivitit) der Transformation
‘7’*(3593‘)”—‘417* (Siwl)xzaj- )= (‘F(zl ..... )8 32y T3y )

angeben. Das wird nur der Vollstindigkeit wegen gemacht, da das Re-
sultat (Satz 2) eine nur unwesentliche Verallgemeinerung auf beliebige
r des Brgebnisses (fiir r=1) von Kakutani [6] ist.

Ahnlich wie im Beweise von Hilfssatz 3’ betrachten wir hier die
Familie

b= {9’(5;1.,..,3:,)[ m:= (Byy... ) EX:}
der Abbildungen @ge von § in sich, die von den r ersten Koordinaten
@yy...,%, des Punktes #* abhingen, als Familie

D,= {@al 2, e X,)
von Abbildungen
Pap §= ¢a:,(3; Bryeeoy@py)= (‘,“(m,...;z,—)s)a}zs- ey %)

des Produktraumes 8xX;x...xX,_, in sich. Diese Abbildungen hingen
jetzt nur von =, ab. :


GUEST


166 ‘ 8. Gladysz

Definition. Die Familie &, heifit ergodisch, Yvenn je@e M.enge
BeB=BX E1X ... X &y, die fash invariant °) gegenubel‘_ ur-fast jeder
Abbildung @,, ist, vom m XX ... X Ur—1-MaBe 0 ode.r 1 ist. -

SATz 2. Die Abbildung ¢" von Sx X in sich ist dann wnd nur dann
ergodisch, wenn die Familie O, ergodisch ist. » -

Beweis. Ist die Familie &, nicht ergodisch, so ex1st10rb. eme.Menge
BeB fir die 0<mi(B)=(mxpuy_y)(B)<1 ist, welche fast invariant in
Bezug auf p-fast jede Abbildung g, ist. Die charakteristische Funk-
tion z dieser Menge erfillt also 7 X p,-f. . die Gleichung
(6) 2@%3)=2(¢m‘_”%)8,m2,...,wr)=i(8,wl,.--,dif_l),
und das ist gleichbedeutend mit der Existenz einer nich? f. 1. lco*nsl‘,wn-
ten Funktion, die invariant in Bezug auf ¢* ist. Die Abbildung ¢" kann
also nicht ergodisch sein. . ) '

Umgekehrt, setzen wir jetzt voraus, daf b, er_godlftch ist. Pann ist
jede Menge BeP, deren charakteristische Funktion ¥ f. 1. (6) "erfullt, vom
mX piy_;-MaBe 0 oder 1. In diesem Falle ist also y==const £. . pa.ﬂ zieht
eine analoge Rigenschaft fir jede ‘73x€:71-meﬂbare Funk'tlon ‘na,‘ch
sich. Aber nach Hilfssatz 3' ist jede ‘lﬂxé*-meﬁ“tiare Funktion, die in-
variant gegeniiber @* ist, im wesentlichen %xér_?—meﬁbaar (d. h. sie
it f. il. gleich einer solchen Funktion). Diese Funktion muss also kon-
stant sein, w. z b. Ww.

Als Beispiel 1aBt uns die ,stochastische Irrfahrt”” (r=1) auf der
Geraden betrachten. . .

S ATz 8. BEs sei x,(t),a,(t),..., 16 (0,1), eine Folge von 7‘eellwertv,ge7%,
meBbaren, stochastisch unabhingigen Funktionen mit d(m?elbm Vertei-
Tungsfunktionen. Ist f(s), se(0,1), eine Borelsche, summierbare Funk-
tion mit der Periode 1, so ist fiir f. a. (s,1)

1 n ' 1
7 Hm — ) fs4sx(t))={ f(s)ds,
wenn sich mur der wesentliche Wertevorrat mod 1 von i, (1) nicht auf eine
endliche Anzahl von rationalen Zahlen reduziert.

Im Qegenteil ist

n N1
® w23 ot ao)= 5 [0 1+ 5 s [+ S

k=1

5) Die meBbare Menge B heilit jast invariant gegenitber der Abbildung ¢, wenn
m(B=¢~'B)=0, wobei A~B die symmetrische Differenz (4 —B)-+(B—.4) bezeich-
net. .
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fir f. a. t und jedes s, fir welches alle Werte f(8), fls4+1/N),...,
fs-+(N—1)/N) endlich sind, wobei N die Anzahl der verschiedenen Werto
mod 1 bedeutet, die im wesentlichen von den ergodischen Teilsummen

Sp(t) =y (8) 4 ... 4z, (1)
angenommen werden.

Beweis. Um Satz 2 anwenden zu kénnen, nehmen wir: (§,-8,m)=B,
X=(—o0,00), als € den Korper aller Borelschen Mengen, defipieren
das MaB u durch u(E)=|z7'(B)|, wobei || das MaB auf der {-Achse
ist, und setzen &= {p,5=(s+x) mod 1|lzeX}. Wegen der MeBbarkeit
von x(t)=u=,(t), ist die Familie & VB x C-meBbar. Aus Satz 2 ergibt sich
sofort die Existenz der Grenzen, die auf den linken Seiten von (7) und
(8) auftreten. BEs bleibt also nur die Gestalt der Grenzfunktionen f* zu
untersuchen.

Wir betrachten zuerst den TFall, daB der Wertevorrat mod 1 von
sich nicht im wesentlichen auf eine endliche Anzahl von rationalen Zah-
len reduziert. Dann haben wir die Alternasive: 1° # nimmt irrationale
Werte auf einer Menge von positivem MaBe an, oder 2° der Wertevor-

rat mod 1 von x reduziert sich auf unendlich viele verschiedene ratio-
nale Zahlen a,,a,,...

Im Falle 1° bleibt jede gegeniiber u-f. a. Abbildungen ¢, fast inva-
riante Menge BB fast invariant bei einer Verschiebung mod 1 um eine
irrationale Zahl. Eine solche Abbildung ist metrisch transitiv und es
muB m(B)=0 oder 1 sein.

Im Falle 2° ist jede Menge B e, die fast invariant gegeniiber u-f. a.
Abbildungen (s-+) mod 1 ist, bis auf eine Menge vom MafBe Null gleich
einer Menge, die geradezu invariant ist gegeniiber allen Abbildungen
($+a,) mod 1. Wir kénnen also voraussetzen, dal B periodisch, mit
den Perioden a;,a,,..., ist. Wenn man die rationalen Zahlen g, in der

Form a,=1,/m, darstellt (I,,m, natiirlich ohne gemeinsame Teiler), - so
erhélt man

(9) limm,=o0,

1—»00
da die @, beschrinkt sind. Da der Menge B zusammen mit a, such alle
Perioden I,/m,, 2L,/My, ..., myl,[m, angehoren, so besitzt sie unter an-

deren auch die Periode 1/m,. Sie besitzt also, wegen (9), beliebig kleine
Perioden, was m(B)=:0 oder 1 nach sich zieht.

So haben wir bewiesen, daB in beiden diesen Fillen die Familis &
ergodisch ist. Das verursacht, nach Satz 3, die Ergodizitét von ¢*, wonit
die Richtigkeit der Gleichung (7) sichergestellt ist.

Reduziert sich dagegen der wesentliche Wertevorrat mod1 von z
auf eine endliche Anzahl von rationalen Zahlen, so nehmen im wesentli-
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chen die Teilsummen s,=x+ ...+ @, auch nur eine endliche Anzahl
von rationalen Zahlen o,, n=1,2,...,N, an. Wie man leicht sehen katin,
gibt es eine entsprechende Anordnung: o,=mnc fiir n#N und oy=(No)
mod 1= 0, wobei ¢ die kleinste jedoch von Null verschiedene der Zahlen
a, ist.

" Die Familie @ ist jetzt sicher nicht ergodisch, doch kénnen wir auch
diesen Fall auf die Ergodizitéit zuriickfiihren. Wir setzen s, fest und
nehmen den Raum S, der Punkte (sy8y+1/¥,...,8+ (N—1)/N)mod 1
unter Beachtung. Ws sei 93, der Korper aller Untermengen von Sy mit
dem MaB myls)=1/N, seS,. Nach einem eventuellen Ausschluss der a,
die eine Menge vom MafBe Null bilden, transformieren alle Abbildun-
gen g, S, in sich. Sie sind dabei m,-maBtreu.

Die Familie &, als eine Familie von Abbildungen von 8, in sich be-
trachtet, ist ergodisch®). Satz 2 ergibt fir f. a. x*, oder, wag gleichbeden-
tend ist, fir £ a. ¢

tim - 3oy -s0= [ 16)mo

=00 k=1
[f(so)+f(so+ %,) +~-+f(30+ N_"J )]

1
N N

wenn nur f(s) summierbar in Bezug auf m, d.h. wenn nur die Funk-
tion f fiir alle seS, endlich ist. Dies beweist (8) und gleichzeitig Satz 3
im allgemeinen.

4. Hilfssatz 3’ erlaubt uns Kriterien fiir die schwachen Mischungs-
eigenschaften der Abbildung .

@ (s;m.)= P (s 01, Dy e )= (‘V(a:l,...,mr)s 3 @2y Tsy .- 2)
anzugeben.
Definition. Bine Farmilie @, heit vom Mischungstypus, wenn
jede Funktion f(8)=f(s,21,...,%_,)eL*(8), die eine Higenfunktion )
von u,.-fast jeder Abbildung

P 8= P (8, @1y oy Bpy) = (‘P(zl....,w,)‘97m2 yeers @)

ist und die dabei fiir u-fast jedes @, zu demselben Eigenwerie gehdrt,
7i-1. . konstant ist.

" %) Jede nichtleere Menge von §,, die fast invariant gegentiber fast jeder Abbil.
dung @z ist, muB invariant gegeniiber der Verschiebung mod 1 um o sein und darum
ist sie gleich dem ganzen Raume .

7) Bine Funktion f(s)¢ I* heit eine Higenfunktion der Abbildung p, wenn es
eine solche Konstante a gibt, daB f(ps)=a-f(s) fir fast jedes s gilt, Sie gehirt zu
dem Eigenwert a.
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Sa1z 4. Die Abbildung ¢* besitet nur triviale (d. h. f. 4. konstante)
Eigenfunktionen dann und nur dann, wenn die Familie @, vom Mischungs-
typus ist.
Beweis. Ist die Familie @, nicht vom Mischungstypus, so existiert
eine solehe nicht konstante Funktion f(3)eZ*(S) und eine solche Zahl a,
daB (m X u,)-1. @,

f(@x,g) = f(‘P(ml,.__;m,)S,%r cyly) = a8, .. -2171'—1)'

Die erhaltene Gleichheit kann man einfach als f(p*(s;x")) =a-f(s;27)
darstellen; dies zeigt, daB dic Abbildung ¢* eine nicht-triviale Bigen-
funktion besitzt.

Umgekehrt, wenn die Abbildung ¢* eine nicht-triviale Bigenfunktion
F(s;2")e LN(8 x X*) besitzt, so erfilllt diese Funktion die Gleichung
flo* (s;8%) = a-f(s;2"). Da |a|=1, muB diese Funktion (nach Hilfssatz 3’
mit g=a) im wesentlichen von der Gestalt f(s,2,...,%,.;) sein. Sie
erfiillt also gleichzeitig f.ii. die Gleichung

H9s,8) = a-£(3),

was zeigh, daB j eine Eigenfunktion fast jeder Abbildung g, ist. Da f
dabei demselben Eigenwerte o angehort, kann die Familie ¢, nicht vom
Mischungstypus sein.

Da der Beweis von Satz 4 in einer Richtung trivial ist, so kann er
anch kurz so formuliert werden: Die Abbildung ¢* kann nur triviale Eigen-
funktionen besitzen. Unter einer irivialen Higenfunktion verstehen wir
hier eine Funktion, die eine Eigenfunktion fast jeder Abbildung @, ist
und die dabei fiir fast jedes @, zu demselben Rigenwert gehort.

Mit der Nichtexistenz einer nicht-trivialen Eigenfunktionen von ¢*
sind streng die Mischungseigenschaften dieser Abbildung verbunden
([8], 8. 35 u.f.).

Bei festgesetztem (§,98,m), heiBt die Abbildung ¢* vom Mischungs-
typus, wenn es eine solche Menge M von natiirlichen Zahlen von Dichte
Null gibt, daB

(10) lim m(g~"A-B)=m(4) m(B)

n—sco,neM
fiir jedes Mengenpaar 4 ,Be3 erfilllt ist.
Die Menge M heiBt dabei von Dichte Null, wenn

lim 2 N[(m,n)-M]=0,
n‘—'m»-)oo N—m

wobei N[(m,n)-M] die Anzahl der Punkte von M bedeutet, die in den
Abschnitt (m,n) fallen.
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Da die Beweise der bekannten Mischungskriterien einen wesentli--

chen Gebrauch von der Spektralanalyse unitdrer Operatoren im THil-
bertschen Raume machen, miissen wir zusitzlich voraussetzen, dafB
die Abbildungen g¢.x eineindeutig und beiderseits meBbar, die Fa-
milie @, beiderseits meSbar und L*(8) und I*(X) separabel sind.

Als Analogie zu den gleichwertigen Behauptungen:

a. die Abbildung ¢ von § in sich ist vom Mischungstypus,

b. die Abbildung ¢ besitzt nur triviale Eigenfunktionen,

c. die Abbildung wu(s,t)=(ps,¢t) von 8x§ in sich ist ergodisch,
werden wir folgendes beweisen :

SATz 5. Folgende Behaupmhgen sind gletchwertig:

a. Die Abbildung @"(8;8y,%,...)= (¢, .2y 8% T5,-..) von SxX*
in sich ist vom Mischungstypus.

b. Die Familie @, ist vom Mischungsiypus.

c. Die Familie ¥, ={Ya,. zsp...an (@ri9r)eXsx X)) von Abbildungen
Yy (8:8) = (Pu8,p01) vom §X 8 in sich ist ergodisch. ‘

Wir nehmen die Abbildung

== ='. . H _Z:* o
T 58587 )=@ (o) Ty, W38 @y, Bpy...) =(---;mo;'”x;‘P(ml.,,.,z,)&';mz;wa;---)

von X*xS§xX" in sich unter Betracht. Diese Abbildung ist &*x:x
X ¢* meBbar und " xm X u*- maBtreu.

Hiirssarz 5. Ist die Funktion [ ;80" eI (X*x Sx X*) eine
Eigenfunktion von @', so ewistiert eine solche Funktion g(s;a*), daf
atXmxu®-fo i f(@ 850" )=g(s;2") ist.

Kurz gesagt: Die Abbildungen
funktionen. .

Beweis. Die Funktion f 148t sich in L' durch Funktionen fn vOR
der Gestalt (@ nisye- - %38;8,,%,...) approximieren. Es ist klar, daf
-die Funktionen ¢'"f, nur von den Variablen 8, 0y, @y, ... abhingen.

) Zu einem beliebig- festgesetzten £>0, kann man ein solches n und
eine solche Funktion f, wihlen, daB |f—f,||<e Gehort der Rigenwert o

zu der Rigenfunktion f, so ist ""/==a™f, was zusamumen mit der
u” Xmx - MaBtreue von g*

@' und ¢ haben gomeinsame Higen-

1= &= fll = o™ 5 — 0 G = =[5 = ol = [l <e

ergibt. Man kann also f beliebig genau durch die Funktionen a~"gr
approximieren. Da diese Funktionen nur von den Variablen 8, " abhén-
gen, muB die Funktion f auch im wesentlichen von der Gestalt
f(8;@1,%,...) sein, w. z b. w.
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Beweis von Satz 5. a—b. Wir setzen voraus, daB8 ¢* vom Mischungs-
typus ist. Es existiert also eine Menge M von natiirlichen Zahlen von
Dichte Null derart, daB fiir jedes Mengenpaar A*,B*e¢BxCE* (10)
erfiillt ist. Dies zieht nach sich die Gleichheit

im  [fg-"fdimxu*)=[fd(mxu®)- [ gd(mxpu®)
n—roone M

fiir jedes Paar von Funktionen f und g, wobel feI'(SXxX*), ¢ meBbar
und beschrénkt ist. Wenn also f eine Bigenfunktion von ¢* mit dem
EHigenwert a ist, so haben wir

Mn_Mfg-cp‘"fd(me*)= Iim o™ [f- gd(mx p")
= [fd(mx ") { g@(mx p")

fiir jede beschrinkte Funktion g. Das ist nur dann moglich, wenn f=const
igt. Die Abbildung ¢* besitzt nun nur triviale Eigenfunktionen und,
nach Satz 4, ist die Familie @, vom Mischungstypus.

b—ec. Ist &, vom Mischungtypus, so (Satz 4) besitzt die Abbildung
¢" nur triviale Bigenfunktionen, also besitzt die Abbildung g (Hilfs-
satz ) auch nur triviale Bigenfunktionen. Die Abbildung p" ist umkehi-
bar (die inverse Abbildung ist

Py By W5 838y By )= (---7’1’—2,475—15‘77@:..._@,.1)si%z-w))y
da die Umkehrbarkeit von @,y vorausgesetzt ist. Daraus folgt; daB ¢°

vom Mischungstypus ist (um so mehr also ¢*, und deshalb b->a). Daraus
folgt weiter, daB die Abbildung

V@, Y= (07 (@, 8,07)8" (1 1,07)
von (X*X8xX*)x (X*x8xX") in sich ergodisch ist, was die Ergodi-
zitdt der Abbildung
»* (s,0"58,9%) = (9" (s50") 50" (8;9"))
= (P 8 %21 a1 -3 Pl P Yar Was )
von (§xX*)x(§xX*) in sich nach sich zeht.
Man kann aber y* als Abbildung

)= w‘((sat) 3 (@1, ), (025%a) - - )
= (Ppor,...a0 8 1 Psn.nt (T2 ¥2) 5 (B33 3) 5+« )

von UxZ*, wobei U=8x8, Z=Xx X, in sich auffassen. Auf eine solche
Interpretation ist schon Satz 2 anwendbar, der sofort die Ergodizitét
der Familie ¥, bestétigt.

* »
(w32
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c--a. Ist die Familie ¥, ergodisch, so ist nach Satz 2 die Abbildung
p" von (8% 8)x (X*xX") in sich ergodisch. Gleichzeitig ist auch (Hilfs-
satz 5) die Abbildung ¥ =(¢"(@",s,4");9"(¥",1,y") ergodisch. Die
letzte Abbildung ist eineindeutig und man kann die bekannten Krite-
rien anwenden, die uns zeigen, daB .die Abbildung ¢*(Z",s,2*) von
X*x8% X" in sich vom Mischungstypus ist. Um so mehr muB die Ab-
bildung ¢* von §xX™ in sich vom Mischungstypus sein.

Als Beispiel betrachten wir nochmals ,,die stochastische Irrfahrt”
auf der Geraden. Es sei (8,B,m)=8, X=(0,1), € ein Koérper Borel-
scher Mengen mit irgendeinem .

Batv 6. Die Familie ®={p,|ze(0,1)] der Abbildungen.

Pp8=(8-+ ) mod 1

von {0,1) in sich ist dann und nur dann vom M ischungstypus, wenn der
Wertevorrat von x—y im wesentlichen (nach dem Produktmafe uxu) sich
nicht auf eine endliche Anzahl von rationalen Zahlen reduziert.

) Beweis. Es sei f(s) eine Funktion, die eine nicht-triviale Bigenfunk-
tion u-fast jeder Abbildung ¢, ist und die dabei demselben Eigenwert a
angehort. Dann ist f(s-+a)=0-7(s) fiir m xp-£. a. (s,2), und daraus folgt
f(s+a)=f(s+y) wd f(s)=f(s— (@—y)) fir fast jedes Paar »,y. Man
kann sich leicht {iberzeugen, wie im Beweise von Satz 3, daB dies nur
dapn méglich ist, wenn 2—y im wesentlichen nur endlich viele rationale
Werte annimmt.

Satz 6 kann man auch folgenderweise formulieren:

Es sei @(1),4,(t),..., te(0,1), eine Folge von reellen, mefbaren und
stochastisch wnabhingigen Funktionem mit denselben Terteilungsfunktio-
nen. Reduziert sich der wesentliche Wertevorrat mod 1 won @y (1) — 2, (1)
nicht auf eine endliche Anzahl von rationalen Zahlen, so existiert eine Menge
M der Dichte Null, so daf fir jedes Paar f, 9¢L*(0,1) von Borelschen
Funktionen mit der Periode 1

1

(11) tim [ (s + s (8) g(s) dodt = jﬂs)ds jg(s)ds,

00 0

ngM

wobel 8, =m;+... +x,.
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