Sur la force frontale exercée sur un obstacle par un liquide
visqueux compressible
par

A. KRZYWICKI (Wroctaw)

Je considére dans l’espace le mouvement d’un liquide homogéne,
visqueux, compressible, remplissant tout l'espace 2 lextérieur d’une
surface X fermée et bornée, qui, sans se déformer, se déplace parallélement
4 une droite avec une vitesse constante égale & W,. Soit X¥YZ un systéme
de coordonnées 1ié invariablement & la surface X, dont l'axe Z est paral-
18le & la vitesse de 2. Soient u,v,w les composantes de la vitesse du li-
quide par rapport au systéme immobile parallele au systéme XYZ;
soient p,o,u,v respectivement la pression, la densité et les coefficients
de viscosité du liquide. J’admets que les forces extérieures somt nulles
et, pour simplifier, que la surface X posséde partout une normale continue.

Le mouvement du liquide est défini par les équations du mouve-
ment:
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par Péquation de la continuité:

0 do do do de
9) =~ = b — W)= = oe = 0.
(2) at+%aw+'vay+('w Wo)6z+e@ 0 (011 dt+g@_0)’

et par 'équation caractéristique du liquide:

(3) p=p(e,1).
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1. Je considére le mouvement au moment ¢ et j’admets qu’h ce mo-
ment les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(I) le liguide adhére & la surface X; on aura donc sur cetie surface
w=W, (W,>0);
(IT) Dénergie cinétique du mouvement du liquide est finie:

[T etid 12 e < o,
Xz

u=v=0,

Xy désignant tout Vespace & Vextéricur de X;

(IIX) 4l existe une comstante o*#0 telle que
Lff o —p*ldo < co:
z

(IV) la densité o est bornée: ¢ < const;

(V) il ewiste une constante M telle que
1
[[[zdw<y [[[ o, Hy=T—intz,
iy @ i

pour chaque domaine II contenant X, int X désignant le domaine inté-
riewr & X. Dans la suite je me borne au cas ot IT est un cylindre & Uaxe
Z, symétrique aw plan XY, la moitié de sa hauteur élant égale au carré
de son rayont);

(VI) la fonction Op|0p est bornée pour o satisfaisant & la condition
(IV): |0p/do| < const;

(VII) les fonctions u,v,w,p,e Sont continues, ainsi que toutes leurs
dérivées partielles qui apparaissent dans les équations du mouvement et
dans Véquation de la continuité?).

Remarque 1. L’hypothése (III) sera satisfaite, si I'on assujettit
le mouvement aux deux conditions suivantes:

(%) J[f les—¢"idw < oo,
. X5

0o=0(®,¥,2,0) désignant la densité du liquide an moment {=0, et

fxffle—eo!dw<°°,

(+#)

1) 11 suffit A’admettre que la condition (V) est satisfaite pour une suite X, de
domaines (voir le renvoi ?) dans le mémoire [2]).

) Les hypothéses concernant la surface X' et les fonctions w,v,w,p, e peuvent
atre affaiblies (voir le renvoi *) dans le mémoire [1]).
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ce qui veut dire que pendant le mouvement une masse finie du liquide
a été transportée.

Remarque 2. Le caractére de la condition (IIT) peub 8tre expliqué
par la remarque smvante on voit facilement que les hypothéses (II1I)-
-(VI) sont satisfaites, si les conditions smva,ntes sont remplies:

JIT fd”dw,

Xy p*

(ITT%) Pexpression

ol p*=p(o*,t), est finie, ce qui exprime le fait que I’énergie inté-
rieure du liquide au moment ¢ est finie;
(IV*-V*) 1a densité ¢ est limitée, 0 <¢ <
constantes;
(VI®) la fonction dp/dg est continue et positive pour ¢=¢, d’olt il suit

o< 0, ¢ ot C étant des

0
max @ < const;

0
min £ >0,
e<oxC 00

e<es0 0¢
1a deuxidme inégalité dit que la vélocité du son dans ce liquide esh bornée.

Remarque 3. En intégrant les membres des inégalités o*—|o—o”|
<o<o*+|e—o"| et en tenant compte de I’hypothése (ILL), on a

fffedw
fffdw’

g, désignant une suite monotone de domaines, telles que > &, soit égal
n

4 tout 'espace.

Il est clair que les conditions (III), (IV) et (VI) entrainent I'iné-
galité |p —p*|<const|o—g"|, d’ol il suit

4) [[f1p—p"ldo < co.
Xz

TaxoriME 1. 8¢ les hypothéses (I)-(VIL) sont remplies au moment t,
il existe une swite de surfaces cylindriques @, croissantes indéfiniment de
manitre que 1/A<RL[h, <16, o R, et h, désignent respectivement le rayon
et la moitié de la hauteur de @,, et telles que

0
® et [0

P, désigne ici la composante frontale de la force exercée par le liguide sur
%, £, — le domaine contenu entre les surfaces X ot @,.
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Démonstration. La composante P, s’exprime par la formule

(6) P,#ffpng,dcr——vff@ﬂ do-—,uff—«—da;

Ny y My, N, désignent les cosinus directeurs de la normale intérieure de la
surface de lintégration, dw/dn est la dérivée prise le long de la normale
intérieure.

Désignons par & une surface cylindrique & ’axe Z, symétrique au
plan XY. En ajoutant ’équation (2) multipliée par w au premier membre
de la troisiéme des équations (1), en intégrant ’équation obtenue sur
le domaine {2 contenu entre les surfaces X et @, et en tenant compte
de (I) et (6), on obtient

(M fff

d + Py= ff owlung+ vy + (w—Wo)n,} do

‘{"fflmzdc—vff@nzda—/lrff_uz do.
@ [ s 0n

On a §=I'+A"+A", I désignant la surface latérale de &, A" et
A7 sa base supérieure et inférieure respectivement. Sur la surface @ on
a, en utilisant les coordonnées cylindriques r, ¢, 2,

Np= —CO8Q, MNy= —sing, n,=0,

sur la base A*

Ng=ny=0, n,=—1,

et sur la base A~
Ng=Ny=0, my=-+1.
Soit R le rayon de la base de @ et h la moitié de sa hauteur. Je pose

F(R,h):”fﬁ(aetw) do +P,,
- (Aerf —J‘f)ngdg— ({J*if)?daa
Gy(R,h) = — [[ ow(u cosp + v sing)do,
8) Go(R, 1) = Wo( [~ [[) ewds,

aur.m =+([[ - m( P as,

- dw
Gs(lx’,h)z,u” 5 40

(=12

Ge(R,h) =

(Jf = [)do=]] do—[[do.
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On peut alors écrire I'équation (7) de la fagon suivante:
6
(9) F(R,h) = .Z;Gi(l?,h).
i=

Je ferai voir maintenant que

26 2a 2 2

(10) 1im%ffdlx’daf [ F(R,h)arac=0,
' e B 5 nt

cette égalité devant exprimer que l'expression dont il est question tend
uniformément vers zéro par rapport & 7, si 7 est assujetti & la condition

(11) B < <26°.

De Ihypothése (II), de la formule (4) et de lidentité évidente
([J—=[f) pao=(f[—[[)p—p")do
4+ a- a+ 4~
on déduit ’égalité

2
im [ G(R,h)dh=0,

R0 z
e, & plus forte raison, )
1%
(12) lim = [ @ (R,h)dh=0.
R{—o0 C 3

Je définis la mamiére de la croissance 4 l'infini des deux variables B

et ¢ dans les derniéres formules par les relations
ﬁ<a<2ﬁ7 ﬁ2<5<4ﬁ2;
a3) B<R<4p, P<h<sf,
qui résultent des formules (10) et (11). Dans la suite j'écrirai lim en te-
f=»00

nant compte de (13).

De I'hypothése (II) et de linégalité de Schwarz il résulte

1 2a
(14) lim = [ Gy(R,h)dR=0.
prco O .
L’inégalité de Schwarz
14 2L 2L
[dh [felwldo<([ dh[[odo)” ([ an [[ owdo)”
e 4+ ¢ a+ [ 4t

et les conditions (IT) et (IV) entrainent
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1 ¥
lim —= [@(R,h)dh=0,
[4

g RV T
d’ol1, en tenant compte de (13),
1%
(15) lim = [ Gy (R,h)dh=0.
ﬁ—-»coé- z

La base 4% du cylindre ¢ est une région dans le plan z=h; en utilisant
les coordonnées cylindriques 7,9, dans le systéme XYZ on tire de
la formule de Gtreen

2z

ou v )
AfJ(% +;37/) da=f (u cosp + v sing) Rdp.

[

En vertu de (IT), de (V) et de I'inégalité de Schwarz, la derniére égalité
donne
2a 27

(16) hmidefG4(R,h)dh=o.
4

oo 0L Y

On obtient pareillement

28 2a ' 29 2t

1 1
(1mn lunl—ééffGS(R,h)dea=0, lim = [ [G(R,h)dhd;=0.
B—0 B a Broo nt

Des formules (9), (12) et (14)-(17) résulte la relation annoncée (10).
En posant dans la formule (10) =42 nous en déduisons qu’il existe deux
suites {R,} et {h,} indéfiniment croissantes telles que

lim F(R,,h,) =0
N—r00
et, d’aprés (13), 1/4 < Ri/h,<16. Le théordme I est done démontré.
En particulier, si le mouvement considéré du liguide est permanent
par rapport au systéme X YZ, il résulte de (5) que le liquide n’exerce aucune
force frontale sur la surface Z.

2. Soit

on aura done
18) oP . ap oP op oP op
¢ 2% 0 % 8y e e

Studia Mathematica XV | 17
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-

Dans la suite Xz, désigne le domaine: R,<r<oo, -—oo<{2<<+o0,
et X, — le domaine: ——oo<z< —Zy, Zy<o< +o0, Ry e Z, étant des
constantes positives.

TrtoriME IT. Au moment t les hypothéses swivanies soient satisfaites:
(a) (I), (IT), (IIL), (VI), (VIL);

(o) 005
(b) les fonetions u,v,w sont bornées %);
(c) les fonctions

1 de
r dx’

1 dp

1 de 1
oy

e -0
r 0z I3

sont bornées dans le domaine Xgp , et les fonotions

1 do
2 0x’

1
l _Qg’ _(?g et —_— @
2 0y 0z 2

sont bornées dans le domaine Xg;

@ fff ( )dw/oo)

il existe alors ume suite de surfaces oylindriques @Y croissantes indéfiniment,
de maniére que L<RY ML<16 et telles qu'il sodt

(19) WOP,:—EE{B +fffrf —d ——.—Bff__ ou, do }
ol

IR I R e R o R o R o e
(21) Eg=%fnffe(u”+v”+w2)dw,

(22) U= Uz Oy + 0,

%) Il est évident qu’il suffit d’admettre que cette hypothése soit satisfaite & l'ex-
térieur d’un cylindre @, .
" 4) On voit d’aprés la maniére de la démonstration que la convergence de l'in-
tégrale (d) dans le théordme IT et (d’) dans le théordme II’ n’est pas essentielle; il
suffit d’admettre que I'intégrale de la fonction (1/r2)(9p/82)? est bornée pour la suite

de domaines: A,<r<21,, —A<e<</, {4} étant une suite de nombres infiniment
croissants,

icm
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Démonstration. Nous remarquons tout d’abord que d’aprés
Phypothése (a,) on a

En vertu de (4) il résulte donc
(23) JI]1P(p)
Xy

En multipliant la premiére des équations (1) par u, la seconde par v,
la troisiéme par w, l’équation (2) par F(w'-+v*+w?), en les ajoutant
ensuite et en intégrant sur £, on obtient en vertu de (I), (6), (20)-(22),

11' e

ldw<<oo.

(24)

0E, e
5+ Dot WoPe=1} | | 0(0+ 0"+ ) (wn—Wan,)do
e

“%H% @+ 2+ wtdo+ [ [ (— 10+ plusdo+ [[[pOdw.
3 P a

En intégrant par parties le dernier terme de la formule (24) et en tenant
compte de (18), (2) et de I'hypothése (I) on &

(25) [[ prndo+ [[[pOde
¢ Q

~IIr®

Quant au terme —»[[Qu,do dans (24), j’utilise lidentité évidente
-]

9dw+ffp Yo (tty— Wom )da+Wofj pngdo.

1 s -2
O=—[00°— O’ — 0™)];
0

en vertu de I’équation de la continuité on a alors
1 do
el

1 do do do
*'QT,{]&?{%E; -|'U@ +(w—-WU)§}unda~— ff@ ¢*— ") updo.

Uy do—

(26) [ Oundo=

En vertu de (25) et (26) ’équation (24) prend la forme

4
=2 Gi(R,h),
1=

17%
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ol

: aE
F'(R,h)y= —2

d do
D Py 28 o do+W,P,
+ n+UJ A 2Uaz9 e

Gi(R,h)=—1} [[ o(u*+o*+w') (u cosp+ v sing)do
r
— ng(u cosp-+-v sing) do
r
~£ﬁff ( +fu +w§—)(ucos;z;+vh1nqv)d
r

~%H O(e—o*)(e+ ") (u cosp-+-v sing)do

wW.,fo

(u cosp-+ o sing)do,

GH(R h)—i‘—{f—a—; (w0 ") do,
@ (R, h)= (ff ff) (0 -+ 0+ w?) (0 —Wo) do
(- S)pte-waso—{ ]~ ) o—r"a
=Gl el B gy g
F [ 11 et wao— ol [~ ])ote—e")e " i,
(B h)= (ff fj)_—(u=+@z+w)

Je vais montrer maintenant, de la méme maniére que dans la dé-
monstration du théoréme I, que

1' 28 2 2q 3¢
(28) tim —— [ [dRda [ [ F'(R,h)dhdl=0,
ﬂ—’“’ﬂ n B a nt

d’olt Von déduira la thése du théoréme II.
En vertu de Pinégalité de Schwarz on obtient, pour o> Ry,

ta do 1 /0o\2 12 /2 e
(29) !dRJ;fg‘a—z u] d¢r<constAa(L{anf—rz~(£) dw) (adefrf gu“da).

e _®©
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En tenant compte de 'inégalité (29) et de l'inégalité analogue avec v au
lieu de u, en vertu des hypothéses (II) et (d), ainsi que de la relation (23)
et des hypothéses (III), (a,), (b) et (c), on obtient

2q

1
lim— [ @& (R,h)dR=0,
B0 X3

ol les variables h et o satisfont les inégalités (13). Ensuite, en tenant
compte de I'inégalité de Schwarz, de (13) et des hypothéses (IT) et (¢), on a

1% do
gz‘!dh£!@|5u:§da=o.

11 est facile de voir, vu la derniére relation, la forme du terme Gy(R,h)
et les conditions (II), (4), (23) et (b), que 'on a

lim — fGathh 0.
5—»0;5

On peut montrer de la méme fagon que nous ’avons fait précédem-
ment qu’il est

1 28 2a 1 292
30 lim-— | | Gi(R,h)dRda= lim— | | G4(R,h)dhdl=0
o0 s [fam o, o foimmms=o
d’ott V’on déduit (28), ce qui démontre le théoréme.
Si I'on se borne au cas, oi la relation entre la pression et la densité
est adiabatique, c¢’est-a-dire, si I'on a

(31) e=const-p’, O<i<1

(j'exclue le cas du liquide incompressible: i=0), on peut modifier®) les
hypothéges (a,), (¢) et (d) du théoréme II et on obtient le théoréme
suivant:

TuhoriME I1'. Si les hypothéses suivantes sont satisfaites:
(') (D), (IX), (IIL), (IV), (V), (VIL);
(b')  les fonctions w,v,w sont bornées;
(e') les fonctions
1 do 1 8¢ 1 de

mYe - omUE - mYe et i o
¥ dz’ r - Oy’ v 02 r

5) (ette modification est un affaiblissement de I'hypothése (c); en retenant
I’hypothése (V) je n'exclue pas le cas oit la densité o tend vers zéro en quelques points;
I'expression |gradg| peut donc prendre de grandes valeurs en ces points.


GUEST


icm

262 A. Krzywicki

sont bornées dams le domaine Xp,, et les fonctions

1
2

1,00 1,00 m e o)

Zpm = — e
PR Zgay ¢ %

sont bornées dans le domaine Xz, ot m désigne wn nombre naturel;
1 69 ? am~1 .
(e") Péquation amactémstzque du liquide a la forme (31),

alors il emiste ume suite de surfaces cylindriques &, croissantes indéfiniment
et telles que

-+ Dg, +

i Jifs- v o

m 41
- "'Fﬁih J f o d" [
@

1/4 <R [hy, <516,

0B,
(32)  WoP,=— hm{

Démonstration. On obtient la démonstration en ntilisant celle
du théoréme II, en y modifiant convenablement les raisonnements
sur Jes deuxidmes membres des formules (25) et (26) et, par conséquent,
sur les termes @, et G5 de la formule (27); la méme remarque CONCErne
les termes G4 et-G;; bien que ces termes aient dans le cas congidéré ici
la méme forme qu’auparavant, on doit maintenant remplacer I’hypothése
(ao) par Phypothése (V).

D’aprés Phypothése (e') on a

S5
p)—l i\e ")

En tenant compte de (2) et des identités évidentes

* *
P 1 2y
p— L omp—p — Lo (e—0"), 0= [0 -0 —0"™)]s
0 e o
on aura

*
i

_Lf Pe(ﬂn— Wb'ns)dc": 1

S [f—» )undom-i——

[

U o—e")tundo

W, o * p w * ]
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w2 [ [Qudo=— [ [22 gm+1u,a
o i n - A ot 4 n &0

+ff {—u+ +Z§ (w— Wo)}undu-i— [[ 6™ =™+ uydo.

Enfin, en utilisant les derniéres formules et en tenant compte de I’iné-
galité |g™*2—"™ % < (m+2)(™H|p—g"|, on obtient

infanf S Peten

On a alors

Wong)do—» [ f @u,,do]dh=o.
@

1 8 22

(33) lim —— [ [aRda [ [ [G5(R,h)+G3(R,h)]dhdz=0
o0 ﬁ n Ba ni

En vertn de l'inégalité de Schwarz on obtient

Zﬂ 2a

ffG (R, dﬁdal<eonst(fd1effg (U202 102) da) (deff da)

d’ol, en tenant compte de (II), (V) et (13), il résulte

20 2a

(34) hmw ffaq (R,h)dRda==0.

Les considérations semblables & celle-ci donnent enfin la deuxiéme
formule de (30); en vertu de cette formule, de (33) et (34) on obtient
la thése du théoréme IT'.

On peut aussi modifier le théoréme IT de la maniére suivante:

THEOREME I1". Soient satisfaites les hypothéses du théoréme 11 & Vex-
ception des hypothéses (c) et (4) que je remplace par les conditions suivantes:
(¢"') la fonction @ est bornde,

@ Lﬁfr dw:fff ( )dw<oo )3

il ewiste alors une suite de surfaces cylindriques @, telles que

oF
(35) W, P, =—11m{ ----- +D,,n+fffr )Hdw} C1/A << RN <16,

5) Cette hypothése peut &tre affaiblie, pareillement que I'hypothése (d); il suffit
d’admettre que lintégrale [[[(1/r?)(@g)*dw est bornée ppur la suite y, de domaines,
définie dans le renvoi 2) du mémoire [2]. H
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Démonstration. On a i
—vff Gu,do="» [[6(u cosg-+ v sing)do—»( f—[lf_f@wdg,
[ I

A+

En vertu de l'inégalité de Schwarz on obtient
2 2a 1 yz 12
f iif@u cosqodo-ldR< const-a(ade if;;(@g)”da) (;deLfguzda) ,

T ® v, F 2 o)V
cf;{J@wdvtdhgconst(!dh‘{!da) (Efdh({!gw o)

ot les indgalités analogues pour [[Owu singpds et pourdf_ [Gwdo; en tenant
: r

compte de ces inégalités, ainsi que de (IT), (") et (13) on aura done

]imi-}udR}CUf@u%do" dh=0.
poo 0L 5 : e

Bn vertu de cette relation et de la formule (24) on voit qu'il suffit de
reproduire la démonstration du théoréme II pour prouver la theése (35).

S8i u#0, il résulte du théoréme I et du théoréme I1 (respectivement
I, TI') que le mouvement satisfaisant aux conditions dﬂi théoréme TI
(resp. 11, 11"} et permanent par rapport aw systéme X YZ lié & la surface
X wlexiste pas’). .

En effet, en vertu du théoréme I on a P,=0; en tenant compte de
(19) (resp. (32), (35)) et (20) toutes les dérivées partielles de u,v,w
disparaissent, ce qui donne, d’aprés la condition (I), u=v=0,.w=
=W,. Il résulte des équations du mouvement qu'il devrait &tre simul-
tanément p=econst, p=const, ce qui est contraire & l'’hypothése (II).

3. Les hypothéses (c¢) et (d) du théoréme II (resp. ’hypothése (d'')
du théoréme II") ne paraissent pas tout-d-fait naturelles. Il est done
4 remarquer qu’on peut les abandonner, en remplacant Phypothése (IT)
par une hypothése plus restreinte.

THEoREME A. 87 les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(a) le liguide adhére & la surface X;

(B) [ QU™+ 0P+ ) do < oo

(y) les fonctions w,v,w sont bornées;
(8) il ewiste une constante M telle que

I edwsanjffao,  [[[ < [[] do,

Qz

ﬁ::ﬂ—iﬂtz,

7) Evidemment on éd'met Wos£0; si W,o=0, le liquide est au repos.
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pour chaque cylindre IT & Pawe X,
hauter est égale & son rayon;

il existe alors dewws suites de surfaces oylindriques v, v, croissantes indéfini-
ment de manitre que 1/8< R, [k,, BL/5 <2 et telles que

P[5 o= 5, [ 28) conga)
0n In

) symétrique au plan YZ, dont la

(36)
P,=—ﬁ,?1{f_ff¥ dw+R‘,’,f_fﬂ§;fﬂsmqma}.
2 I'n’

Upy Uy, Uy désignent les composantes cylindriques de la vitesse du liquide
dans les coordonnées ceylindriques #,7,¢; £2,— le domaine contenu entre
les surfaces X et y,, I, —Ia surface latérale de y,, %, — le rayon de sa
base et %, — sa hauteur.

La démonstration est complétement analogue & celle du premier
théoréme du mémoire [1]. Il faut seulement se baser sur I'inégalité de
Holder au lieu de I'inégalité de Schwarz. Si Pon prend les cylindres & I’axe
Y symétriques au plan XZ on obtient la formule analogue pour P,.

On peut aussi démontrer le théoréme suivant:

TeforREME B. 87 les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(2)-(3) du théoréme A;

les fonctions p, @ sont borndes;

Véquation caractéristique o la forme

g=const-p*, 0<<i<1

(le Viquide peut domc étre ineompressible) ;

il ewiste alors ume suite de surfaces cylindriques vy, croissantes indéfiniment
telles que

0E; ., - 1 p Oo
6;’ +_D_n"”+ l_-—_Z &{IEW dw

(87)

WOP,,:—HDZ\{
n
A =i 0(0%y) |
=15 Wk {:f”——m«"’—smwa},

18 Ry [k <2.

Des formules (36) et (37) résulte de méme qu’un mouvement du li-
quide permanent par rapport au systéme X YZ et satistaisant aux hypo-

théses du théoréme B n’existe pas.
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En comparant la formule (5), qui exprime la composante frontale
de 1a force exercée sur un obstacle par un liquide, et les formules (7), (8)
du mémoire [2], qui expriment les composantes latérales de cette force,
on voit que la formule (5) a un sens méeanique clair pendant que les
formules (7), (8) ne Pont pas, & cause de leurs derniers termes. Or, si 'on
se borne au cas du liquide homogéne, visqueux, compressible et si 'on
admet que les hypothéses (I)-(VIL) sont satisfaites, ainsi que Thypothése

f” ( ) dor < oo,

on peut exprimer les composa,ntes de la force latérale de la maniére
snivante:

=——hmfff

On peut aussi modifier les formules pour les composantes de la force
exercée sur une courbe dans le mouvement plan du liquide. Si I’on consi-
dére un liquide homogéne, visqueux, compressible et si 'on admet que
les hypothéses (I)-(IV) du mémoire [1] sont satisfaites, ainsi que I'hy-
pothése (VI) de ce mémoire et

Jle-dlir<e ]2 (%) ao <,

Xy désignant tout le plan & l’exbéneur de la courbe ¢, on obtient pour
les composantes de la force exercée sur la courbe C les formules suivantes:

po——im [[2€ g,

n~>co A,

dw,

°°.!2'

"’"WH,”
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