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Uber eine Anwendung der Methode von Turén,
auf die Theorie des Restgliedes im Primidealsatz

von

W. Sras (Poznan)

1. Es bedeute wie iiblich, A(n) die Dirichletsche zahlentheoretische
Funktion, welche logp ist, wenn » = p® eine Primzahlepotenz ist und
sonst = 0; es sei fernmer

(11) p(o) = D A(n),

e
(1.2) O =sup{f: L(e) =0, ¢ =f+w, 1 <F <1},
£(s) bedeutet die Riemannsche Zetafunktion;
(1.3) @' = inf{a: p(x)—2 = O(2")}.

Es ist in der Zahlentheorie wohl bekannt, daB
(1.4) 0=06".

Aus (1.4) folgt: Wenn g, = B+ 7,7 eine Wurzel der Riemannschen
Zetafunktion im Streifen 0 < ¢ <1 auf der komplexen Ebene ist, dann
gibt es fiir eine beliebig kleine Zahl ¢ > 0 eine Konstante ¢ = C'(¢) >0
und eine Folge )

l<om<a,<...—>+oco
daB

(1.5) (9 (@) — @] > O(e)aio".
Das ist aber keine ewplizite Abschitzung des Restgliedes v (z)—2.

Eine, von. einer einzigen Wurzel der Funktion {(s) abhéngige expli-
zite £ Abschitzung, hat erst P. Turin gefunden ([5], Satz XXX,

P. Tur4dn hat folgenden Satz bewiesen:
Wenn £(g)) = 0, @ = Bo+iys (Bo 2= %, 70 > 0) und

(1.6) T > max (0, expexp 601og?|g])
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dann

. logT
(L.7) max |y(#) —a| >T% exp(—ﬂ 7-~-~~-w)

1<a<T Vioglog T’
und C, ist eine explizite numerische Konstante.

2, Ts erhebt sich die Frage, ob man. einen solchen Satz iiber das
Restglied im Primidealsatz finden kann, bei dem die Abhéngigkeit von
Parametern des Korpers ewplizite gegeben ist. Die Antwort ist positiv.
Bevor ich meinen Satz formuliere, fithre ich folgende Bezeichnungen ein:
¢ sel eine beliebige algebraische Zahl, K — der durch # crzeugte alge-
braische Zahlkorper, » — der Grad des Korpers K, A — die Diskrimi-
nante des Korpers K, {z(s) — die Dedekindsche Zetafunktion, G(n),
n=1,2,3,... — die Koetfizienten der Dirichletschen Reihe der IFFunk-
. tx
tion: — — (s

{x )

3. Bs bedeuten O, C, explizit angebbare numerische Konstanten,
% eine beliebige Zahl aus dem Intervall 0 < # < 2 und
(3.1) ¢, = expexpexp(128/n),
(8.2) og = max {exp (¢ |47, expexp{%w}»-ﬁ)“},
(3.3) Ooy = expexp(|aol’" o).
Es gilt der folgende Satz:

SArz. Wenn Cx(8) filr oo = Bo-+ive (3 < Bo < 1) verschwindel wnd

(3.4) T > max(c, 6,, 6 6y) 5
damn gilt

log T'logloglog T
3.5 ma; Gn)—z| > The ){_. ST W= ot bobet <o ,
©5)  max | 6 —a| > Mexp| ¢ I }

Dieser Satz gibt fiir » = 1, eine kleine Verschiivfung der Abschitzung
(1.7) von P. Turamn.
Aus dem Satz (3.4) folgt einfach folgende Tatwsache:

Bezeichne man
~ H(T) = max G(n)—am|.
el é ( ) l

(3.6)

Dann ist bei

(3.7) T > max(e, ¢, 0g)
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im Bereich
logH(T) logloglog?
3.8 > —— 1) —=—
(3.8) 0 = log T +(n+1) loglog T
(3.9) lt] < (loglogTy"*—1

die Funktion lx(s) = 0.
Nehmen wir nun an, es sei entgegen der Behauptung, ¢ = f--iy
cine Nullstelle von {x(s) in dem Bereich (3.8), (3.9) dann muf

log T'logloglogT }

max
loglog T

G(n)-xi < Thexp {—(?H-l)
1T nex
bei

I >max(e, ¢ Ok, Cyy)

gelten. Dies steht aber im Widerspruch zu (3.5).

Wir haben damit einen Weg gefunden, der zur Bestimmung endli-
cher nullstellenfreier Bereiche von [x(s) fithrt.

Herrn Professor Paul Turén, der mir mehrmals Ratschlige und Sugges-
tionen erteilt hat, bin ich zu besonderer Dankbarkeit verpflichtet.

Meinem Kollegen S. Knapowski, der mein Interesse fiir die Analy-
tische Zahlentheorie erweckt hat, mochte ich hier meinen herzlichen Dank
sagen.

4. Zum Beweis von Satz (3.4) benutzen wir folgenden Satz von P.
Turdn ([5], Satz X);
Fir m >0, k <N und

lof Z ol = .. Z el el 21

wund fir beliebige komplexe Zahlen b; gibt es eine ganze Zahl u, so daf

m<p<m+N
und

N
Zé?'M) 1127_1210|b1+b2+...+b,.\.
Jetzt stellen wir zuerst aus der Theorie der Dedekindschen Zetafunk-
tionen diejenigen Sitze ohne Beweis zusammen, welche im folgenden
notwendig sein werden:
a. Bezeichne man mit F(n) die Anzahl der Ideale des Xorpers mit
der Norm », dann ist fiir ¢ >1

tx(s) = D F(mn~
n=1

1
[b12f 4 bas + ...+ Dp2f| = (


GUEST


182 W. 8tad

und die Reihe ist fiir o > 1 absolut konvergent ([2], Satz 95, 8. 140-142),
b. Die Funktionen fz(s) sind in der ganzen Ebene reguldr bis auf
den Pol erster Ordnung s = 1. Das Residuum in diesem Pol ist hi wo
h die Klassenzahl bezeichnet ([2], Satz 155).
. Fir o >1, {g(s) £ 0 ([2], Satz 141).

d. Hs sei
Gm)= D loghp
(Np)P=n
dann ist fir o >1
CIC = -8
4.0 = G(n)n
(4.0) —5 W g (n)

und die Reihe ist fiir ¢ > 1 absolut konvergent ([2], Satz 184).

Zum Beweis des Satzes (3.4) sind noch folgende Hilfssétze notig die
wir beweisen miissen.

Das Lemma 1 ist eine kleine Verschirfung des bekannten Satzes
von Phragmen- Lindelsf.

LeMMA 1. Ist p(8) reguldr in

(4.1) . <o, —oo<ti< oo
und gilt dort
(42) lp(s)] < oy0

so folgt aus

lp(s)| < M
fir ¢ = o, und o = g, tm ganzen Bereich (4.1) die Ungleichung

lp(s)| < M.
Beweis. Es bedeute

fo(8) = e (s);

¢ ist eine beliebige positive Zahl. Wir haben §? = (62 —12)-} 2ali, |f,(8)]
= ¢ Plp(s)] wd [f(s)] < & lp(s)l, weil ™ < 1.

Bs sei 7 > 0. Auf der Geraden o = oy, |f,(8)] < UM < M(1+9n)
bei gentigend kleinem s. Ebenso fiir o = ay, |f,(s)] < M < M(L+9).

Wenn 52 = max (o], j) dann ist im Streifen o, <o < gy, |f,(8)|
<o & c2|t|_at‘~'
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Also bei fixem & und [t] = 1y, |£.(s)] < M(1+7)in dem genzen Paralle-
logramm {—t,t>, {oy, 03). Aber
()] = [ P~ < M(147)e®=)

im {(—t,%), {0y, 0,>. Bei fixen o, fiir 60, [p(s)] < M (1+n). Wenn
jetzt 1 — 0, dann ist |p(s)| < M im (—1, ), (o, 0o) bei [t] =>1,. Aber
kann be]iebig groff sein. Wir haben also |p(s)] << M im (4.1).

LEMMA 2. Fir die Koeffizienten G(n) gilt folgende Abschéilzung:
(4.3) G(n) < K,log*n, n =1,2,3,...
wnd K, = vflog2

Beweis. Wie bekannt ist

G(n) = 2 log Np.
Wpy"=n

Aber fiir n s p*, G(n) = 0. Bs geniigh deshalb nur eine Abschitzung
von

G(ph) = D logNp
Np=p‘lfl

durchzufiithren. Die Summe erstreckt sich iiber alle Teiler d von A und
iiber alle Ideale p von der Norm p*%; das bedeutet
¢ph) =) D logp'
dj2 Np=pd

Wir bezeichnen weiter A/d = w. Die Anzahl der Primideale p, die
die (leichung Np = p® erfiillen, ist < ». Es folgt daraus

v 2 logp*,
an

und schlieBlich G(p*) = Mwlogp’.
Wenn wir p* = n setzen, dann gilt (4.3).
LeMMA 3. Fir o = 2,

(4.4) llg(s)] > K, >0

und K, = (6/x%).
Beweis. Fir o = 2, gilt

1
T~ L] -

! ([2], Satz 141).

H1+ Nn“2)<H(1 1/Np) Lx(2)
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Wie bekannt ist, jedes Primideal p enthilt genau eine Primzahl p
und Np = p*, 1 <1< ([2], Satz 107). Fiir diese Zahl p ist Np>p
Die Anzahl der Pllm.ldeale, die die Primzahl p enthalten ist <Cv. Also

ist
0 <[] () = (%) - (5]

LevMA 4. In 2 < o < 4, gilt

(4.5) (s=1) Zx ()] < (77 (1+3)

Beweis. Fiir ¢ > 2 und wegen Lemma 3

o0

oo F .
2 < I e <y

m==1 m=1

I$x (8)]

([2], Satz 142).
LEmMA 5. Im Streifen —1 < o << 2 — zuerst grob — gilt
(s —1){x

wo a eine Konstante ist die von [g abhiingt.
Beweis. Wir haben vor allem

s=1)2x(6)| < 3 (e=1)lx(s, )
X

(4.6) (8)] < ael I,

([2], Satz 142).
Fir ¢t =4, > 1,

(8 —1)Exels, K)| < gt
([2], Seite 88).
Die Anzahl der Klassen K ist endlich ([2], Satz 125). Also
[(s—1){r(8)] <

it —1 < o< 2 t>1 > 1 Die Funktion ( —1) e (#) 19t aul der ganzen
Ebene regulér, 1st also im Parallelogramm. 1 < o < 2, 0 =5 ¢ 2 ¢, beschrinkt

(s —1)Cx(s)] < 0

Bel o = max(a,, a5), im ganzen Bereich —1 < o< %, gilt algo
(4.6) wenn wir nur bemerken, daf

g gD
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LEMMA 6. Fiir ¢ = —1, —oo <1< o0,
(£.7) [(s—1) g (s)] < C”|APP ([ 41)>7+,

wobei 1y, C numerische Konstanten sind.
Beweis. Wie bekannt ist ({2], Satz 156)

(4.8) f(s) = % = (3(2r)°)"1427* (cos $ms) ~C1 " (sin fms) (I (5)) "
Fir o = —1 ([2], 8. 83, Formel (134), (135))

(4.9) cos s = k™R ™R (10 (1/1),

(4.10) singns = 3ie™2 e (140 (1/1))

und

(4.11) I'(s) = b y=30 gHoEE-1 (1 4O (1[2))

([2], Satz 160), wobei |b| = ¢,.c — eine numerische Konstante ist. Aus
(4.8), (4.9), (4.10) und (4.11), fir t >1, >1 gilt

(4.12) I7(

Aber
(4.13)

Aus (4.8) folgt weiter
(4.14) I (—141t) < [f(—14i0)]|ix(2— 1)

SchlieBlich aus (4.12), (4.13) und (4.14) ergibt sich (4.7) fiir 0 = —1,
>4, >1 Fir o = —1, 0 <t <ot >1, folgb (4.7) sofort aus (4.8),
(4.13), (4.14) und aus bekannten Eigenschaften der Funktionen sinz, cosz
und I'(z).

Wenn wir noch bemerken, daB
(4.15) tx(8) = Lxls):
dann gilt die Abschitzung (4.7) auf der ganzen Geraden ¢ = —1.

LEMMA 7. In dem Streifen —1 <o <2,

i) <
(o)

e (2—it)] < x(2) < (3.

(4.17) (s —1) tr(8)] < Ey(lt+1)%%,
wobei

(4.18) K, = 3|4,

(4.19) K, = 5v+2

und Oy eine numerische Konstante 1st.
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Beweis. Wir befrachten die Funktion

(s—1)¢{x(8)
Auf der Geraden o = —1
(4.21) [+ [ = (3 4
Aus (4.7), (4.20) und (4.21) folgt auf der Geraden ¢ = -1
16s)] < O3] AP".
Auf der Geraden o =2
(4.22) g4 B2 = (g2 42)"/ .
Aus dem Lemma 4 folgt filr ¢ = 2

EE (A1)
NS o

fiir alle . Also auf der Geraden:

(4.23) o= —1, |G <
(4.24) o =2, 1G(s)] <
Aus dem Lemma 5 folgt, daB im Streifen —1 < o <2

1Gs)] < aet T
Nach Lemma 1, wenh man o, = —1, o, = 2, p(8) = ¢(s) und M = Cj|4}**
eingetzt, gilt:

G(s)| < Cglap”

im ganzen Bereich —1 <o €2, —oo <i< 4oo. Wegen (4.20) gilt-

endlich - (4.17).
LeMMA 8. Es set V(T) die Anzahl der Nullstellen mm Lk (8) tm Paralle-

logramm Ve <= <L ITKy<s<T+HL, wo 0 << m, dann st (mil
K,, Ky, K, aus (4 4), (4.18) und (4.19) resp.)

(w25 () < (o108 (2 (11437
2

bei jedem reellen T und C,(8) = 4875/,
Beweis. Es sei = 2+4(T+18"°), 1 =1,2,..., [6~7). In unserem
Parallelogramm hat g~ ebensoviele Nullstellen wie (8—1){x(s).
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Tm Kreis [¢—2] <2 = R wegen (4 4) und (4.17) ist
(2—1)x(?)
(%—1)lx(=)

Es bezeichne %, den Kreis [s—2;] < 2(1-,];1/ ) = r und V, die Anzahl

der Nullstellen von (s—1)¢g(s) in diesem Kreis. Aus der Jensenschen
Abschitzung ist ([1], S. 49)

(IT|+3)K‘

K
V;log% = V,log < log (—Kl(u’|+3)&).
2

2
2—4/s
Daraus folgt

Vi< log(K (IT]+3)% \)

Vs

Die Kreise &, bedecken aber das Parallelogram Vo <z < LT <y<TH+1,
algo es gilt (4.25).

Lemya 9. Wenn N (T) die Anzahl der Nullstellen von {x(8) im Paralle-
logramm Vo <o <1, |y| <T bei T >0 bezeichnet, dann ist

(4.26) ¥I) < )(T+1)10g(K (T+3)K‘)

und C,(8) = 887,
Beweis. Wegen (4.25) haben wir

NI <2{VO)+ V) +...+ V({ITI-1+ V([TD)
< 857*5(1+[T])log (;—3 (714 3)“‘)-

1
LEMMA 10. Wenn 0< < 44 PO danwn gilt in dem Sireifen
166 < v <3
& 1 1 K
427 |2+ - < Cy(0)log (—i(iyi+5)x‘)
{x -1 (o sllt B— 2. K,
Iv—vﬁ\gd‘/‘

wo %, die Nullstellon von Lx(2) sind und Cy(8) = 567"

Beweis. Zum Beweis dieses Lemmas beniitzen wir den folgenden
Satz ([8], S.184). Wenn G(2) requldr im Kreis [c—2| < B ist, 2 fim,
und wenn 2y, 2y, ... die Wurzeln von G(2) in diesem Kreis sind, und wenn
G(2) die Ungleichung

<e¥, (M >1)
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erfillt, dann gilt im Kreis |z2—2'| < (1—2e)R fir 0 <e< 10~° die Ab-
schdtzung :

G’ . 1 5 M
AT T
& — X} 8,
Iy 1/52{:1?4652
Wir setzen
G(2) = (e—1)ig(z), & =21y, RB=2, @¢= 45,

Es gilt im Kreis [¢—#'| <2, wegen Lemmas 3 und 7
I
< exp 10g (|a/ | - 8)%a

log(K ('] +3)F )

und

In dem Kreis

le—(2+iy")| < 2(1—88")
gilt dann wegen |y'| < |y|-+2
tz 1 1 5 o1py Ky
ZE () — —_ < 50 og{ 2 (Jy] - 5)%4
— P X,
‘= el Ix'“”%|<f:51/ o )
W—vgl<aat

Diese Kreise aber bedecken den Streifen 166" < a < 3.

LevmA 11, Wenn 0 < 8 < 1/4* 10%, dann kann man in dem Sirei-
fen 6 < o << 26V der komplewen Ebene eine gebrochene Linie L angeben,
deren Strecken parallel mit der X-bzw. Y-Achse sind. Auf L gelten folgende
Abschitzungen :

Wenn' die Ordinaten der Strecken, welche mit der X-Achse parallel
sind, Ty heiflen, dann gilt fir jede ganze Zahl &k, wenn &b < T < k--1:
iz
; (2)

e

(4.28)

< 0, 67%log? ( (k] -+ )"4)

0, ist eine numerische Konstante.
Bei k| > 1, gilt diese Formel auch fir

20 Lo K3, y="1T
Auf den Strecken die mit der Y-Achse parallel sind, ist
(4.29) L <026'5“’*‘°log9(£c1(|7/|4—5)"4),
{x I,

wo C, eine numerische Konstanie ist.
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Beweis. Um dieses zu beweisen betrachte man das Parallelogramm

RM Lrgs, F<y<k+I1.

Schneiden wir einen Streifen von der Breite 45'* von beiden Seiten —
die mit der X-Achse parallel sind — des Parallelogramms ab. Dann
teilen wir durch Parallele zu der X-Achse das neue Parallelogramm in
V(k)-+1 kongruente Teilparallelogramme. Mindestens eines von ihnen
enthiilt keine Nullstelle 'von (z(z). Durch seine Mitte legt man den Ab-
schnifit
328" L

y =Ty, <3.

Auf dieser Strecke gilt wegen Lemma 10, die Ungleichung
1 1

] <o o)
< 5671 ()T + 5)%s —
(4.30) ! og (21Tl +5)% )+ D ol P
Fir |k <1 gilt < 367 und fir |k >1 o < —1—
B -1 = T le—1] T IK|
Wenn d die Breite jedes Streifens bezeichnet, dann ist wegen (4.25)
1—868# 1845
(4.31) a> > .
kY41 K
V(%) + 1+45—5/610g(f§‘(|kl+3)1{‘)
Die Anzahl der Nullstellen von (z(2) im Bereich |o— x| < < 464,

|y —yul < 406"* ist nicht groBer als V (k) und der Abstand jedes Punktes
der Geraden y = T, von der nichsten Wurzel ist kleiner als die Hilfte
der Streifenbreite.

Danach, aus (4.30) und (4.81), fiv (k] >1, 326" <2 <8, k< Ty
< k+1, ergibt sich (4.28).

BEs ist leicht zu bemerken, daf fir jedes k¥ und

(4.32) 0 L 28, kKT <k,

und (4.28) gilt.

Bs sei weiter W (k, k+2) = V(k)+V (k41). Aus (4.25) ist fir jedes k

(4.33) Wk, k+2) < sa*slﬁlog( (1] +3) )

Jetzt beachte man das Parallelogramm, 6V <o 26", k <y <k-+2.
Das Intervall (64, 2 ) teilen wir in W (%, k+2)--1 gleiche Teilintervalle.
Durch die Punkte dieser Teilung legen wir Parallele zu der Y-Achse.
Mindestens einer von den Streifen enthilt keine Nullstelle von (g(2).
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Durch seine Mitte legt man einen Abschnitt, der zwei benachbarte

Geraden T und T4, verbindet.
Wenn b die Breite des Streifens bezeichnet, dann igt

s
= —
b= 1+Wi(k, k+2)

Der Abstand jedes Punktes unseres Abschnittes von nichster Wur-
zel ist nicht kiirzer als die Hilfte der Streifenbreite. Aus (4.27), (4.33)
und (4.34) folgt einfach (4.29).

5. Jetzt wenden wir uns zum Beweis des Satzes (3.4). Bs bezeichnen
0y, Cy, Cy, ... die explizit angebbare numerische Kongtanten,

Beweis. Es sel
(5.1) 0<y<2, e=1+47y.

Wir fithren jetzt folgende Bezeichnungen ein:
logT

*loglogT’

(4.34)

(5.2) K, = N, = log'" T (loglog T),

Wegen (3.1) ist fiir 7' > max((y, C,
(6.3) ‘ KEy>N,>9.

Ferner gibt es fiir 7 >max (0,, 0,) ein ganzes L >2, so dafl
(8.4) (IF0 < ) LFotNo T < [FotMutl (< [0,
" Tir dieses L gilt:

(5.5) log** T < L < log*T
' Es sei Ty, eine in Lemma 11 definierte Grosse, also
(5.6) L <Ty < L41.

Von der ganzen Zahl k fordern wir vorliufig nur

(6.7) < k41 < Ky+N,.
Bezeichnen wir weiter

1 1
Tog(ZF) ~ 77 Togt”
Wir betrachten jetzt das Integral

(5.8) IFY = ¢,

1. 144477, g
(5.9) I(T) = — Py F(s)ds,

2ni LTy,
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wo
C'
(8.10) P(s) = — (:(s)+ —"-(s)),
{x
£(s) ist die Riemannsche Zetafunktion. Wegen (4.0), ist fiir ¢ >1
_ L QEm—1
5.11 F(s) = .
(8.11) (s) Z‘ =

Weil diese Reihe absolut konvergent ist, kénnen wir gliedweise integrie-
ren: ‘

i 1+#7+iT,
% 1 (&m)*
(5.12) T = (G(n)—-l)-z—T—:—i— | s ds.
n=l1 . l4q—iTy,
Aber
i+i+’ioo g _1_1 >
(5.13) : T e = l plogr, 1 >1,
1
™ 1iisice 0, 0<r<1,
und
1+t
1 (&/n)° e &
. 4 _ < harwrar— .
(6.14) t o2ne  _J. gt ds|< 2rk ’n“""TL
14+7+4T}
Aug (5.8), (5.7), (5.5) und (4.3) ist
0 lipteo
< 1 (&/n)°
(5.15) 2( m)—1) 5 f 1 ds! < C,K,log'T;
n=1 147442,
und schlieflich
1
(5.16) 1) < Z(G m)—1) —2 =2 ogk 5/”) 10,K,log'T.
n<E
Es sei
(5.17) A(z) = Y G(n)—a,
n<T
dann ist

G(1)—1 = A(1), @G(n)—1 =4 (n)—=4(n-1).
Aus (5.16), (5.17) und (5.4) folgt

g"T

(5.18) I(T)| < C, K log*T+

max |A(x).
1<agT


GUEST


10 W. Stas

Jetzt finden wir eine unftere Abschitzung von I(T). Wir miissen
deswegen eine Konturintegration ausfithren.
Der Integrationsweg lautet:
L I(D); o =147, T <t < +T1,
L. I,(T); die, gebrochene Linie L (Lemma 11), o
I L(T); ¢ <o <147t ="Tg, M <o <28Y ”
V. Ii(T); 0" < o < 1+17,t = — Tz, Fe < o L 2010,
Wir setzen hier

(5.19) § = (2-10%7%,

Es sei weiter I,(7) das Integral auf den senkrechten. Strecken der

Linie L und Iy (T) auf den horizontalen. o
Aus dem Lemma 11 und einer bekannten Abschitzung fir die Riemann-

sche Zetafunktion ([5], S.114) ist

(5.20)

1 1/10 o 1
|I,1(T)| Q'E;fm —_TfL Tgmwx

* [05{1 (20O dog (U4 2)+ -

+ 08B 0g (»E*—‘--(W ] )"4)] dt.
I,

Auf dieselbe Weise erhilt man

J=[T]+1 951710
1 R

a

(3.21) |L(D) < ( Uz':}:",;-i“)(‘%——"-‘-l)/z X ,

1
J=<1Tp1=1 g1/10

| outa-+ i 2= g+ 2+ Vi o

4875 0g? (»KJ

(5] =P (;)"4)] do.
Ganz grob abschitzend, fix 7' >max(C, C,, Ox), wo (g in (3.2)
definjert ist, haben wir
(5.22)

Wwo

L (1)} < 0, T 10T,

2elog (6710)

— 9 gl10 s
M =207+ loglog T

icm
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Es ist leicht zu berechnen, daB fiir 7' > max(C,, 0,; Ox),
(5.23) (T < CologT, |I(T)| < CyologT.

gilt. Nach dem Residuensatz wegen (5.22), (5.23) und (5.18) fiir
T > max(Cy, C,, Ox) gilt:

& log*T
(5.24) g | <22 " max | A(2)|+ K, Oy T 10g* T,
0 k! 1<e<T
lel<Tr,
wo
M gy 2elog (6~

loglogT

Wir summieren nach den Nullstellen ¢ von {z(s), die rechts von L
vortreten.
Wir haben weiter

=

lel<Ty,
Aber fiir T > max(Cy,, 0,, Ok, C,

(5.25)

_ (-tl—g‘;;‘)kﬁ-l

Dl

) ist

(5.26) IFfo > (log'PTyo > (log'®T)Po > |g,/.

Von unten abschitzend, erhalten wir
( ILPo

(5.27) —_—
[@ol

k41
) > Thexp(— 2 (loglog T)*log"* T) |g,| 1T Roglon”

Bei der Abschitzung von Y (L %g,/0)**' wenden wir den Satz von
4

P. Turan (8. 181) an.

Wir setzen b, = b, = ... = b, = 1 ein. Die Zahlen I#~%(g,/0) ebenso
wie 7', sind von % unabhingig. Diese Zahlen konnen die Rolle der z;
spielen. Wir miissen noch priifen, ob die Bedingung max|z| 3> 1 erfillt ist.
Diese Bedingung wird erfiillt sein, wenn sich o, zwischen den Wurzeln I
befindet, fiir die |I,| < Ty.

Bs ist wirklich so, weil wegen (3.1)-(3.4) und fiir 7 > max (€, G,
Oqui Ok)

~1
(5.28) T > L >log”T > exp (57‘{; logloglogT) > [go] > Lo,

ist. Im Satz von P. Turin setzen wir weiter u = k-+1, m = K, ein.
Man mufl noch priifen, ob die Bedingung (5.7) jetzt erfiillt ist.
Bs geniigt zu zeigen, daB N, oder sogar eine kleinere Zahl, die Rolle N
im (3.1) spielen kann. Zu diesem Zweck berechnen wir die Anzahl der

Acta Arithmetica V. 13


GUEST


194 W. Staé

Glieder unserer Summe. Diese Anzahl ist gleich der Menge der l‘\Tullsyelle,n
von (g(s) in unserem Bereich. Wegen Lemma 9 und (5.6), fir T

> max (O Oy O, )y 188

(5.29) NIy <N = log"* T (loglog T)**

und

(5.30) NI <N < log* T'(loglog T)* = Ny.
Man, kann also

(5.31) N = log"* T (loglog T)**

eingetzen.

Wir haben schlieBlich aus (3.1), (5.2), (5.81) fiir 7' > max(Cy, Oy,
OK? 020)

+1
- Ll 5/2
(5.32) E (Iﬁ Eo%‘l) > exp (—log* T'(loglog T)*").
e

Aus (8.28), (5.27) und (5.32) folgt

50
2

4

(5.33) > TP g,| ~oeToslosTexp (— 3log"* 1 (loglog T').

Wenn wir jetst die obere Abschitzung (5.24) beriicksichtigen, so
haben wir

(5.34)  TPo|g, | ~losTNostoeT oy | — 31log"/* T (loglog T')°)

‘ loghT
< Ky O IMlog! T+ — llélmajrizl(%)l,
wo
2slog (571)
— 1/10 S\l
=267 loglog 7'
Aus (5.2), (8.3), (5.7) folgt
1. & 4 ].f)gl’lg)g].f)g].qgfl'

(5.35) —log"l! < éxp ((w- (e 1)) oo .

Wir haben also

max |4(®)|

1ot

4 )10g Tlogloglog 1‘)
7

(5.36) exp ((5—1— —(&e—1) —mloglog.’[' -

> TPo|g,|~losTor108T g (— 31log™* T (loglog T))) — K, Uy T™10g* T,
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M =28+ Mﬁ
loglogT
Aus (5.28), tiir T > max (0, 0,, C,), Og), ist

(5.37)

Jif . 1/e 3
_lﬂT vexp 3110g 1Tl(loglogT)) >iT”°exp ___2_(6_1)10ngogloglogT .
2 | go| 1087 N1oB10ET 2 loglog T

Z

Man kann aber sehr einfach beweisen, daB fitr 7' > max(Cy, C,), Cx, Cyp)s

1 2 log T'logloglog T
. 1 — L (e—1) 22 =21 S K, MloghT
(5.38) 21’ exp( 7(e ) Toglog T ) > K0, T" log ,
wo —~1/10
o = g gy 2e108(57)

?

loglogT
ist. Aus (5.36), (5.37), (5.38), gilt fiir (3.4):

‘ 4 logT'logloglog T
. —(e—1)| ——— 4
(5.39) exp((e+7(e ) e e max 4 (o)
3 longogloglogT)
> 7k  e—1)= B2 e )
T exp( 7(8 1) loglogT

Damit haben wir ungeren Satz bewiesen.
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