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Uber die Gleichverteilung von Gitterpunkten
auf m-dimensionalen Ellipsoiden™

von

C. PoMvERENKE (Gottingen)

Einleitung. Sei & eine positiv definite symmetrische m-reihige Matrix
mit ganzrationalen Elementen, und sei m > 4. In dieser Arbeit sollen die
Losungen der Gleichung

(1) 7Sq =n

untersucht werden, wo » eine gegebene natiirliche Zahl und q eine ganze
m-reihige Spalte ist.

Fiir die Anzahl r(n) der Lésungen von (1) gilt, falls m > 5 ist und
man sich auf diejenigen » beschrinkt, fir die »(n) # 0 ist,

(2) r(n) ~ c;n™*1

a(n)  (n—>o0) ().

Dabei ist o(n) die sog. ,singulire Reihe”, die mit Hilfe der Elemente
von & arithmetisch definiert ist. Wenn man alle quadratischen Formen
betrachtet, die zum selben Geschlecht gehdren und (fiir festes #) einen
geeigneten Mittelwert iitber die Darstellungsanzahlen von » bildet, so ist
dieser der Wert der rechten Seite von (2) (Siegel [8]). Aus (2) kann man
(fiir m > 5)

(3) r(n) = 6™ >0 (r(n) #0)

folgern. Dies wurde zuerst von Tartakowsky [9] bewiesen. Es ist vielleicht
von Interesse, hier einen etwas anderen Beweis zu geben.

* Diege Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakul-
tit der Universitit Gottingen als Dissertation angenommen. Herrn Professor
C. L. Siegel mochte ich meinen Dank aussprechen fir die Anregung zu dieser
Arbeit und fir seinen freundlichen Rat bei ihrer Durchfihrung.

(1) Es seien ¢y, ¢y, ... nur von m und € abhingige positive Konstanten.
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Tiir m = 4 dagegen braucht (3) nicht erfillt zu sein. Wenn beispiels-
weise © == G, genommen wird, wo €, die vierreihige Einheitsmatrix ist,
g0 hat (1) firr n = 2* nur 24 Losungen; es ist also #(2) = 24 im Wider-
spruch zu (3).

Man kann die Losungen von (1) auch deuten als Gitterpunkte auf
den m-dimensionalen Ellipsoiden

(4) y'Sy = n.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist nun, daB diese Gitterpunkte aut
den Ellipsoiden (4) ,,gleichverteilt” sind. Genaner wird dor folgende Satz
bewiesen werden (Satz 5, §7):

Sei H das Bllipsoid 9'SYy = 1. Auf H werde die Metrik mit dem Bogen-
element ds® = (d9)'S(dy) eingefihrt. Sei A ein Bereich auf H, der im
Jordanschen Sinne mepbar ist (beziiglich der eben eingefithrien Metrik).
Die Flicheninhalte von H und A seien B und D. Bs bezeichne v (4, n) die
Amnzahl der Losungen von (1) mit glVneA. Fir m =5 gilt ddnfn, wenn n
unter der: Binschrinkung r(n) # 0 gegen oo strebt,

" rd,m) D
rm) B

Pir m = 4 gilt (B), falls die Giltigheit von (3) vorausgesetet wird.

Es wurde vorhin schon erwihnt, daB (3) fiir m = 4 nicht erfiillt zu
sein braucht. Fir & = €, ist auch (5) falsch. Denn wenn man 4 so wiblt,
daB D = B wird, so ist

(4, 2%) __ ganze Zahl
P28 24 '

kann also nicht ——>41—B streben.

Man iiberzeugt sich leicht, daB (5) ebenfalls nicht richtig zu sein
braueht, wenn itber 4 nur die MeBbarkeit im Lebesgueschen Sinne voraus-
gesetzt wird.

In einer Arbeit von Malyschew [4] wird ebenfalls das Problom der
Gleichverteitung der Losungen von (1) behandelt, Fiir den Fall & = G,
beweist Malyschew dort die Richtigkeit von (5) (in Beschrinkung aunf
ungerade =, fir die r(n) = ¢n >0 gilt) und gibt sogar eine sohr
gute explizite Abschitzung (fiir gewisse Bereiche 4). Br sagt weiter, daf
sich seine Methode fiir jedes © anwenden lasse, das ungere Voraussetzun-
gen erfiillt. Er approximiert die charakteristische Funktion von 4 nicht
durch Kugelfunktionen in m Variablen, wie es in meiner Arbeit geschioht,
sondern durch m-fache Fourierreihen.
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Mein Beweis verliuft in kurzen Zigen folgendermaBen: "Aus den
Kugelfunktionen in m Variablen (deren Theorie hier, soweit notig, entwik-
kelt wird) lassen sich leicht entsprechende Funktionen ¥(p)) fiir Ellip-
soide gewinnen (dabei ist % der Grad von Yj(y)). Die charakteristische
Funktion von 4 wird approximiert durch eine endliche Summe solcher
Y(p), also r(4,n) durch eine Summe iiber Ausdriicke der Form

1

) e Z Yi().

'Gq=n

Fiir & = 0 crgibt sich dabei angendhert Dr(n)/E.

Aus den der Matrix & zugeordneten Thetafunktionen erhilt man
durch einen Differentiationsprozeb Funktionen, die die obigen Ausdriicke
als Koeffizienten haben (Diese Idee geht auf Hecke zuriick; man vergleiche
auch Schoeneberg [7]). Diese Funktionen sind ebenfalls Modulformen,
und zwar fiir k > 1 Spitzenformen. Aus den bekannten Abschitzungen
der Koeffizienten von Spitzenformen ergeben sich Aussagen iber die
Ausdriicke (6). Unter Zuhilfenahme von (3) folgt dann der Satz. Fir einen
Spezialfall gebe ich eine explizite Abschitzung, die nicht sehr gut ist,
sich aber wobl mit der hier angewandten Methode nicht wesentlich ver-
bessern 146t.

Die analytische Methode, diein dieser Arbeit benutzt wird, versagt fiir
m < 3. Fiir m = 3 lassen sich jedoch die entsprechenden Resultate gewin-
nen, wenn man die Algebra der Quaternionen verwendet (vergl. Linnik [3]).

§ 1. Hilfssiitze iiber verallgemeinerte Gauische Summen. Hs sei
S eine symmetrische ganzzahlige m-reihige Matrix. Fiir k >0, (1, k) =1

werde definiert
1 i,
H(l, k) = e Z e(%r Gr),
tmodk

wobei e(z) eine Abkiirzung fiir ¢ ist und 3 wie immer im Folgenden
tmodk

bedeuten soll, daB iiber ein vollstindiges Restsystem mod% der ganzen

m-reibigen Spalte t zu summieren ist. Bs soll nun der Betrag von H (I, k)

abgeschitzt werden. Es gilt :
1 2l l
2 — (¢St —1’ .
B (1, B k,,.tZZe(k(te =)
modl:

Wenn man t = r-+q setzt, erhilt man

‘ ., 1 l 1
1) H (B = 2 e(—,; q'eq) 2 e(—’; 2q'er).

qmodk tmodk
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Nun gibt es zwei ganzzahlige Matrizen & und B mit der Determinante 1,
sodaB
D =SB

Diagonalgestalt hat. In (1) ersetze man q dureh 8¢ und v durch Br. Man
erhilt dann

’ l On' ‘
@) B, P = Z ( ﬁ@ﬂq) Z a(-]; 29 @x).
qmodl renodle
Die innere Summe ist wegen (I, &) = 1
1 ", k29Dq,
3 3(—~ 29 ’r) ="
) D (520 0, T+429q.

tmodk
HIirrssATZ 1. Wenn 8 = |detS| >0 dst, so gilt
|H (@, &) < Vo™8.
Beweis. Wenn d, ..., d,, die Diagonalelemente von @ und ¢y, ..., ¢n

die Komponenten von ¢ bedeuten, so ist %2Dq dquivalent mit

I
k|2d,q,, W)—m, (B=1,2,...,m).
) 4thy

Diese Bedingungen haben die Losungssysteme

k
(k, 2d,)’

) g¢=1 L=0,..., (k,2d)—1 (p=1,...,m),

welche mod% voneinander verschieden sind und keine weiteren solche.
Thre Anzahl ist

m

n (k7 Zdﬂ) < zmldl"'dm‘ = 28,

=1
Aug (2) und (3) folgt dann die Behauptung.
Hivessarz 2. Unter der Vorausselzung (k, 28) = 1 gilt
|E (1, )| = 1.

Beweis. Aus(k, 28) = Lergibt sich (&, 2d,) = Ltitv y = 1, 2, ..., m.
Daher liefert (4) genau das eine Losungssystem =0, pu= 1. 2y e, My
d.h. g =0. In (2) bleibt also von der ersten Summe nur das Glmd rmt
q == 0 iibrig; nach (3) ist daher

[H (L, B)[* =
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HILFSSATZ 3. Sei p eine Primeahl, und S=p°U, U gane, p+U und
vy > 1. Dann ist
|H (1, 2)| <2092, p =2,
<

|H(1, p)} < p™, p>2.

Beweis. Fir p =2 und k =2 ist (k,2d,) =2(2"",d,). Daher
liefert (4)

m
zm” (Zv—l’ du) < om+s
u=1
mod2’ verschiedene Losungssysteme. Fir p >2 und k = p” ist (&, Zd“)

= (p", d,), es ergeben sich also
m

[[w:d) <v’

p=1

Liésungen. Aus (2) und (3) erhilt man dann die Behauptung.

§ 2. Die Transformationstheorie der verallgemeinerten Theta-
funktionen. Wie schon in der Einleitung erwdhnt wurde, kann man aus
den Thetafunktionen in m Variablen neue Funktionen ableiten, deren
Koeffizienten in einem engen Zusammenhang mit den Kugelfunktionen
stehen.

Sei & jetzt eine positiv definite symmetrische ganzzahlige Matrix
mit der Determinante S und m Reihen (m = 1). Z moge im Folgenden

immer bedeuten, daB iiber jede Komponente der m-relhlgen ganzzahligen
Spalte q von —oo bis +oco zu summieren ist. Auf die Reihenfolge kommt
es dabei nicht an.
HILFSSATZ 4. Sei 2 = s+iy, y > 0, k ganz und >0, b eine beliebige
(m-reihige) reelle Spalte und ¢ eine kompleze Spalte, die ¢Sc = 0 erfull.
* Damn gil

1) 2 (c'S(g-+b))¥e(2(q+5)S(q+D)
q

1 /1 1 . 1
= __el— e g ’ B b ).
Vs 6(8 m) (22)" TR - ) 6( 2" q+qh)
Beweis. Fiir Ret > 0 gilt (z. B. Landau [2], 8. 62)(*)

2 exp (—nt(q+0)'S(q+b)) = 73 S 2 exp (— %q’@“q—{—Zm‘q’b).
q

a

(%) exp(x) bezeichnet e®.
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Wenn hierin ¢ = —2iz gesetzt wird, wobel arg(—i2) = — x| argz
sein soll, so erhilt man (1) fiir k = 0. Sei (1) fir k schon bewiesen, und
seien f, ..., B die Komponenten von bund yy, ..., ym die von ¢. Wenn
¢, die p-te Binheitsspalte ist, so gilt wegen ¢'©¢ = 0

Z’J" (c’@ (q+B))* = %(c'S(q+b) ”"Zy cSe, = 0.

p=1 el

—— auf folgt also
0ﬁ ot '}’maﬂ? (1) folg

Durch Anwendudg von y;—

2 (S (q+)) ZW (4+8)S (4+5)]-6(2(q4+b) S(q-+D)) - (2rie)

e(3m) . 0 - opreof -2 &g qb)- @mi
=1/—§(2z)fnfe+k$(cq)k;h?’7»[qb] 6( A R

Wenn man diese Gleichung durch 4niz dividiert und

Z‘naﬁ [(a+5)S(a+8)] = 2 S‘y,,e,ﬁm- b) = 2'S(q-+b)

pwl
beachtet, erhilt ma.n (1) fir %41 statt k.
Sa1z 1. Bs set ¢/'S¢c = 0. Fir y = Imz > 0 sei
(2) 0ulz; ) = Oyl2) = D) (¢Sa)e(2q'Sa).
q
b
Dann gilt fir jede Modulmatriz (a l) mit ¢ = 0(mod48) und d> 0
¢

"(%) = H(b, d) - (ce+d)"™**+4@,(2),
wobei —m < arg(cz+d) < m genommen werden soll, und es ist weiter
[H{b,d)| = 1.
Beweis 1. Bs sei zuerst (‘: Z) eine beliel)ige Modwlmatrix mit ¢ > 0.

Fiir Im{ > 0 setze man in (2)

PR 9= il
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Man erhilt dann

;b
0, (-—d— +~é‘)

o 3 [Sheblfeezfebtl] s

Die Anwendung von (1) (mit b= %) auf die innere Summe liefert
¢ b 1 1 dar
@ - —_—) = —= — e L T
(a +d) 75 (5 )

DT REE R

1 -+ b _bz—a
d(dz—e)  d  de—ec

bz—a) 1 (1 de— c\™+E
o ofa=) -yl (S

1 b
X 2 (¢'q)%e (i—zq’@’%]) Z e (— é q'@‘qu;—ol— q't +E t’@r).
q rmodd
2. Sei nun ¢ = 0 (mod48) und d > 0. Dann ist }c&' ganz. Man
kann also in der inneren Summe in (3) ¢t = t+}¢S'q mit ganzem t schrei-
ben. Das ergibt

rmodd

1
Daraus folgt fir (= — o wegen

¢ X1 1 .. b ?
4dq6 q+gqr+7r6r
q6 1q+ rRAREY: q’6 q+mt6t+ tq+—q’6‘1q

b
=—‘-z-t’6t+4 (1+be)'S g+ = (1+bc wa.

Da 1+ be=ad und da ¢S~ ganz ist, sind die letzten beiden Summanden
ganze Zahlen, sodaf die innere Summe in (3) zu

(~ t'et) A"H (b, &)

tmodd
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wird. ﬁaher folgt, wenn man in (4) noch z durch —1/z ersetzt,

1
) 7 1
az+b mj2+k e(zm) — 2 ‘el — - q'& L
d H(b,d)—= (c'q)’e 94’ 1q).
Qk (03+Cl) ( + ) ( )I/S(2z)m/2+h - 4z
Nochmalige Verwendung von (1) (mit b = 0) ergibt die erste Behauptung
des Satzes. Wegen ¢ = 0(mod4S) folgt weiter aus ad—boc =1, dafl
ad = 1 (mod48), also (d,28) =1 ist. Aus Hilfgsatz 2 erhdlt man d(mhur
|H(b,d) =1. . o
Aus Formel (3) moge noch eine Folgerung gezogon worden: Wenn

— a b .
man darin (b a) durch ( d) ergetizti, erhilt man
d —e¢ 1/

HiLrssatz 5. Fir jede Modulmatriz mit ¢ >0 gill

1 az-l—b __1— 1k i 16—1)
(0z+d)m/2+k0k(cz+d) = 2k2(cq> e(4q q) x

[ Sofbeere o]

tmode

wobei der Ausdruck in der eckigen Klammer vom Betrage <1 st

Die letzte Behauptung ergibt sich leicht aus einer geringen Hrwei-
terung des Beweises von Hilfssatz 1, §1.

8a1z 2. Sei m =1 und ¢'Sc = 0. Dann gilt fir jedes kb =1, 2,
und n —> oo
(4) 2 (c’@q)k — 0(%’"/“’”/2"1/5).

'Sq=n

Beweis. Da % >0 ist, gilt wegen der absoluten Konvergenz der

Reihe fiix y >0

Ou(z) = D) ('Sq) e (eq'Sq) = f( > (c©q)e(ne).
q n=1 q'Gq=n

Aug Hilfssatz 5 folgt, wieder wegen % > 0, daf das konstante Glled der
Fourierentwicklung von

1 ((lw "'“ b )
e O\

verschwindet. Da andererseits @, (2) nach Satz 1 eine ganze Modulform ist,

ist O(¢) eine Spitzenform der Dimension —k—m/2 zur Stufe 48. Die
Abschitzung (4) folgt dann aus Theorem 2 einer Arbeit von Rankin [6].

Will man sich mit einer sehwécheren Abschitzung bogniigen, nimlich
mit O(n™4E2) ghatt O (™A H2-15) 5o kann man dag Resultat von Rankin
vermeiden und dafiir eine einfache SchluBweise von Hecke verwenden
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(man vergleiche den Beweis von Satz 3, § 3 oder auch den Beweis von
Satz 6, § 7). Fitr m > 5 geniigt die schwiichere Abschitzung fiir spitere
Zwecke. Man vergleiche dazu den Beweis von Satz.5, §7.

§3. Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl durch eine
quadratische Form. Sei wieder & eine positiv definite symmetrische ganz-
zahlige Matrix mit m Reihen, und sei jetzt m > 5. Fiir y > 0 werde de-
finiert
+oo .

e(§m) 1
H(, & .

o i v R e

(LE=1)

Nach Hilfssatz 1, §1 ist |H(I, k)| < 1/2’”’;5' wegen im > 2 konvergiert
also die Reihe absolut

HrupssaTz 6. Fir o >0, Imw > 0 gilt

fe) =1+

+0c0

1 — el 1 N o—1
Z:o(h+—w)9 = (ZTE)QG o/ I'(Q) g w 6(')7/1,0).

h=—

Ein einfacher Beweis mit Hilfe der Poissonschen Summenformel
findet sich bei Siegel [8], S.572.

Sarz 3. Sei r(n) die Anzahl der Darstellungen n = q'Sq der natiirli-
chen Zahl n durch gamze Spalten q. Fir m > 5 und n — oo gilt dann

i
. —_——— m/2—1 0 111,/4
r(n) TamVs w o(n)+0(n™*)
mit
0 ke 1
a(n) =I§ g; —EH(, e ( 77,—];).
@1=1

Beweis. 1. Nach der Definition und nach Hilfssatz 6 (mit ¢ = ¥m
und w = z—1/k) ist

< e(3m) 1 ’
2) =1 —H(l, k)
1(2) +k=2”=1 2 Vs P
(lk) =1
m/2 hed 1
—1 im (2m) —4m) - ( B _)
+k2{gjl/2’”s T H(l, k)-—————-——”im) gn e\ne—n—J,
GR=1
© m2
[
(1) 2) =1+ ——— 0™l g(n) e(nz).
e Z rm)vs )
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9. Aus der Definition von f(z) folgt andererseits fir jede Modul-
matrix (mit ¢ > 0)

' M2
az-b . ) (ea+d)
f(cz+d) - HZ Z 1/2"’3 T ("

=1 l=—o0
(Lk)=1

mit » = dl—bk, u = —cl+ok. Also ist

y az+b) ¢ (4m)e me , 0) (o2 )"
ce+d 1/97%*
v o(dm) (o2 aym?
=1+ ZELLH (L )
22 s 1
Wegen |H (1, k)| <V2"§ ist daher fir |o| < >4V3
1 az+b e(—§m)
———H(a, ¢)
. !(oz+d“’”(oz+d) Vamg
®© 400 1
< —_
2 | M 1J|n1/2
p=l p=-—00
% T
SR
p=l |<2pl?| |pi>202)
dulal+1 2 \m2 < 1
/Z( ,wl/ m/" + Z (T’"l < 0= I/m/z =11
> 2ul2|

wo C, (und ebenso im Folgenden (, usw.) hochstens von und & abhiingt.
3. Aus Hilfssatz 5, § 2 folgh fiir ¢ >0, y > V3

1 2+ b e(—3%m i
(a + )__ (—§m) (1'20'2\“]?(""' o ”).

(cz-dy™® ~\ez+d Varg
Unter Benutzung von (2) ergibt sich daher (fiiv ¢ > 0, |#| <3 &, ¥y = {yl/d‘

1 0 (az-i—b) / az—{»b)
(e ay™® \"\Noet-d) (az—l—d

Fiir ¢ = 0 tberzeugt man sich leicht direkt von der Richtigkeit dieser
Ungleichung,

H(a,0)| <

< (- 1
S Uyt sy

'/

()
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Jeder Punkt 2* der oberen Halbebene 148t sich durch eine passende
Modulsubstitution

«_ aztd
o cz+d

mit ¢ > 0 in einen Punkt z mit 2] <%, y = {;1/_3— itberfilhren. Wegen

Y

[T ——
’ lez -+ |

und wegen m >5 ergibt (3) (fir jedes * mit y* > 0)

' 1
(4) 1O (&) = ()] < O = < O

4. Wegen
Ool2) = Ze(zq Sq) =1+ Z‘ (n) e(nz)
q

und wegen (i) ist

a2 i i | 'L"
T(%)_WW 2-1 g J(@c(m—{——)— (af:—l— ;}—))e(—ﬂ,(w—l——ﬂ))dm.

Aus (4) folgt dann, dall der absolute Betrag dieses Ausdrucks
< &m0 n™"
ist, womit Satz 3 bewiesen ist.

§ 4. Abschiitzung der singuldren Reihe. Um aus Satz 3 eine asympto-
tische Abschitzung von 7(n) zu gewinnen, muB man noch die sog. ,sin-
gulidre Reihe” ¢(n) nach unten abschitzen.

Sei © -eine ganzzahlige symmetrische m-reihige Matrix, die nicht
notwendig positiv definit zu sein braucht, und sei § = det @ # 0. Sei n
eine (nicht notwendig positive) ganze Zahl. Fiir m > 5 sei wieder

e =3 S Loma e (~27)

k=1 Imodk

wo > wie immer im Folgenden bedeuten moge, daB ! ein reduziertes
imodk

Restsystem mod% durchlduft. Wegen m > 5 folgt aus Hilfssatz 1, daB
die Reihe absolut konvergiert.
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HirssaTz 7. Sei A(n, k) die Aneahl der modk wrsohwdeown Lisun-
gen der Kongruenz 1'Sq = n(modk). Dann gilt fir (k, k') =
A, k)A(n, &) = A(n, kk).
HirpssaTz 8. Sei p eine Primzahl und ¥ 2n. Damn dst

A(n, pu_)ﬁ
THm=1)

P

fir uw=2N—1 von u wnabhingig.
Die Beweise finden gich in der Arbeit von Siegel [8]. Man definiere

nun
ﬁ1+2 T 2 H(,p") (—/m}—»)

Imodp"

HILFSSATZ 9. Fiir n 3£ 0 st

o(n) =[] ap(m).

P
Fiir p¥ 20 gilt
A(n, ¥
ap(n) = ey

Beweis. Sei h eine natiirliche Zahl und klh. Aus
k ~ {1,
KMEH (1, b) = 2 (—r 6:) (h) Z e(%r 6’c)
tmodk

rmodh
. b
folgt fitr jedes ganze n (dabei ist ¢ == —Z)

&) Z%—éﬁz/ﬂ(z,k)e(wi) hmZ \‘(,( (St — ,,,))

Kk 1modk tmodh g1

Nun sei n 7 0. In (1) setze man h = p*, Fiir genitgend groBes u ist dann
nach Hilfssatz 8 der letzte Ausdruck von uunabhingig. Aus der Defini-
tion von a,(n) ergibt sich daher

A (n, p¥)
(2) ap(’ﬂ) == ”‘};ﬂ;ﬁ’:’ﬁ"‘
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Nach Hilfssatz 7 und 8 ist also fiir jedes natiirliche 7 und geniigend gro-
Bes u

A(n, b A(n, p*
g - [J A8~ [Tt
ok

PiR

‘Wenn man nun in (1) b = 7! setzt und » — co streben liBt, so folgt aus
(3), daB of H ap(n) ist. Der zweite Teil von Hilfssatz 9 folgt sofort

aus (2) und aus Hllfssatz 8.
Sarz 4. Sei m > 5. Dann gibt es ein positives » = x(m, &), sodaf
fir die n mit o(n) % 0 gilt
a(n) =% > 0.

Beweis. 1. Der Beweis dieses Satzes wird aufgrund vieler Fallunter-
scheidungen ziemlich lang werden. Es werden die einzelnen Faktoren
der Produktentwicklung

getrennt nach unten abgeschitzt.
Zuerst sollen einige Ungleichungen bewiesen werden: ]
Sei § = detS = p°U, U ganz, p+ U. Nach Hilfssatz 3 ist dann

2(8+m)/2, p =2,
|H (1, p") <{ps/2’ » >'2'
Daraus ergibt sich fir p > 2
Z Vm/z 2 H( ,p)e(-—n——)‘
"*V*‘l Imodp” }
ki 1)p v—1 a/z 8/2
D
P p(N-;-l)(m/2-l)
v=N+1

Fir p = 2 ergibt sich dagegen

o oo
1 . ) 1 2v—12(s+m)/z
(5) ‘ 2 WZ H(l72)e(—n?) < 2———27,,,—,2"—

r=N41 Imod 2 p=N41

2(a+m)/2—l 1
= Tgmpe 1 "gNmE—T)*
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9. Der einfachste Fall ist p+28. Dann ist p > 2 und s = 0; es folgt
daher aus (4) (mit ¥ = 0)
& 1
° .
ap(n) 2 1—\2‘ =1- ;)’;;]/15;1"

wegen m > 5 also

(6) ]7 a,(n) > (1—- ;,, ) =y >0,
P4IS P48
3. Sei nun p > 2, und sei N' eine noch zu bestimmende natiirliche
Zahl., Man kann & durch eine mod p” unimodulare Transtormation in eine
Diagonalmatrix 2 iiberfiihren (Minkowski [57, 8. 22). Dabei bleibt 4 (0, ™)
invariant, ist also jetzt die Losungsanzahl der Kongruenz

U = phayat ...+ panay = 0 (modp")

wobei p+a,, v =1,2,...,m gelten soll.

Talls die Anzahl der geraden I, mindestens gleich der Anzahl ¢ der
ungeraden 1,, also ¢ <<'3m ist, so sei N gerade und > maxl,. Woenn man
k, = [3,] und | ‘ ’

@, = pV Py, g =1, VT (=120, )
setzt, so erhéilt man pY/*+* Werte von w,, also

) ; Nm 4 gl ky
Werte von g, die modp? verschieden sind. Fir diese ist wegen I, > 2k,
rUr = a,p" TVt = 0 (modpV).

Da § = detS = det (modp?™) und da ¢ die Anzahl der ungeraden I, ist,
so gilt
mn

n
§ = Zl,, == 2 Z k,--q.

=] warl
Daher ist
A0, pM) me/2~t~(8—~a)/2 pl- DR

PN NG = PN

(1)

Wenn umgekehrt die Anzahl der geraden 1, kleiner ist als die Anzahl
der ungeraden 1,, so nenne man jetzt die ersterc ¢, sodal wieder ¢ < m
gilt. Wenn man dann N ungerade, &, = [$(l,—1)] und

(N 1) 2y,

Yoy Y= Ly oey pV IR

w‘,:p
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wihlt, so kommt man wieder zur Abschiatzung (7).
Fiir p~/n ist nun

N oo
1 ¢ 1 ¢ l
G =1+ M= S HEGM+ D —mm D HO e (—n—).
deed D P / P
r=1 modp” v=N+1 modp” .
Nach (1) (mit b= p", n = 0) sind die ersten beiden Summanden zusammen
4(0, PN) .
g
nach (7) und (4) ist also
P (1 1 .
(8) ap(n) = PNRD (5&/_2 TR = %p-

Wegen ¢ <im und m > 5 ist %, > 0.
Wenn umgekehrt pV~n gilt, so ist nach Hilfssatz 9

A(n, PzN“l) 1
PEaRICY = P -1

oder = 0. Zusammen mit (8) folgt hieraus die Existenz eines positiven
%p = Hp(m, S) derart, dal fir jedes n mit a,(n) # 0 gilt

ay(n) =

(9) ap(n) = wnp > 0.

4. Der Fall der Primzahl 2 ist etwas komplizierter. Bine Transforma-
tion auf Diagonalgestalt ist nicht immer méglich. Man kann aber durch
eine mod 2 unimodulare Transformation erreichen, daB & iibergeht in
eine Matrix 2, in der auBer Diagonalelementen der Form 2'a noch even-
tuell zweireihige Kistchen der Form )

{20 b
2 (b za)
vorkommen, wo &, @ und b ungerade sind (Minkowski [5], 8. 25). Wieder
ist § = detS = det (mod2¥); wenn also 24, ..., 2'» die Zweierpotenzen
in den Diagonalelementen bzw. die doppelt gezéhlten Zweierpotenzen
in den Kistchen sind, so ist s = L+...4ln.
‘Wenn nun die Anzahl der geraden I, mindestens gleich der Anzahl

q der ungeraden 1, ist (also ¢ <Cm), so sel IV ungerade (im Gegengatz zum
Fall p > 2). Man setze k, = [4],] und

(10) @, = 2O DERy

Acta Arithmetica V. . 16
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2

Dann sieht man, daB sich ¢’y zusammensetzt aus Summanden der Formen
2N'_1'—2k+l(1/y2 and 9. 2N—-1—2Ic+l(ay2 + Z)?/y + Eﬂz) .

Wegen I > 2k kann man den Fakbor 2V -1 gugklammern. Ubrig bleiben
Summanden der Formen

o, 20y, 2(ey’+byy+agh)  wnd  A{ey’+bygar).
Wenn man g, von 1 bis 2% +12+h Jaufen 1566, so erhilt man nach (10) fiw ¢
Werte, die mod2” verschieden sind. Man sieht gofort, daB fiir die Xlilfte

dieser Werte r'2/a¥~! gerade ist (wenn keine Summanden der Form
ay® vorkommen, sogar fiir alle Werte). Mithin gilt

A(O, 2N) > %”2(1\7+1)/2+7:,, — 2(N»\<1)’M./2—~1»\~2k,.'

Wegen
s =D = 2 3kt
v b
igt
A(O, 2N) 2(N+1)m/2—1+(s—q)/2 2(m—|—s-—(1)/2—1
(11) oN-T) | = oNG=T) = NGET

Wenn die Anzahl der geraden I, (diese werde jetzt g genannt) kleiner
ist als die Anzahl der ungeraden I,, so gilt wieder ¢ < 4m. Man wihle
jetzt N gerade, k, = [$(],—1)] und

@, = QW-DETy g WV +2) 2+,

Dann erhilt man ganz entsprechend wiederum (11).
Wenn 2% |n igt, 50 schlieBt man genauso wie fiir p > 2 unter Benutzung
von (11) und (5), daB '

gUnta)e-1 | 1 1
(12) ) =%

ap(h) = SNGRA-T) \ QA gRiE=T ]

ist. Wegen g < dm ist £iir- m > 6 2, > 0, ebenso fiir m == 5, ¢ == 0 oder 1.

Tir m =5, ¢ =2 geht man folgendermaBen vor: Hy seion ebwa
drei gerade und zwei ungerade I, vorhanden (den anderen Hall behandelt
man entsprechend), und zwar seien I, I, und Iy gerade, l, und I; ungerade.
Es sei N gerade und > maxl,-+1. Man sebze k&, = [4l,] und

@, = 2Ny () = 1,2, .., ).
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Dann setzt sich £'2r zusammen aus Summanden der Formen
oN—2=2tlgy?  ynd 29N R gy | byy+ag?),

sodafl man wegen I > 2k den Faktor 2¥-2 ausklammern kann. Wenn die
y, von 1 big 2¥2+1+% Jaufen, so erhdlt man fiir ¢ Werte, die mod2”
verschieden sind. Damit 1’2 = 0(mod2") wird, muB noch eine Kon-
gruenz mod4 in p gelost werden. Man sieht leicht, daB die Losungen volle
Restklassen mod2 sind. In jeder solchen Restklasse liegen

5
n 2N/2 +hp
y=1

der obigen y. Nun soll gezeigt werden, dall mindestens vier Restklassen
eine Losung der Kongruenz mod4 liefern. Die Kongruenz hat eine der
folgenden vier Formen:

(o) ayi+ ayyi+ 6s Y3+ 2 (ayi+ asys) = 0 (mod4)

Dann sind die Restklassen (0,0, 0, 0,0), (0,0,0,1,1) und
(1,1,0,1,1), (1,1,0,0,0) fiir @a,+a, =0(mod4),.
(1,1,0,1,0), (1,1,0,0,1) fir a,+a,=0(mod4)

Lisungen (Dabei sind die Restklassen durch einen Repridsentanten b’
charakterisiert).

(B8 a3+ 2 (g3 + ba ¥ Ys+ 03 95) + 2 (@, ¥y + a5y5) = 0 (mod4);
Losungen sind die Restklassen

(0,1,0,1,0), (0,1,0,0,1), (0,0,1,1,0), (0,0,1,0,1),
() WY+ Ao Y5+ agy3+ 4 (ag Y5+ buyuys+asys) =0.
(3) 0+ 295+ baYaYs+ 4 93) + 4 (@i + DaYays + a595) = 0.

In den letzten beiden Fillen sind die vier Restklassen (0, 0,0, v, ¥;)
Loésungen. -
Mithin ist

5,
A(0,2Y) =4 | [oNirth,
Da s = D), = 2'k,+2 ist, folgt
A(O, 2N) 92+5N/248/2—1 98/2+1
9iN = 94N = 3NE -
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Man erhilt daher statt (12) (mit m = 5)

23/2+8I2 ( 1 1

(13) w(n) = |\ GiE é'afzji) > 0.

Wenn 2¥~\n ist, so gilt nach Hilfssatz 9

-A('”HPEN'H) > 1
ap(n) = p(‘a’N-kl)(m"l) Z p(QN-w-l)(m—l)

oder = 0. Zusammen mit (12) bzw. (13) folgt hieraus, ‘d_a.B e ein s,
= 1, (m, ©) >0 gibt, sodaB fiir jedes n mi ag(n) # 0 gilt

(14) ap(n) 2 % > 0.

5. ZusammengefaBt gilt also nach (6), (9) und (14)

(1s) a(n) = [ [ ap(n) = []em- [] antm)

» P28 p2s

= % ” xp = 2 >0,
D28
wenn nicht o(n) dadurch Null wird, dag ein ay(n) verschwindet. Damit
ist Satz 4 bewiesen. Bs ergibt sich noch leicht die
" FOLGERUNG. Sei S positiv definit und m = B. Dann gibt es cin
0 = o(m, ©) > 0, sodaf fiir die n >0 mit r(n) # 0

r(n) = ™ >0

ist, wobes 1 (n) die Losungszahl von q'Sq == n ist.
Beweis. Wenn o(n) = 0 isl, so verschwindet ein a,(n). Nach Hilfs-
satz 9 ist daher A(n,p*) = 0 fiir ein gewisses u, d.h.

q'Sq =n (mod p")

ist unlosbar, woraus auch die Unlosbarkeit der entsprechenden Gloichung,
also r(n) = 0 folgt. Wenn dagegen o(n) # 0 ist, so crgeben (15) und
Satz 3 die Behauptung.

Man sieht iibrigens leicht ein, da® fir kein m =5 das » aus Sabz 4
durch eine positive Zahl ersetzt werden kann, die wnabhingig von & isb.
Man nehme nimlich (fitr festes m > 0) die Formen

UG = B a2 (i ).

Aus 'Sy =2 (mod2¥) folgt ai+...4-af =2' (mod2*), wobei k == 2--8
sein soll. Wenn sich die Ausdricke A® und of? auf die obigen Formen,
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A" und o' auf die Form z}+...4a7 beziehen, so ist nach Hilfssatz 9

a(k)(r)l) B A(k)(zl, 21«:) _ 2k(m—4)A*(21, 2k) _ A*(Zl, 27«:)
2T ToRmey T k(=) = o3k

Nach Hilfssatz 9 und den Untersuchungen von Kloosterman [1] ist dies

= ay (2, und diese Zahl strebt — 0 fiir I > co. Da die Determinante

von &, keine Primzahl auBer 2 enthilt, folgt aus Hilfssatz 9, das [ o (2%
p>2

nach oben beschrinkt ist. Folglich gilt, wenn man wieder % = 2143
schreibt, fir I — oo

g2l 5 0.

§ 5. Hilfssitze iiber die Approximation von Funktionen. In diesem
Paragraphen sollen fiir den spéteren Gebrauch einige Hilfssiitze bewiesen
werden, die unabhingig vom Rest der Arbeit sind. Sei A: || = 1, wobei
t eine m-reihige reelle Spalte ist (m > 3). Das euklidische Oberflichen-
element auf A sei durch dQ bezeichnet. Weiter mogen ¢, ¢,,... und
Cy, 0y, ... positive Zahlen sein, die hochstens von m, & und spiter von
I" abhingen. 7

HivrssaTz 10. Fir t'r = 1 st

T, = [ (ty+1)"d2, (n=1,2,..)
A
unabhingig von t, und es gilt
-Tn > 0127r.n-(111,—~1)[2.

Beweis. Fiir jedes red gibt es eine orthogonale Matrix % mit
t = Xe, wo ¢ die erste Einheitsspalte ist. BEs sei p = %p, und v die erste
Komponente von v. Dann ist

'y =e¢X' %y =e'b =0, .
also

T, = f (0+1)"dRQ,.
4

Folglich héngt T, nicht von r ab. Fiir v =1—1/n ist wegen d'v =1

b—e| =V2(1—0) =]/q—r‘;

Daher ist die Oberfliche der Kugelkappe 1—1/n <2 <1 von 4

1 \m-1
26| .
= '(I/'n)
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Daraus folgt
T,> [ (+1)"dQ >62"

1-1/n<o<1 1-1/a<gv<l

a0 > o2 n- R,

Wun sei I' ein im Jordanschen Sinne meBbarer Bereich mit der
Oberfliche G auf /. Seine charakteristische Funktion f(z) (d. h. f(r) =1
tir tel, = 0 fiir t¢I") ist im Riemannschen Sinne auf A integrierbar.
Fiir jedes 8 > 0 sei ein Bereich @, mit der Oberfliche F, konstruiert, der
folgende Eigenschaften besitzt: B
(B) @, ist J-meBbar und zu I' punktfremd; wenn ped, [r--9| < 28

fitr mindestens ein teI” gilt, so ist YePyw I
Sei
i) = o [ Wy+1raa,.
T
rodg

Fiir dieses Polynom héchstens n-ten Grades gilt

(1) 1—-—(pn(§) = T (E’l)-i-l)"’dﬂ,,.
" A~ (L'v @p)
Wenn rel’ und yed— (v @) ish, d. h. pe¢l'v Dy, 8o gilb lt—y* > 48,
woraus wegen |t = [p] =1
0 <141’y < 2(1—9)

folgt. Aus (1) und aus Hilfssatz 10 ergibt sich daher

(2) 1—ga(r) < Oy (1— 8" n™ DR (rel).
Nun sei

3) ' (1) = ga(t)+ Co(L— )" n ™5,
Aus @,(r) = 0 und aus (2) folgt dann sofort

(4) wa(t) 2 /(8 (te ).

AuBerdem kann man in

f on()dQ; = f (—},— f (z'n—rl)"dﬂ”)m&
4 4

S wy

die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhélt nach Iilfssatz 10 den
Wert

1
. = G-LF,.
7 Indfy = G+7, ’

roe,
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Mithin ist

(5) [ oa(£)dQ = G+ FyCy(1— 8)"nt™ 0P,
a
Hirssatz 11. Bs gibt Polynome P,(t) wnd @,(r) (»=1,2,...)
mit den folgenden Eigenschaften:

P,(r) <f(r) <60,
[Pwae—6a, [Q@iR—>G (v—>oo).

Beweis. Da I' J-meBbar ist, kann man ein § =4, >0 und ein
D,, der vorhin beschriebenen Art so bestimmen, da8 F, <1 /v ist. Zu
diesem ¢, wihle man dann n =, so, daB

O — by < L
. »

ist. Wenn man Q,(t) = v, (£) setzt (mit & = 4,), so folgt aus (4), daB
f(r) < @,(r) ist, und nach (3) gilt weiter

1 1 2
1< [amie—a<+- ==
A4

Wenn man A —I" statt I” betrachtet, erhilt man die Polynome P,(r).

Wenn man iiber den Bereich I' voraussetzt, da8 er ,,vernimnftig”
berandet ist, so kann man explizite Abschitzungen fir die Approxima-
tion in Hilfssatz 11 erhalten. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber
auf Folgendes:

Hirssatz 12. Sei I' ein Bereich auf A mit der Oberfliche @, dessen
Rand eine analytische ((m—2)-dimensionale) Fliche ist. Dann gibt es Po-
lynome Py (L) und Qn(t) hochstens h-ten Grades (b = 2,3,...), die folgende
Eigenschaften besitzen:

[Pr(d)] <05, [Qu(D)] < Cs,
Pu(r) < fz) < @alt),

logh )’"/1“1

f@h(g)om—a und G—«{lfPh(g)dQ<O4( 2

y
Beweis: Sei 6 = 5, = (m——%)logh/h, h>1, und &, die Menge der
ped mit y¢T, fiir die |f—y| < 2V8, fiir mindestens ein gel” gilt. Dann
hat @, die Rigenschaften (E), und man sieht leicht, daB fiir die Ober-
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fliche Fy, von s, gilt

6) 7, < CV5, "2

Wenn man also fiir ¢,(r) das Polynom yp,(r) nimmt, das durch (3) de-
finiert wurde (mit & = &, = (m—3)logh/h), so ist nach (4) Qu(r) > f(z)
und nach (5) und (6)

f Qu(D) A2 —6 < 05 P 0y (1— &) m" =D

mf2—-1
< 0 ( logh ) + Chexp(—(m —3) logh--4 (m—1)logh)

10 h 21
<al)"

Schlieflich folgt aus (3) (wegen 0 < @,(r) <1), daB [Q.(2)] < 0, ist.
Durch Betrachtung von A—I" statt F erhéilt man Py(r).

§ 6. Hilfssiitze iiber Kugelfunktionen. Zur Bequemlichkeit des
Lesers 'moégen hier einige bekannte Sitze (iber Kugelfunktionen bewiesen
werden.

i & : ,
Sei m =2 und 4 =— +...+—5. Jedes homogene Polynom
0y Oy,

k-ten Grades mit komplexen Koeffizienten, das AU = 0 erfiillt, wird
Kugelfunktion %-ten Grades genannt (2). Wenn ¢ eine isotrope Spalte
ist (d. h. ¢'c = 0 exfiillt), so ist (¢'t)® eine Kugelfunktion k-ten Grades,
wie man leicht nachrechnet. Hiervon gilt auch die Umkehrung:

HILFSSATZ 13. Zu jeder Kugelfunktion U(r) des Grades k =1 gilt
es endlich viele isotrope Spalten c,, sodaf gilt

U = ().
n
Beweis: Fir m = 2 folgt das daraus, daB jedes reelle harmonische
Polynom (in zwei Variablen) der Realteil eines Polynoms in @ --dwg ist.
Sei die Behauptung schon. fiir alle Kugelfunktionen bewiosen, Lir die ent-
weder die Variablenzahl << m ist oder der Grad <<% (m =8, I = 2; fir
k =1 tberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Behauptung).

(3) In der Literatur wird hauhg ‘ U( %) als Kugelfunkiion bezeichnet, Das

erfordert aber, oft zwischen der Kngeltunktwu und dem zugeordneten bharmonisclien
Polynom zu unterscheiden.
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Sei U(t) eine Kugelfunktion k-ten Grades in sm Variablen. Dann ist
Ug, =0U|0m, (ftr p =1,2,...,m) eine Kugelfunktion (k—1)-ten Gra-
des. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es endlich viele isotrope Spalten
Gy 70 (m=1,2,..., N,) mit

N
»w
U, (8) = D ()™ w=1,2,...,m.
n=1
Bs gibt nun wegen ¢,, # 0 eine reelle Spalte a mit a'a = 1 (ihre Kompo-

nenten seien aj, ..., ay), sodaB b,, = ¢,,a 7 0 ist fiir alle n und u. Es exi-
stiert weiter eine orthogonale Matrix 2[, in der a die letzte Spalte ist.

Sei p = Uy, Dann gilt

)
5y UAY) = a; Upy (UY)++.. + a5 Uy, (UY)
m N
= 22 o (€, 2)F~
p=1a=1

Durch Integration folgt hieraus wegen by, = Cput £ 0

m Ny
(1) Tty = D) D (6, U0) + U,
p=1 n=1 e

wo das Polynom U* nur noch von ¥,..., Ym.; abhéngt. Daher ist
1) 2

n

0 = 4,0(Ay) = TZ‘

p=1 n=1

kb (C’L#uv) )+A‘) U*.

Die Eigenschaft der Isotropie und der Operator 4 sind gegeniiber ortho-
2
U*=0 ist also

7
gonalen Tra,nsforma.tionen invariant. Wegen o
m
i .
( 9 +...+ e )U* = 0. Da sich jede (m—1)-reihige isotrope Spalte
I Ym—1
durch Hinzufiigung einer 0 zu einer m-reihigen isotropen Spalte erginzen
1508t, kann man nach Induktionsvoraussetzung U* in der im Hilfssatz
geforderten Weise darstellen. Aus (1) folgt dann die Behauptung.
HiLrssaTz 14, Sei U(r) eine Kugelfunktion k-ten Grades, und P(r)
eine beliebiges Polynom hichstens (k—1)-ten Grades. Dann gilt

[ P© U@aQ =o0.

lgi=1
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Beweis. Es geniigt anzunehmen, daB P(r) homogen vom Grade
1 < k ist. Sei die Behauptung schon fiir homogene Polynome eines Grades
<1 (< k) bewiesen. Die Greensche Formel besagt

U op
- = — —U-—)de
(2) f(m U—UAP)d f(P U an)d ,

Izl lgl=1

wo 8U[dn die Ableitung in Richtung der duBeron Normalen ist. Der
Homogenitit wegen ist
om

Weiter ist AT = 0 und 4P entweder 0 oder ein homogenes Polynom cines
Grades I’ < I—2. Daher ist nach Induktionsvoraussetzung

1
f UAPdr — f f p)¥ AP (D) drd @
Izt Iyi=1 0
_ W\blfl UAPIQ = 0;

aus (2) ergibt sich daher
(b—1) fPUdQ =0.
lgl=1

Wegen &k > 1 liefert das die Behauptung.
Nun sei Vi(£) fir —1 < & <1 definiert dureh

1—f " .
(L—2tE A kZJ Vel&)8 (i <)
HiirssaTz 15. Fiir festes reelles 3 mit |3 = 1 48t [2)* V, (z,’ ,.[@.,l,) eine
t
reelle Kugelfunktion T-ten Grades. Fir —1 < & <1 ist
|Va(&)] < Ci*

mit einer hichstens von m abhingigen Konstanten .
Beweis. Fir ¢t >0, |g|f < 1 ist

(3) 1'_|I|2"'2 _ ‘20.? v, ( Bylo
(1_2(6/§)t+|x|2t2)m/2 - |E|\)w‘

k=0
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Die Anwendung der Operation

auf die linke Seite dieser Gleichung ergibt 0, woraus

(v )= o

folgt. Aus (3) ergibt sich weiter, daB lg]ka(a'%) ein homogenes Poly-

nom k-ten Grades in ¢ ist, also eine Kugelfunktion des Grades k.
Wenn man & = cos?d setzt, so entnimmt man aus der Definition,
daB filr m > 2 (fitr m = 2 ist das zu Beweisende eine bekannte Tatsache)

. Zw’Vcsﬁ)zkﬂlez 0 1
e x(Co - m—2 0t (1—2t008ﬁ+t2)m[z—1

- (o555 140 [ o)
T2 2 at (1 tg’:o)"”*/z—l (1__te—i6)m12—1

gilt. Also ist Vy(cos®) eine Summe von Gliedern der Form g;cosld mit
a2 0 (1=0,1,2,...). Daraus folgt

(4) [Vileos )] < Vi(1)-

Aus der Definition ergibt sich
1+t

R‘MB

also

m—2+k L
Vk(1)<2( ~27 )32(m~2)1 (T = oo).

Zusammen mit (4) folgt hieraus die Behauptung.
HILFSSATZ 16. Sei Q(r) ein reelles Polynom hichstens h-ten Grades.
Dann ist fir |t] =1

mit
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und [p|* Xy (t/lL]) st cine reelle Kugelfunktion k-ten Grades (also X, eine
Konstante).

Beweis., Fir ¢ =1, 0 <t <1 gilt
I
1—p 1 ,
§ — | Vi 0)Q(3)d82,) ¢
5 L , 1 2 al § lZ)m/z v(&)d[“) = (L Mlj; ln(& &)l!(&) 5) 5,
lal= = S

da nach Hilfssatz 14 und 15 die Koeffizienten von ¢* fir & > h verschwin-
den. Man lasse nun ¢ -»> 1 streben. Da ¢)(3) auf |3 = 1 stetig ist, konvoer-

giert die linke Seite von (5) nach einem bekannten Satz der Potential-
13

theorie gegen @ (), wihrend die rechte Seite gegen J Xj(r) strebt. Da
0

lt|® Vi (3't/lt]) eine réelle Kugelfunktion des Grades & ist, gilt dasselbe
fiir (o) X (x/i2])-

§ 7. Der Hauptsatz iiber die Gleichverteilung. Sei & cine positiv

definite symmetrische ganzzahlige m-reihige Matrix und H das m-dimen- °

sionale Ellipsoid y' &Yy = 1. Es gibt eine nicht-ausgeartete reelle Matrix €
mit & = 'Y, Auf H werde die folgende ,,S-Metrik” zugrunde gelegt:
Durch ¢ = Iy wird YSh =1 auf 1't = 1 abgebildet, d. h. I auf die
m-dimensionale Einheitskugel 4. Das Bogenelement (ds)? = (dg)' (dx) der
euklidischen Metrik auf 4 geht dabei itber in (ds)® = (dy)’ S(dy). Diew soi
das Bogenelement der S-Metrik auf H. Sie bleibt bei allen "Transformati-
onen Y = €y mit €'SE = & invariant. Der Flacheninhalt von J (im Sinne
der S-Metrik) sei .

BEs bedeute wieder »(n) die Anzahl der ganzzahligen Losungen von
§'Sq =n, und r(4,n) die Anzahl derjenigen Losungon, fiir die aVn
einem gewissen Bereich A auf A angehort.

SaTz 5. Sei A ein Bereich auf H, dessen Jordanscher Flichewinhalt
(im Sinne der S-Metrik) existiere und = D sei.

Dann gilt fiir m > 5

r(d, n) D (n
e - 00
r(n) B );
wenn man sich auf die n mit r(n) % 0 besclwdnlet.

Pir m =4 ¢ilt (1), falls es eine Konstante ¢ = o(S) =0 gibt, sodap
r(n) = 0 oder r(n) > gn 28,

Beweis. 1. Durch ¢ = Y geht 4 tiber in cinen J-mefbaren Bercieh I'
auf A. Sein Flicheninhalt ist

1

I
¢ =2 D.
EI)
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Nach Hilfssatz 11 gibt es zu ¢ > 0 ein reelles Polynom ¢ (t) mit

(2) 1) <Q(r)
und
3) fQ(g)d.Q———lll;iD<%La,

wobei f(r) die charakteristische Funktion von I" ist. Wenn % der Grad
von §(t) ist, so gibt es nach Hilfssatz 16 reelle Kugelfunktionen (in m

Variablen) X, (r) der Grade k (k = 0,1,...,k) sodaB fir red
h
(4) Q) = Y Xulp)
k=0

igt. Dabei ist X, eine Konstante. Da fiir £ > 1

[Xwae =o
A
ist (Hilfssatz 14), folgt aus (4) und (3)
. 1 D £
() An=fdf9(g)«19<§+—2-.

2. Andererseits gibt es nach Hilfssatz 13 fiir & >
by, mit byby, = 0, sodaB gilt

1 komplexe Spalten

Nk

PR

r=1

Xp(x) =

Man setze wieder r = Xy.
erhilt man

Wenn by, = S, und Yi(p) = X, ([y) ist,

(6) S =0  (h=1,2,...,h;»=1,2,..., N
und
Ny
(7) V() = D (®0)F  (k=1,2,...,]).
=1

Fiir die charakteristische Funktion g¢(y) von 4 gilt nach (2) und (4)
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Unter Beachtung von (7) folgt daraus

1=

4'Sq=n, a/VneA

r(d,n) =

1'Gq=n

o1
> S(eet)

k=1

<) (Xo+

§'Gg=n

r(d,n) < Xr(n) +2 2 Icﬂ( Z (¢ ) )

Nach Satz 2, § 2 gilt nun wegen (6) fir festes » und jedes k == 1,2, ..,
fiir n — oo

1 ’ e mid—
®) —7 D, (8 = 0",

1Gq=n
Daraus folgt unter Benutzung von (B5)

r(d,m) < (% +—;—) P(n) 40 (W) (- 00).

Fitr m > 5 ist nach der Folgerung aus Satz 4 fir r(n) 550

r(n) = gnm/z-l, e = g(m, 6) >0.
Fir m = 4 wurde das vorausgesetzt. Daher ergibt sich endlich

r(d,n) D g — 45
rmy S Ty Tol )-

Fir n >ny(e, 4, m, ©) ist dies wegen m > 4
D
<-TZ—D-+E.

Ganz enstprechend leitet man eine untere Abschiitzung her.

Tiir m > 5 hiitte itbrigens in (8) die sehwichere Abschitbaung O (™)
zum Beweise geniigt, die sich, wie am SchluB von §2 bemerkt wurde,
erheblich leichter herleiten laft. Wie man weiter dem Beweis entnimmt,
gilt (1) fir m =4 ohne die zusitzliche Voraussetzung r(n) = on >0
(fir r(n) # 0), wenn man sich auf eine Folge der » beschrinkt, fiv die
2™ r(n) - co strebt.

Man kann in Satz 5 fir spezielle Fille eine explisite Abschitzung
erhalten, wenn man sich statt auf Hilfssatz 11 aul Hilfssatz 12 stiibzb:

icm
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Sa17 6. Sei © = € die m-reihige Binheitsmatriz und m =5 (also
H = A). 8ei I' ein Bereich auf A mit der Oberfliche G. Der Rand von I’
sei (der Einfachheit halber) eine analytische Fliche. Dann g¢ilt fir n — oo

r(lyn) @ ((loglogn)m_z)
rm) L (logn)™?~1

(Wegen © = € ist immer r(n) > 0 fiir n > 0).

Beweis. Seien P(z) und @,(r) die Polynome aus Hilfssatz 12.
Nach Hilfssatz 16 ist dann

h
(9) 0u(t) =Xo+ D Xi(D),
k=1
wobei X, eine Konstante und

1
Telp) = 7 [ TeliD0u)a

ist. Da nach Hilfssatz 12 |Q, J;)l C, ist (wo Oy, Oy, ... positive Konstan-
ten gind, die hochstens von m und I’ abhingen), folgt aus Hilfssatz 15

(10) (X5 (r)] < C.E"*  (re ).
Nun ist wieder fir t > 1

Ny
(11) Xilr) = D) ()

v=1

mit komplexen Spalten ¢,, die ¢j,¢;, = O erfifllen. Man setze zur Abkiir-

zung
Ny
= Zé')k(zy Chy) »
p=1

- Txw

Wegen cr,¢, = 0 kann man Hllfssatz 5, § 2 anwenden. Man ersetze darin
¢ durch ¢;, und summiere iber ». Wegen (12) erhélt man dann (fiir ¢ > 0)

Dann ist nach (11)

(12) 6(2q9'q).

1 az+b \) ( 2 )
ey vy E X —q'q) [...
(cz—l—d)m/“" (cz—|—d k k(q)e 4 qq [ ]7
wo in der eckigen Klammer eine Zahl qteht die absolut < 1 ist. Daher
ist
1 az+b)‘ ,
13 X, (q)e ™2,
(13) (ce @ym2+k k(cz—i—d < 2
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s ist X, (q) =n’°’2X,c(q/l/E) fir # > 0, und die Anzabl r(n) der Lio-
sungen von q'q = n ist trivialerweise < 0,n™?*. Unter Beachtung von
(10) folgt daher, daB die linke Seite von (13)

oo
< O 0 N e g
= Lwed
M=l
ist. Wegen

) (B
PR g o (-£Q7Lilc)~)

folgt firr ¢ >0 und y > V3 schiieBlich (da 2/me < 1 ist)

© N
az+ b) < Ok Z =g (l‘__)m/" iy
(77 —P. d % U; 2 :

: 1 mi2 k2
g(r(,k"’/ﬂ(;) S
K)

Man kann jedes ¢* mit 0 < y* = Im2" < 451/§ durch eine Modul-
substitution

1
‘ (Gt dy e ”“(

(14)

o weth
T oekd

mit ¢ > 0 in ein 2 mit y > 3V3 itberfithren. Daher ist nach (14) (fiir jedes
& mit 0 < y* < 3V3)
mfa--Tej2

:l/*m/dwl»k/z |Fk (z*)\ vala (z*)l < CG /‘;lﬂlﬂ .

= oz arE

Wegen (12) ergibt sich hierans dureh cine bekannte SehluBweise (wie
in §3)

(15)

PR (ﬂ) \ < 01T 1

/g =0

Aus Gleichung (9) folgt (man vergleiche den Beweis von Matz b)

Xl

Qg

n
(16) "I n) < Xor(n)+ )] (

Io=1

Hilfssatz 12 ergibt (anstelle von (5))

an

@ 7, \mj2=1
X, < ‘i‘ 'Jr'Oﬂ( ) .
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Aus (15), (16) und (17) folgt nun wegen r(n)> on™*', o = o(m) >0
(Folgerung aus Satz 4, mit & = §)

,,.(I'v’ ’Vb) G (1Ogh)mlz—1 1 mfd—1
—_— - hi2
r(n) 7 S0{= o5 R
. .. logn . .
Wenn man (fitr gentigend groBes =) b = — | setzt, ergibt sich
4loglogn
schlieBlich
r(yn) @ (loglogn) (loglogn)|™2!
- N T < o\ . +
r{n) L logn
[ 1 1 logn
= 1 —. .
+0Cye6xp [( 1 m—}—l) ogn—+ 8 ‘Toglogn loglogn]

(loglogn)™*
(logn)™*t ~

Entsprechend erhilt man die untere Abschéitzung.

= Vi
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