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D’ot, comme dans le travail [1], résulte que l'équation (3) a au
26

moins deux solutions pour tous les k pairs < []p; > 2-10°%. Nous avons
i=1

done:

TaforimE. Léguation ¢(@+k) = @) o aw moins deus solutions
pour tous les nombres naturels k < 2-10%.

Tl est & remarquer que M. Cielakowski a construit une table des
valeurs de la fonction ¢ (») pour 10 < 2 < 2-10* et il a trouvé 4 nouvelles
solutions de équation ¢(z-+1) = @(z), & savoir 10604, 11715, 13365,
18315, ainsi que 55 nouvelles solutions de Péquation e(z+2) = ¢(2),
mais aucune nouvelle solution de 'équation ¢(z-4-3) = ¢(2).

Travail cité

[1] A. Sehinzel, Sur Uéquation @(z-+k) = ¢(x), Acta Arith. 4 (1958), p.
p. 181.184.
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Uber eine Abschiitzung des Restgliedes
im Primzahlsatz

von

W. Sta§ (Poznan)

1. Wir bezeichnen mit A(n) die bekannte zahlentheoretische Funk-
tion, welche = logyp ist, wenn » eine Primzablpotenz ist und sonst = 0.
Es sei ferner

(1.1) R(@) = D A(n)—a,
n<z
das sogenannte Restglied im Primzahlsatz.
Wie bekannt, hat P. Turan folgende explizite untere Absechiitzung
des |R(x)| gefunden ([4], Satz. XXX):

Wenn £(g) =0, 0o = Bot+ive (o = %,70>0) und

(1.2) T > max(¢,, expexp60log®|p,l)
dann
logT
(1.3) IR(&)] = max |R(z)] > T”Oexp(—21—__—0g_—)
1<2<T I/loglogl‘

und ¢, ist eine explizite positive numerische Konstante.

Herr Professor P. Turin, hat mir eine Verschirfung der Abschit-
zung (1.3), durch Verbesserung der Lokalisation von £ in 1 <2 < T,
suggeriert.

Aus dem Satz (1.2) und der bekannten oberen Abschitzung des
Restgliedes, folgt trivial eine Verbesserung der Lokalisation.

Wenn nimlich ¢ eine beliebige positive Zahl bedeutet, £(g,) =0,
0o = ot (Bo =%, Yo > 0) und

T > max(c,, expexp60log®[g,|)

dann
(1.4) max ’ A(n)—ml > T"“exp(——Zl _1@'_)
Tho—s<a<T ' VleglogT

und ¢, ist eine Konstante die von & abhingt.
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T wire interessant, das Intervall T%~° <« < T zu verkiirzen.
Toh habe folgendes Resultat bekommen:
SaTz. Wenn £(go) =0, 00 = Bot+ive (3 <ho < 1) und

(1.5) T > max (¢, expexp(2{ed),
dann T
log )
Py Y- S
(1.6) mix |B(z)| > T exp( Sloglog_’l’ )

( log T'logloglog T'
Texp| —————2 P
(loglog T)

und ¢, ist eine explizile numerische Konstante.

)—-1 <2 <7,

2. Zum Beweis von (1.4) benutzen wir folgenden Satz ([3], Satz X;
[1n: i
Wenn

lerl = leal = ... = 12l

beliebige kompleme Zahlen sind, m > 0 und n < Ly, dann gibl es eine ganze
Zakl v, so daf
N m <y <m+I
und
1 L1 v
(23(m—{—L1)) feaf”

3. Bs bezeichnen ¢, ¢s,... explizit angebbare numerische Kon-
stanten. Ubersichtlichkeitshalber fithren wir einige abkiirzende Be-
zeichnungen ein.

Es sei T > 100 und

(2.1) (A +aht .| >

(3.1) 4 =loglogT,
(3.2) B = (loglog ).
Es sei weiter
1 log T'logloglog T
3.3 = St - J.- Al
(8:3) m=4"p"¢ (Texl’( (loglog 2y )’

1 logTlogloglogT
(3.4) 7, = L. JogTlogloglogT
2 (loglog T')
Dann fiir T > ¢, folgt

(3.5) m> L.
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Von der ganzen Zahl % fordern wir vorlaiifig nur daB

logT
(3.6) mgkgAiB.
Fir T > ¢ ist
logT
3.7 L, < .
(3.1 m+L; < A+ B
Wie bekannt ist, fir jedes I > 2 existiert ein T; mit
(3.8) 1< T <141
so daB auf der Strecke
3
(3.9) t=T, —-<o<2
die Ungleichung
(3.10) ;—i—(s) < ¢plog* T -
gilt.
Es sel weiter
1
(3.11) _loeT
(loglogT')
gewihlt.

(4.1)

(4.2)

4. Wir betrachten das Integral (vergl. [5], S. 36)

1
T 2w

B

@

?—e

2Bw

—DBao

I, —__f(edmf______

Fls) = — (c(s)+%<s));

£(s) ist die Riemannsche Zetafunktion.
Fiir ¢ > 1 hat man wie bekannt

(4.3)

(4.4)

oo

A(n)—

Wenn man (4.3) in (4.1) einsetzt, bekommt man fir ¢ > 1

I, = Z (A(n)

=1

1

2

=

eBm _ e—Bw

2Bw

)

x
)F(w)dw,

Edow

n

429


GUEST


430 W. Stad

Das letzte Integral schreiben wir weiter in der Form

k (_Ak+B(2;f Ic)/ )
_(_2%)7%7(—1)"4() 27 f : -

und wenden jetzt die bekannte Integm]formel

(4.5)

1
® —log"®lr, r>=1
—}——f—/r——dw= h—D)! g ’ =1,
27 w”
@ 0, 0<r<1
an, Bezeichnen wir noch
(4.6) G, = (@B (k—1))™
(4.7) 2( 1y f( ) (2Bj+ (4 — B)k—logn)*~,
*’g(log'ﬂ-l-(.B—A)k) <j <k,

dann gilt

(4.8) I =6 ) (A(n)— JA-Be < < GBI,

n

1)H (m),

Sei jetzt T so gewdhlt daB e¢4~®* ganz ist. Durch partielle Summa-

tion gilt dann

(49) I = > R(n)(H(m) —H (n+ 1) + 11,
WO
(410) L = R([4+PFDH ([4+DF]),
und
(4.11) l, = — R([e4~5% _17)H (¢“~B%)
bezeichnet.

Nach leichten Absché.tzungen ist weiter
(412)  [H(n)—H(n+1)] < (k 1)2*-D(kB)* 2+

+l2 "*’() 2Bj+ (4 — B)k—logn}i—|,
1
~2-1§ (logn+(B—A)k) <j < E—E(log(n‘-l—l)-%—(B—A)k).

=By L [ AT 17,
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Wenn wir mit § die Summe in (4.9) bezeichnen, bekommen wir
nach (4.12)

(4.13) 181 < g+

wWo

(4:‘14) e(A—B)k < n < [e(A+B)k—1]

= 2 1®ml| 3,

(> bezeichnet die Summe in (4.12)) und

(@15) i = (b= 12200 eppior SURON - pame ) pasme_yy,

Nach leichten Abschitzungen hat man weiter

(£16)  w <2*(2BR'maxR(z), M4BF g < [fMHPR_1],
E]
und

(417 < (k—1)2°®-D(BRY*~%(2Bk-+1)max | R (s)],

MABE Lo K [4FBR 1],

Um I von oben abzuschitzen miissen wir noch 1,41, beriicksichti-
gen. Wir haben einfach

(£18)  |[L+1| <2¥((2BR}'+1)max|R(z)], 4 BF_1 o MtBE,
x

Aus (4.9), (4.13), (4.16), (4.17) und (4.18) folgt endlich
(4.19)
T < G2+ 2571 (2BR)* " + (b — 1) 22%~) (BR)*~*(2 Bk + 1))ma.x |R ()|,
4P 1 o < [eHHPH.

Wenn ¢~®% nicht gahz ist bekommt man auf Fhnlichem Weg
[et4+Bik)

In beiden Fillen, wenn wir nur voraussctzen daf 2Bk > 1, haben

(420) |G| < Gi(...)max|B(o)|, [ P+1]<a<

wir

(4_21) IIlc] < g20e+-210gk) 1o [R(m)[, e(A—B)k_l << e(‘*'B)",
z
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. Wegen (3.2) und (3.6) kann man wirklich 7' so grof wihlen daB

2BFE grofer als 1 ist. '
Nach (3.1), (3.2) und (3.6), fir T > ¢, ergibt sich aus (4.21)

x

logT
Il R
(4.22) |Ii] < exp (310g10g T)maXl (@)1,

<.

longogloglogT)
e 2 -1
T eXp( (loglog T)° s

Nach dem Cauchyschen Satz hat man

4o eBe_,(fBe ]
(4.23) I = —Z(a o —) -
Bao

g e frree)
(

1)

wo o die nichttrivialen Nullstellen von £(s) bezeichnen.
Wenn D das letzte Integral bezeichnet, dann ist

LA

oAk oo | eB(—1+iv)_6v~B(—1+iv)1 k
434) DI f ( ) dv
W) D<) i :

:,

?("1‘{"5"')

o4k ( B+ e-—B)k f‘” 1 (

2r (2B 1+ +12( —1+w)|) .

Aber wie bekannt ist

(4.25) \%(——HW) < ¢plog (24 I»))
und

1
(4.26) . |e(—14+)| < 61+ (] +2)log (P +2)+ ==+

Vit

Aus (3.1), (3.2), (3.6), (4.24), (4£.25) und (4.26) fir T > ¢, ergibb
gich ’
‘ 1 1
(4.27) . Dl < Gmm < cn'i}‘o:g“g‘-

Die Summe in (4.23) teilen wir jetzt in zwei Summen ein

oBe_ g~ Be\k ' "
(4.28) E("’Ae_—EB_’) = E (4 E ()
[] e o=p-+7i e=p+yi
W<y =17
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Fiir die zweite Summe gilt nach (3.4), (
Mt

folgende Abschiitzung 3.6) und (3.11) fiir T > ¢,

"< o4 +Byk

T Ry e 0,03
i BF ey < 7%
E (=1 (k—2)

(4.29)

Die erste Summe schétzen wir von
D unten nach dem §
‘Wir waihlen als &, dag » des Satzes (2.1) und das m dies:sl : afz o f:l-b.
men wir nach (3.3). aizes bostim-
Um die Erftillung der einzigen Beschr
) , A dnkung (3.6) iiber %
tieren, geniigt es zu zeigen, daB die Anzahl i Sy
P e o , der Glieder der ersten Summe
Diese Anzahl ist
(4.30) 2N (T)) < 63 Tylog Ty < e — BT
(loglog T)*’
was fir T > Oy, wirklich < I, ausfslls.
- Nach dem Satz (2.1) kann man % so wihlen, dag

7 ‘Ll LI
(4.31) L%w (._.y«' >(m) It
o i<y

Wegen (1.5) ist aber |g,| < 7. Fiir das 2 Im (2.1) gilt also
eBau_ngen 1

(4.32) lea | > 460
2Bg,

Aus (1.5) und (3.2) schlieBt man, daB |B i
2 00| < % ist. Daraus
(3.1), (3.2) und (3.5) fiir T > oy folg“’t vl s oeem

2\k
(4.33) jeaf* > g4 (1—“@;’“'“)

> Thexp (_ (longogloglogT logT ))

(loglog T)* loglog T,
Nach (3.4) und (3.5) fiir T > ey gilt endlich
(4.34) ( I )Ll > exp (_2 log T'(logloglog T)?
23(m+-Ly) (loglog 1)
Wir haben weiter aus (4.23) und (4.28)

(4.35) =] X+ 7|+ 1)
<1y wi=Ty
Acta Arithmetica V. 28
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Aus (4.22), (4.29), (4.31), (4.32), (4.33) und (4.34) ergibt sich weiter

fiir (1.5)
log Tlogloglog T log T (logloglog T)* | logT
Proexp | — (ETIBIE 08T 4 p OB L8 S8 B+
(loglog T') (loglogT) logT
logT
< exp (3W) 18X |R ()| + T -1 W
log T'logloglog T
= e P -1 T,
roxy ()<

Damit ist unser Satz vollstindig bewiesen.

Literaturverzeichnis

[1] V. T. 86s and P. Turdn, On some new theorems in the theory of diophan-
tine approwimation, Acta Math. Hung. 6 (1955), 8. 241-257.

[2] E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function, Oxford 1951.

[3] P. Turdn, Bine neue Methode in der Amalysis wnd deren Anwendungen,
Budapest 1953.

[4] — On the remainder-term of prime-number-formula I, Acta Math. Hung.
1 (1950), S. 48-63.

[5] — On the so-called density-hypothesis in the theory of the zeta-function of Rie-
mann, Aota Arithmetica IV (1957), 8. 31-56.

UNIWERSYTET IM. ADAMA MICKIEWICZA W POZNANIU
ADAM MICKIEWICZ UNIVERSITAT IN POZNAN

Regu par la Rédaction le 16. 5. 1959

icm

ACTA ARITHMETICA
Vv (1959)

Remarks to the paper of E. Cohen "Arithmetical
functions associated.with arbitrary sets of integers”

(This volume, pp. 407-415)
1. Between the statement of Theorem 3.1 and the proof, inserb
the following:

Remark. If 1 <4< 2, then (3.1) may be assumed to hold with
O(wloga) replaced by O(1).

2. In ‘the displayed formula immediately following (3.5), replace
' 1
O(m ~?—log—w-) if k=2
n n
n<w
by

1 T
0 E—— =)+ i =
(m nl()gn) O@@) it k=2.
n<Ef2
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