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Sur lexistence de solutions périodiques de Péquation
différentielle du second ordre dépendant d’'un paramétre

par Z. MigorAJsKA (Krakéw)

1. Enoncé du probléme. Dans le présent travail je donme la
démonstration du théordme suivant sur Pexistence de solutions pério-
diques de l’équation différentielle

X' =g X, X' 1)

THEOREME 1. Admeitons les hypothéses suivantes:

(1) les fonctions g(t, X, ¥, 1), g% (¢, X, ¥, A), gx (¢, X, ¥, 4), 03¢, X, ¥, 4)
sont continues dans tout Uespace & quatre dimensions R, des variables

t X, Y, 4,

(2) g(¢+T,X,Y,2) = g(t, X, ¥,4) (o% T = const >0) dans R,,

(3) ¥ (8) = g(t, po(t), wo(t), 0) pour —oco<t< +oo,
|9:x(ta po(t), Wt,)(t)’ O)I <M, lg/Y(ta o(8), P (2), O)I < M,
(4) g3t wo (), wo (), O) < M
pour —oo<t< +oco (o M = const >0),
T
(5) Ug'x(t, wolt)s vi(d), O)dtl >m (o% m = const >0),
[
(6) m > (MT)*[3T+7],
(7) Po(t+T) = po(t).

Dans ces conditions, il existe un nombre L >0 tel que pour tout A
satisfaisant & Dinégalité |A| < L, Véquation
9*yp(t, 4)
o2

Byp(t, 4)

= g(ty y(t, 1), a0 Z,)

a aw moins wune solution périodique (i, Z) de période T. Celte solution
dépend de 1 dune maniére continue.
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Plus précisément, il ewiste une fonction v(t, ) définie et continue
dans le domaine —oo<t < + oo, A < L de classe C* par rapoprt & i,
et une constante » >0 telles que

p(t, 0) = (1), "/’(t_f“Ta}”) = y(t, 1),
p(t, D—p(t, D] < =lA—12l.

Nous appuierons la démonstration de ce théoréme sur le théoréme
du point invariant de Schauder et nous utiliserons & cet effet la méthode
de A. Bielecki [1].

Le probléme de l'existence de solutions périodiques pour de petites
valeurs du paramétre 4 a déja été le sujet d’un nombre congidérable de
travaux (voir p. ex. [2], [3], [4]). Mais les auteurs dont je connais les
travaux supposaient toujours que la fonetion g(f, X, Y, 1) était analy-
tique (p. ex. A. M. Kac [2]) ou méme linéaire (voir H. Morimoto [3])
par rapport a A. On supposait de plus que g(¢, X, ¥, 1) était ou bien
analytique (Kac) ou bien de classe (2 au moins (Morimoto) par rapport
aux variables (X, Y). Pareillement, au lieu de nos conditions (5) et (6)
on admettait différentes hypothéses plus ou moins générales.

Envisageons la transformation

o= X —yy(l)
qui, appliquée & Péquation différentielle considérée dans I’énoncé du théo-
réme 1, conduit & I'équation
2" ={(, 2,2, 4),
ol
Fty 2,9, 2) = gt a+po(8), Y+ vo(t), A)— w0 (2).
Aingi, la démonstration du théoréme 1 se rameéne & celle du théoréme

suivant:

THEOREME 2. Admettons Dhypothése swivante:
Hypothése H.

(1.1) les fonctions f(¢,z,4,%), falt,®,y,A), fy(t,®,9,2), fat, 2,9, 4)
sont continues dans tout Vespace & quatre dimensions R, des variables

(¢, 2,9, ),
(1.2) f#,0,0,0) =0 pour —oo<t< oo,

(1.3) f(+T,2,y,4) =f(t,®,y,4) dems R, (o T = const > 0),

If2(2,0,0,0) < M, [fy(t,0,0,0)] <M,
pour —oo<t< 4o0

Ifat,0,0,0) < M

(1:4)
(o% M = const > 0),
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r
(L.5) |ff;(t, 0,0,0)dt|>m (o% m = const > 0),
0 .
(1.6) m > (MT)(3T+7).

Dans ces conditions, i ewiste un nombre L >0 tel que pour tout A
satisfaisant & Vinégalité |3 < L, Véquation

0*o(t, 4)

(#, 4)

0
— 1{tot 5,252

admet aw moins une solution périodique de période T et cetie solution dé-
pend de A dune maniére continue.

Plus précisément, 4l emiste une fonction ¢(t, ) définie et continue
dans le domaine — oo <1< + oo, |A| <L, de classe O% par rapport d& i,
et une constante » >0 telles que
(1.8) @(t,0)=0,

(1.9) p(t+T,2) = @, A),
(1.10) lp (6, ) — @ (t, D} < #|A—Al.

Avant de passer & la démonstration du théoréme 2 remarquons que,
gans restreindre la généralité, I'hypothése H peut &étre remplacée par
I’hypothése Hj.

Hypothése H:.

(1.1,) la fonction f(t,m,y,A) e ses dérivées dw premier ordre par rapport
auz variables (x,y) et A sont continues dans le domaine D,:

(D) —co<it< +oo, |#f<a, i <a, lA<e,
o% o = const >0,
(1.32) ¢+, m:fyy A) =1, 507, y,‘l) dans D,
(1.4 fz(t, 2,9, M < M) [ﬁ/(t:myfyj: Al SM_; Ifat, 2,9, )] < M
dans Dy,
r
0<m < | falts 0lt), y(0), 4]
- 0
(-5 pour |z@t) <a, MO <a, R<a

De plus, la fonction (i, 2,9, A) satisfait auw conditions (1.2), (1.6) et (1.7).

Yvidemment, de H résulte I'existence d'une constante a >0 pour
laquelle on a I’hypothése H*. Par conséquent, au lien du théoréme 2 il
suffit de démontrer le suivant:
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TatorbmE 2,. L'hypothése H, étant admise, il ewiste wun nombre
L >0, une fonction @(t, ) définie et continue dans le domaine — oo <t
< +oo, |A| < L, de classe C* par rapport & t, et une constante x >0 sa-
tisfaisant aux conditions (1.8), (1.9). et (1.10).

La démonstration du notre théoréme se décomposera en plusieurs
étapes sous forme de quelques lemmes.

2. Un systéme auxiliaire d’équations fonctionnelles.

Levme 1. Admettons Phypothése H;. Supposons, de plus, que le

couple des fonctions {a(2), w(t, A)) soit pour 4| < T la solution du sysiéme
@ bguations fonctionnelles

T = 8
(21) e, 2) = —%fff(s,a(zwfw(w,z)dwnp(s,i),z)dsdwr

14 8
+[1 (s, s+ [ pw, Haw, y(s, 4), i) ds,
0 ] :
T 8
22)  [f(s, a0+ [ vlw, Haw, (s, 4, 2)ds =0,

[

14 < L,

(2.3) a(0) =0, (0 =0 10, T.

Dans ces hypothéses, toute fonction @(t, ) satisfaisant eux conditions

143
o(t, 2) = a(A)+ [ (s, Nds,
0

pour

(2.4)

(2.5) e@+T, 1) = o(t, 1),

constitue pour | < L une solution périodique de Véquation (1.7) de pério-
de T. )
Démonstration. En vertu de (2.1) et (2.4), on a

o(T,2) = a(d) = ¢(0, 4),
et, par Ponséquent, les conditions (2.4) et (2.5) sont bien compatibles
et déﬁ.lfussent (d’une maniére unique) une fonetion ¢(f, 1) périodique
et continue. Des conditions (2.1), (2.2) et de I’hypothése (1.3,) (pério-

dicité de la fonetion f) résulte que v (0, 1) = »(T, A) et Pi(0, 4) = v (T, A),
d’olt en vertu de (2.4)

‘P;(t’}*) =‘7’;(t+T;l)7 ‘Pié(h ) =‘P;t,(t+T1}')_~

La fonction (¢, 1) est done de classe 02 par rapport & 2. De (2.3) et (2.5)
résulte que la fonction ¢(t, ) satisfait aux égalités (1.8) et (1.9). Enfin,
de (2.1) et (2.4) résulte (1.7). Le lemme se trouve ainsi démontré.

(2.6)
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En vertu de ce lemme, pour démontrer le théoréme 2 (et par con-
séquent le théoréme 1) il suffit de prouver l'existence d*une solution
{a(2), »(¢, A)} du systéme d’équations fonctionnelles (2.1) et (2.2) sa,t?i-
faisant & Ia condition (2.3) (pour un L >0 convenablement choisi).

Afin d’appliquer & cet effet le théoréme de Schauder, envisageons
les espaces de Banach suivants:

3. Espaces fonctionnels auxiliaires et leurs sous-ensembles. Dé-
gignons par ¥ lespace des fonctions y(i, 4) continues dans ’ensemble

(4) o<t<T, W<I,

avee la norme

(3.0) Hy(t, Al = ijXlw(t, Ml
De méme désignons par ¢ lespace de Banach des fonctions & (1) conti-
nues dans lintervalle |i| << L avec la norme

(8.1) lla(2)|| = max|a(2)].

<L
Ensemble Z. Désignons par Z le sous-ensemble de D'espace E défini
par les conditions:

32) |y, D—pt, D <plAi—i powr <L, WR<IL,

(3.3) @(w7t,z)=n’_\<?),ix{[|'q)(r,l){+‘fy1(s,l)dsl]é“}g‘k pour (¢, A)ed,
7e{0,8) 0

(3.4) w(£, 0) = 0.

Ensemble 4. Désignons enfin par 4 le sous-ensemble de Vespace &
défini par les inégalités ’

(3.8) a(0) =0,
(3.6) la(DIl <7,y
(3.7) oM —a@) < %ﬁ-f{, ot m = const >0.

Les constantes L, u, k,p et r qui interviennent dans ces définitions
vont &tre déterminées convenablement dans la suite.

LevMME 2. Les ensembles Z et A sont fermés, bornés et comvexes.

Nous omebtons la démonstration de ce lemme qui est presque évi-
dente.
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4, Transformation V.
LeuuMe 3. 8¢ pour [A] < L et |u| <7 les fonctions F (A, u) i Fy(L, u)
sont continues et satisfont auw conditions

(4.1) F(0,0) =0,

(4.2) |Fu(2, w)| = m,
(4.3) [F (4, w)—F (2, w)| < N|i—1],
0% m = const >0, N = const >0 et

(4.4) mr > LN,

il emisie une fonction a(A)eA telle que la condition
(4.5) Fd,u) =0, WM<L, u<r

est bgquivalente & celle-ci:

(4.6) w=a(d) pour |A <L,
et
(4.7) () —a(B] < - 13— 1.

. m

Démonstration. Supposons que Lon ait p. ex. F,(0,0) >0 (dans
le cas ol F,,(0,0) < 0 la démonstration est analogue). On a alors con-
stamment F, (1, u) > m et, en vertu de (4.1), on a

FO,r)=mr, FO,—r) < —mr,

et, en raison de (4.3) et (4.4)

F(A,r) >0 et FA, —r)<0 pour |4<LI
Par suite, pour démontrer I'existence de la fonetion a (1 ), il suffit de pro-
céder comme dans la démonstration usuelle du théoréme sur les foncmons
implicites.

L’inégalité (4.7) pour la solution a(A) de I’équation (4.5) s’obtient,
grice & (4.2), (4.3) et (4.5), des relations

Fia—2 = F(i, a(D)=F (i, a()| =

> mla(l)—a(2).

[P(2, a(2)—F (2, a(D)

La démonstration du lemme 3 se trouve ainsi achevée.
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Lemve 4. 8i, dans Phypothése H, les constantes r, I et N satisfont
auz inégalités

(4.8) 0<IL<a

(4.9) k>0, >0, kt+r<a

(4.10) N =TM[(T]241)p+1] < mr/L, p >0,

alors pour toute fonction (i, A)e Z, Péquation

T 8
(411) [i{ss a)+ [, 2)dw, p(s, 4), 1)) ds =
[ 0

admet exactement une solution a(A)eA.

La démonstration du lemme 4 s’obtient en appliquant le lemme 3
4 la fonction F (4, u), définie par la formule

T 4
(4.12) F(dyu) = [f(t,u+ [v(s, D)ds, p(t, 3), 2) .

En effet, pour la fonetion # (1, u) ainsi définie on a
F(0,0) =0

2) résulte de (1.5,) et (4.9). 11 suffit de

(en vertu de (1.2)). La relation (4.
poser, pour |i| < L, dans (1.5,)

13
() = u+t [pls, Nds, y(@) =9, 1).
0

La relation (4.7) résulte de (4.11), (3.2),
(4.10) et (4.12,) car on a

Y(1.1,) et (1.4,). (4.4) résulte de

t

I“:f t, u+ fws ids,zp(t,i),i}—f(t u+f1p3 l)ds,y:t }. ]dt[

<[u(fme

< MT(3pT+p+1)[Ai—7)

T

— (s, Al ds+ [p(t, ) —p(t, D]+ [2— 2]t

%

= MT[p(3T+1)+11A—1 = N[i—1].

En vertu de (4.10) on a NL < mr. Toutes les hypothéses du lemme 3
sont donc satisfaites et, par suite, le lemme 4 se trouve ainsi démontré.
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A partir de ce moment, NOUS SUPPOSEIONS toujours que l'on a les
inégalités (4.8), (4.9) et (4.10). Afin de les obtenir il faut d’abord fixer %
et 7 conformément & (4.9) et ensuite, aprés avoir choisi arbitrairement p,
choisir un I suffisamment petit pour que I'on ait (4.8) et (4.10).

En vertu du lemme 4, & chaque fonction y(t, A)eZ correspond d'une
manidre univoque une fonction a(1)ed. On définit ainsi une transforma-
tion V dans l’engemble Z: .

(Transformation V) a(d) =V (p(t, 2).

LewME 5. La transformation V est continue (dans le sens de la norme
(8.1)) dans Vensemble Z (avec la norme (3.0)) et on o

(413) 17 (o0 =V (ool < & max g(ps—yp, T, 1) (v0ir (3.3)).
‘ ) m <L

Démonstration. Soit a;() = V (:(f, 1)), wi(#, DeZ, ¢ =1,2. On
a alors

2 T T
0= 3 (—1)"* [(z, @+ [ wil&, NaE, yilz, 2), 4)dx
[} [

4=

T

F o, @)+ [ pal§, DE, yalz, ), A) dvt

SN

=D (=

i=1 ]

r T
+ D=1 [f (v, a(W+ [wilé, D&, pilv, 2), ) dr.

=1

De i en vertu des hypothéses (1.1,), (1.4,) et (1.5,), on tire

miay () —ay ()] < TMo(ys—yy, T, 4) pour |4 < L.
Il en résulte immédiatement (4.3). La continuité de la transformation V

dans Densemble Z résulte de (4.13) et de I'inégalité

(4.14) ey, t, 4) < T (THD)ly(, V-

5. Les transformations U et W. Dans le produit cartésien 4 xZ

nous définissons la transformation:

(Transformation U) (¢, 4) = Ula(4), »(t, 4),

e _ ®
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ot U(a,p) est donné par la formule

T

1 T s
(61 Tla@),ptt, ) =—5 [ [F{v:a()+ [p(&, Dde, v, 1), 4) aedr+
00 0

i T
+ [1(z e+ [v(&, Dag, p(z, ), 2) dx,
9 0

et dans l’ensemble Z la transformation:

plt, ) = W(y) = U (V{p(, 1), p(t, 1)

LeMmE 6. La transformation U est continue dans Vensemble A xZ
et y satisfait auw conditions

(Transformation W)

(32)  |U(81, ) —U(as, po)l < 3T M (|3 — as|+ 0(p1—vas T, 2).
Démonstration. La relation (5.2) s’obtient de (5.1) et (3.3) par
un simple caleul. De 14, en vertu de (4.13) et (4.14), on obtient la conti-
nuité de la transformation U(a, p).

Lemme 7. La transformation W est continue dans lensemble Z. La
démonstration s’obtient immédiatement de la définition de la transforma-
tion W et des relations (5.2), (4.14) et (4.13).

6. Compacité de I’ensemble W (Z).
Luvwe 8. §i (i, eZ o § = W(p(t, ), alors

61) g N—pG, N <nf—i pour G,Aed, @G Aed

oY’
(6.2) n ='HfXIf(t, %, 9, )|

La démonstration résulte immédiatement de (5.1) et des défi-
nitions des transformations U et W. )

Levwe 9. 8i p(t, NeZ e §(t,2) = W(p(t, ) alors

pour (t,)ed, (t,A)ed

T 3 2 3MT 3
(‘2‘+1)+E+?T]P+MT["27+”§]'
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Démonstration. Evaluons la différence quiintervient dans le pre-
mier membre de linégalité (6.3) en nous appuyant sur (5.1) et sur les
inégalités (4.10), (8.2) et (3.7):

13 T
19, D—ptt, 1 < 31 { [ [l —a(Bl+ [ 1w(e, D—v(e, Dlde+

r s

[[iath—o(ii+

0

1

+1plr, H—plr, D]+ M—wij]dr—}— =

T [ 1906, (e, Dldg+iptr, D—p(e, D+ |1 ards]
t
N - = - = - = - = TN - =
<M[T5M_M+of afpll—lldsdr-kfﬂpM—M+TM—M+—2-”;M—AI+

s

T 8 = n
1 i—1 1 s = T - =
+Tofofofpll—lld§drds+ Tof Ofpu—z\dzderEM_M]
3 (& 2 - =
<Mf[?(;n_+p+1)+—§1’p]|l_ll
TMT(T opT) - =
"MT{ (+1)+——*[(3+1)p+1]+—§~=u—z|.

1 en résulte (6.3) et (6.4).

LeMuME 10. L'ensemble Z est compact.

Démonstration. Des lemmes 8 et 9 il résulte que les fonctions
#(t, A)eW(Z) sont également continues pour (t,1)ed. Elles sont aussi
bornées par une constante commune dans leur ensemble, ce qui résulte

e (5.1). On a notamment
1p(t, 4)l <2Tngbxif(t,w, A

7. Démonstration de l’inclusion W(Z)C Z. Avant de fixer L, u,r
et p introduisons le nombre

8= sup\fmmr),yu 2)dr|

(7.1)

pour |z() <ea, YOI <a, A<a
Evidemment
(7.2) g >m (voir (1.5,)).

e _®©
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Remarquons que g < M7, d’ol
(7.3) m < MT ().

Lemue 11. Dans Dhypothése Hy on a

(7.4) 1 >MT[3IZT( +1) + 2y ]
Si, de plus
sHT [i”—TJri]
(7.5) p=> SMUT i’m - 2 3]
e [T(‘z‘ “) +57+3]

et D est défini par (6.4), alors

(7.6) PP
Démonstration. Bn vertu de 1’inégalité (7.3) on a
(MT)

. rSMT(T 2 3 13 (T
ur[ DG a) g o g] = [5 (5 +) + sz (52 +3)]

(55 +2)s 33 )= [

d’otl, en veftu de (1.6), on tire
7
( T+3) (3T+§) <1

3MT (T 2 3
MT [—m—(2 +1)+5—T+2] <
11 en régulte que tout nombre p satisfaisant & Dlinégalité (7.5) est posi-
tif, et de (6.4) on voit facilement que (7.5) entraine (7.6).

LEMME 12. 8i les nombres p, 7, %, L, u satisfont auw inégalités (7.5),
(4.10), (4.8) et (4.9) et si w(t, eZ et p(t, 1) = W{p(t, ), alors §(t,4)
satisfait aux relations (3.4) e (3.2).

(MT)

(MTY?

(M)
m

(%) A. Bielecki a remarqué dque cette derniére condition, prise ensemble avec
(1.6), conduit & une condition dans laquelle m n’intervient plus, & savoir

max [MT T+ 3), MT (3T+3)] <1
ou

1 1
M <min |———— 7|
3t 5 HTt+3


GUEST


62 Z.Mikotlajska

Démonstration. (3.4) résulte immédiatement de la définition
de W(y) [ef. (4.11) et (8.1)] et de Phypothése (1.2), tandis que l'inégalité
(3.2) résulte (en vertu du lemme 9) de (4.8), (4.9), (4.10) et (7.5).

Afin d’achever la démonstration du théoréme 2 il reste encore & dé-
montrer que pour yeZ, p = W(y) on a linégalité (3.3) (pour un choix
convenable des constantes k, L, u). Evaluons & cet effet o(¢,?, 4).

Admettons I’hypothése (identique & (1.6)):

(7.7) 27y’ (8T+ )<1,
m
(7.8) n— o 2 {ry 2],
2
Il en résulte que AT = —(»JE@— [2(1’-1— 1)—— -+ (T+ E)] et, en vertu
m ™ 2
de (7.3) et (7.7), on a
(7.9) hT < 1.

Soit g(u) = he*” —h— p. Comme g(0) = 0 et g'(0) < 0, on peut choisir
un nombre u de sorte que lon ait g(u) <0, p >0, c’est-a-dire
h, p :
(7.10) 0<e=—("—1) <1, u>0.
. 14

Supposons que les nombres ¢ et u soient fixés et satisfagsent aux rela-
tions (7.10). Ceci admis, on peut énoncer le lemme suivant, le plus im-
portant:

Lemme 13. Si, dams les hypothéses (7.

7)-(7.10),
= W(p(t, 1), on a

p(t, A)eZ et p(t, 4)

(711) olp(ty 1), 8, ) < Te"L+ko(y, T, 2) < Ie"L+ck,
o
oo r—nr(rs )(M_T+1)

i
Démonstration. Nous allons évaluer |p(¢, )], | f9(r, A)dr| eb
0

B(t, 4) = U‘“ Nds|+p(t, A
en admettant que

. it .
o(t, 2) = | [pls, Hds|+Ip(t, 2.
0

icm°®

Sur Vemistence de solutions périodiques 63

Or, pour (¢, A)ed,, on a en vertu de (1.2)

fp(t, 1) <%fTﬂf(s,a(l)-l—fw(w,l)dw,w(s,l),/1)~f(s, 0,0, 0)|dsde-+
00 0
+flf(s, a().)+f1,u(w, Raw, y(s, 2), ) —1(s, 0, 0, 0)‘42.9
[] [
<%fj[|aw1+\ofsw(w,A){dw+lw(s,1)z+|zx]dsdr+

+Mf[zau>|+\fw(w,z)dw|+|w(s,A)|+M|]ds

<3 {la (A)1+wJ+M[fTv<s,z>ds+fv(s, nas),
f«p(s, l)ds‘ g%—fﬂ ff}f (s, a{l)+

t s

+o (s, a().)+of1p(w,}t)dw,1p(s,l),l)—f(s,0,0,0)1dsdz<

f Tf[]““)H\f‘f’(w”‘)df"’\-klw(s,l)lﬂml] dsdedr +

000
t

a{f[!a |+Uwc Zd;l+|¢s /11—|—M]]dsdz

(]

X
=T

z iz
Ify)(s, Nds| < MTZ[la(l)|—}-|}.|]—[—mev(s, Ndsdz+ [ [v(s, A)dsdz]
0 00 00
dotr

(113)  B(t, A < [% MT+MT2] [a(A)+ A1+

T 8 t 8
+M [ [o(s, )+ [o(2, Ade]ds-+ M [ [0(s, 1)+ [z, 2)]ds.
0 0 0 o
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Pour évaluer |a(2)| nous allons profiter de (1.2) et (3.6). Pour [A| < Lon a

r i
Tl (6 oty f wis, Hs, wit, 2), 1) =12, 0,0, 0)]at = 0.

Done
fT{f;(r,e(au)Jrfw(e, 2ag), iz, 0, 1) (a®+ [ v(§, Hag)}de+

T T
+ [{fute: 0,59 2, Avte, nhde+ [ fi(x, 0,0,80)4dz =0,
0

oi1 8,3,6 sont des fonctions des variables ¢ et A satisfaisant aux conditions
0 <16, 81, 18] < 1. En profitant de (1.4 .) et (1.5,) nous obtenons

T T
mla)| < 3{[[| (&, Hag]+ w(r, DI+14]at),
¢’est-a-dire
(7.14) o) <— f {o(z, )+ |4}dr  pour |3 <I

En mettant (7.14) dans (7.13) on en tire I'inégalité

T i
(1.18) Bt ) < M{Affv(-r, Dae+(T+1) [o(z, ).)dr]} +TAl,
ol
(7.16) 4= —ﬂfn—T(T—[" ) +T+1,

et I est déjh défini par la formule (7.12). Il en résulte, en vertu de (3.3),
(7.8) et (7.10),

r 11
B, A)er < Me“‘[/lffu(-r, e+ (T+1) [o(z, z)dr]+r|,1|e"‘
L] 0

4 T41

Moy, T, ) (# + )(6”T~1)+F6“TIZI

<ely, T, 4) z [2 (T+1)+ ar (T+ i)] (¢T —1)+Te" (2|
© m 2

< oly, T, Ne+LI'eT < ok+LIe".
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8. Choix des constantes I et p et achévement de la démonstra-
tion du théoréme 2.

LeEMmME 14. 8i L ef p sont choisis de sorte gque Von ait

(8.1) L< (1;37” = ;1‘2,7;
¢ MT(T+—) (—— +1) &7
\ 2 m
o .
3(MTY
m
2
(82) b= (ITy (17 )’
. T13
m 12

alors pour tout p(t, ) e Z, la fonction ¢ (1, 4)
(3.3) et (3.2).
La démonstration s’obtient immédiatement des lemmes 13 et 12,

= W (p) satisfait aux conditions

ear on a
3(MT)2( m ) 3(MT)?
om \\THT _ p
MT 31\ (MTY (17
( )( rid o 22 T+o)) 1 )( T+3)
m & m

LeMME 15. 8¢ les constantes L,7, k%, p, u satisfont aux inégalités
(4.9), (4.10), (8.1) et (8.2), alors W(Z)C Z.

La démonstration sobtient immédiatement des lemmes 11, 12

et 14 et de la définition de ’ensemble Z.

Il v a encore lieu de vérifier si les conditions qui intervenaient con-
stamment dans la démonstration sont compatibles et de déterminer
Pordre dans lequel il faut choisir les constantes. Or, comme nous 'avons
dit dans le §1, on fixe d’abord « > 0. Ensuite on fixe & >0 et r >0
conformément & (4.9) et de sorte que k+7 < a. Puis on choisit p >0
conformément & (8.2) et u > 0 de sorte que I'on ait (conformément & (7.8)

t (7.9))

(4.8),

: h
0<e=—(eT—1) <1,
u
ce qui dépend de Dinégalité (1.6). Enfin on fixe, conformément & (4.10)
et (8.1), le nombre L >0 de maniére que l'on aif

V<< [ (1—e)k mr ]
< NS TS T8 2) (M T jm 1)t MT(T)2+1)p+1] 1

Annales Polonici Mathematici VI. 5
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Ayant ainsi fixé les constante;s, on peut appliquer le théoréme de Schau-
der & l’espace H, l'ensemble Z et la transformation W(y), car le sous-
-ensemble Z de l'espace de Banach F est convexe et fermé (lemme 2).
La transformation W est continue dans Pensemble Z (lemme 7) et
W{(Z) c BE. L'image de I’ensemble Z par 'intermédiaire de la transforma-
tion W, ¢’est-a-dire 'ensemble W (Z), est compact (lemme 10) et contenu
dans Z (lemme 15). En vertu du théoréme de Schauder il exigte donc une
fonction vy, ¢ Z qui constitue le point fixe de la transformation W, c’est-
-a-dire telle que

Yo = W (o).

@ (A) = V(py):

(@o(2), wolt, /1) satisfait aun systéme d’équations fonctionnelles (2.1),
(2.2), (2.3) et par suite, la fonction ¢, (#, A) définie par les relations (2.4),
(2.5) constitue la solution de notre probléme c’est-a-dire elle satisfait
aux conditions (1.8), (1.9) et (1.10) du théoréme 2.

Pour vérifier (1.10), remarquons que l'on a, en vertu de (2.4), (2.5),
(3.2), (3.7) et (4.10)

- - ™ \
lPo(t; ) —@o(t; A)f < m[ +1)z7+1]+fpju al,

ce qui donne méme quelques renseignements plus préeis sur le nombre x
car, en vertu de (8.2), on doit avoir

Posons

3(MTY2 m
(MTY[17
1= O | 3]

Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

3T m
(ML) [ T+ 3]
m

9. Exemples. Nous allons envisager quelques exemples qui feront
mieux voir les possibilités d’application du théoréme 1.

ExemrLE 1. Considérons 1’équation différentielle

% =— =
m \2

14

TM(T )

1—

(9.1) 2" = —A*o(2)z— Leos(wt—a’)

et supposons que o(2) soit une fonetion de classe C*, o(0) =1, 4 0.
Dans ces conditions le second membre de 1’équation (9.1) c’est-d-dire
la fonction f(t,, ', d) = —A%c(d)w— Acos(At—x) est de clagse (' par
rapport & (¢,2,y,1) (elle est méme analytique par rapport & (t, s, x'))
et périodique par rapport & ¢, de période T = 2nfw, T > 0. Pour 4 = 0
I’équation (9.1) se réduit &

(9.2) #" = —A.
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T
On a done f(¢, 0, 0, 0) = 0. De plus | [f(¢, 0,0, 0)dt| = A*T = m, donc
L]

'

m > 0. [f;(t) 0,0,0) =A27 |f1’;(t: 0,0, 0)l =0, If;(tyoy 0, 0)! = |cosmt| <1
Posons
(9.3) M = max (4% 1).

Alors, pour qu’il soit possible d’appliquer le théoréme 1, il faut suppo-
ser que

2 A*on

m = AT = —— —

(2nM)* (67: 7)
— +—.
[ 2

7
> (MTY (3T—i— —) = -
2 [}
Cest-a-dive, en supposant que o(1) est de classe C' et o(0) = 1, pour
que Iéquation (9.2) ait une solution périodique ¢(t, A) de période T, il
guffit que les constantes M, T, A satisfassent & l’inégalité

QM (6‘/‘\. 7 )
(9.4)

7
2 2
A > M T(3T+~2)_— —~+5

w
Dans ces conditions, il résulte du théoréme 2 que I’équation (9.1) a une
solution périodique ¢(¢, 1), valable pour |A| < L (L est une constante
positive convenablement choisie).

Evidemment la condition (9.4) est seulement suffisante et ’'on ne
peut rien dire sur l'existence des solutions périodiques de l’équation
(9.1) si (9.4) n’est pas satisfait. Mais, les méthodes connues dans la théorie
des équations & petit paramétre ne s’appliquent pas & I'équation (9.1)
si o(4) n’a pas de dérivées d’ordre plus élevé (> 1), bien que l'on ait
Iinégalité (9.4).

ExeMpLE 2. T} est facile de voir que la condition (9.4) est anssi suffi-
sante pour Dlexistence d’une solution périodique qa(t 1) de période
T = 2n[w de 1’équation

(9.5) ¥ = —A*g(l)z— Acos(wt—y(z, &', ),

oL 6(A) et y(z, y, A) sont de clagse Ct pour {A] < L et (z, y) quelconques.
De méme que dans Pexemple 1, cette condition ne se laisse pas déduire
des théorémes connus.

ExempLE 3. Considérons P’équation

(9.6) @ = —A2¢(2)z— cos(wt— Az),

ot ¢(0) =1 et o(4) est de classe 0%, o > 0. Pour 1 = 0 Péquation (9.6)
prend la forme ’

(9.7) 2" = —A'z—coswt
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et a une solution périodique de période 7' = 2= /w donnée par la formule
2z = Beoswt. BEn appliquant & I’équation (9.6) la transformation I7(f, »):
y = s—Bcoswi, on obtient I’équation

(9.8) 9’ = —A%¢(A)(y+ Becos wt)— cos(wt— Ay +Bcos wt)) +Bw’ cos ot
pour A =10 on &
y'" = —A%c(0)(y + B cos wt) — cos vt +Bw’ cos wi.
Comme
—A*Beos wt— cos wt = —Bo®coswt,

on & done pour A =0
(9.9) g = —A%y.

De méme que dans les exemples précédents, on a m = TA? | f,',(t, 0,0, 0)]
= 4% |f;(t,0,0,0)| =0, et enfin

If(£,0,0,0)| < A*B|o"(0)|+B.

Par conséquent, si M = max(A2B|o'(0)|+B, 42, et les constanbes
A, T, M satisfont & I'inégalité (10.4), il existe (pour |A| < L, o L >0
est convenablement choisi) une solution périodique ¢(¢, A) de I'équation
(9.8) de période T = 2n/w, telle que @(¢, 0) = 0. En raison de la forme
de la transformation II(¢, ), il en résulte immédiatement que I’équation
(9.6) a une golution périodique de période T = 2n/w, z = @(, 1) (valable
pour |4 < L), telle que

@(t, 0) = Beos wt.
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A note on Fourier series of functions
of an infinite number of variables

by J. MUsIELAK (Poznan)

1. We consider the torus space @, of all sequences of real numbers
& = (Tyy s, ...), with all coordinates reduced modl. We denote by

[ #(2)dew,
Qm

the integral of a measurable function f(z), defined in @,, over the whole
space @,, and by

[ 1(@)dwn
(J:4

where H = (ky, ks, ...) 18 & non-empty sequence of indices, the integral
of f(z) over the space of subsequences (x, , %z, ,-..) (see [1], p. 266).
The set H may be finite or infinite.

2. We shall investigate a special orthonormal system, defined in @, .
Let B = (1, 2, ...) be the set of all positive integers and 4 a subset of E.
Then we indicate by 4 the complement of 4 with regard to E. Further
let m = (m,, My, ...) be a sequence of non-negative integers such thab
m; = 0 for sufficiently large 4. By n(m) we indicate the number of positive
integers in the sequence #m == (Mg, M,,...). It is easily seen that the
system of funections

Pa(z) = 2""“”2]7 cosznm@mi’ l sin 2mm, @y,
ied Jed

Pm@) =0 in Q,,

is an orthonormal one. We indicate by

an(f) = [ @ gn()dw,
Qw

(2.1)

the Fourier coefficients of a fuﬁction feI*(Q,) with regard to the system
{gm(@)}. Continuing the investigations of [2] and [3] we establish for
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