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Nouvelles remarques sur ’équation différentielle
w'+at)u =0

par Z. OpIAL (Krakéw)

Le but de cette note est de compléter d’une certaine fagon les ré-
sultats d>une de mes notes antérieures (v. [1]) consacrée au probléme de
1a stabilité de Pintégrale identiquement nulle de I’équation '+ a(f)u = 0
dans le cas ol hma(t) = - oco.

1. THEOREM’_E 1. 8i la fonction a(t) continue et positive pour .= 0
tend wvers Dinfini en ne décroissant pas et q(t) est ume fonction continue
telle que

F la(®)]
- oo
(1) JVa(t) b << + oo,

toutes les intégrales mom triviales de Véquation

(2) ' +(a@)+q®)u =0

sont borndes sur le demi-aze t > 0 tout entier ef, de plus, il en ewiste au moins
une qui tend vers zéro lorsque T — oo.

Démonstration. Prenons une intégrale arbitraire w(f) de 1’équa-
tion (2). On a pour ¢ >0

L) WHO) (ol r s W00
o+ %0 = o+ f( )+ ())

. . ‘
. 2u'(t)w' (3) w™ (1)

J [2u(t)u (t)+_—-£;(—t)——] dt—of e da(t).

Mais %' (t) = —a(f)u(t)—q(f)u(t). On a donc

2 (£)u () ,
a(t) '_f of a(?) q(yds

) w(t)+
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C étant une constante positive. En vertu de 'hypothése que la fonttion
a(t) est non décroissante, la premiére de ces intégrales est toujours non
négative. D’autre part

21&'(%(t) | < wr(l)+ u’z(t)_
wm‘\

2o o )2

et, en vertu d’une propriété bien connue des inégalités de ce genre
(voir [2], p. 35),

(4)

On a done

i)+

w?(t) -+

tgmm(izﬂ Om(mwt)

Va Va(t)

Il en résulte qu'il existe un nombre fini M tel que pour tout ¢ = 0

(5) | (t)

<M }“

l/a(t ' <M.

La premiére partie de la conclusion se trouve ainsi démontrée.
Revenons maintenant & la formule (3). En vertu des inégalités (5)
on a

Iq (t)]
l/a

@t < ‘>sz la®l 4,

a(t)

Cela veut dire que la deuxiéme intégrale de la formule (3) tend vers une
limite finie lorsque ¢ — + co. La premiére intégrale de la méme formule,
en tant que fonction non décroissante, tend aussi vers une limite qui,
4 cause de la forme de cette formule (son premier membre est toujours
positif) doit é&tre finie. La fonction w2(t)-+u'2(t)/a(t) tend done, pour
t = -+ oo, vers une limite finie. L’intégrale w(?) était tout & fait arbitraire,
toutes les autres intégrales de 1’équation (2) jouissent donc de la méme
propriété. D’autre part, d’aprés hypothése, lima(t) = 4 oco. Mais ces
t>00

deux propriétés suffisent pour que l'on puisse, en répétant le raisonne-
ment de M. G. Trevisan (voir [3] ou [1]), démontrer la seconde partie
de la conclusion. i
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TEforEME II. Dans les hypothéses du théoréme précédent, pour toute
intégrale u(t) de Dégquation (2) la fonetion

4= U+~%

est & variation bornée dans Vintervalle {0, -+ oo).
Démonstration. Dans tout intervalle fini <0,¢> on a
——[d

2) Zw ““fAml( ;w

d’ou on trouve de la méme maniere que dans la démonstration du théo-
réme I:

f |dA (1)

ﬁmw—

u’ (1) q(t) w'2(1)
2fA . at) 4t d“(t)’
1001, 1/ 1w
<Ef]ﬁ%“m Ef‘T‘M 4a )

~ a0 s [

" ar(1)
La fonetion A () étant bomée, comme nous l’avons montré, la premiére
de ces denx dernidres intégrales est convergente. Pour démontrer eomplé-
tement la conclusion il reste & montrer que la seconde Pest aussi. Or

) lg(®)l t)l

da(t).

¢
AQ) = fdA — 4(0)+ ; f(—)-dﬁ(z)

1 r2u(t)w wE (D)
zA(O)_“f ()a(i fAt) i -

La fonction A (f) étant toujours posmve, on en tire I'inégalité

w' (1) | lg(8)

. ——dt
ZfA art a( O+3 fAt)‘ 1/0”)

d’oll, en vertu de Pinégalité (4) on obtient

Va (t)
Y1 wnq) ' lg(®)
u'? .
!T(t) o %0 <2A(0)—|—f—r . (u (t)+ a(t )m(t dt

lg@i .
Va(t )

0)—l—fA
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La fonetion positive A (¢) étant bornée supérieurement pour.tout ¢ > 0,
il résulte de I’hypothése (1) que la fonction non décroissante

[4

tend vers une limite finie lorsque ¢ croit indéfiniment. Le théoréme IT
se trouve ainsi complétement démontré.

w'2(t)
a2 1)

da(t)

2. Prenons une intégrale quelconque u(f) de 'équation (2). Soit
{tz} la suite des extrema consécutifs de la fonction %(t). On. a pour tout k:
w(t) =0 et, par suite, |u(f;)| = A(f;). Du théoréme II on obtient
immédiatement:

COROLLATRE. Dans les hypothéses du théoréme L pour ioute intégrale
w(t) de VPéquation’ (2) la swite |u(t)| tend vers une limite finie et la série

1) — s ()]
k=1
est convergente.

Remargue I. Les méthodes usuelles ne permettent de démontrer

le théoréme I que dans D’hypothése que Dlintégrale [ |g(t)|dt est finie
' 0

(v. par exemple [4]).

Remarque II. Au lieu dé 1'équation (2) on pourrait envisager
1’équation plus générale

(6) W H(a(t)+ )+ q)u =

Alors, en combinant les méthodes de ma note mentionnée avec celles
de la présente, on pourrait démontrer le théoréme suivant:

TatorEME Ia. 8t la fonction continue et positive a(t) tend vers Uinfini
en ne décroissant pas lorsque t— + oo, y(t) est une fonction & variation
bornée dans tout intervalle fini et

fldw(t)l < ~ g

2 a(t) = Val(t)

dt<+

alors toutes les intégrales non banales de Véguation (6) sont bornées pour
t >0 ef il en existe au moins une qui tend wers zéro lorsque t croft indéfi-
niment.
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Pour la démonstration de ce théordme il guffirait de remplacer la
fonction A (¢) par la fonction du méme type

_ . us(t)
B(t) = ]/'u -+ m

et de profiter des évaluations obtenues soit dans la présente note, soit
dans la précédente.

Dans le cas de I’équation (6) la’ fonction B(t) joue le role de A(f)
et c’est pour elle que ’on pourrait énoncer et démontrer un théordme
analogue au théoréme IT.

3. Nous allons maintenant montrer que dans le théoréme Ia les con-
ditions (7) ne peuvent pas étre remplacées par des conditions du méme
type, mais moins restrictives. En effet, nous démontrerons le théoréme
suivant:

TrEkoREME IIL. Dans Pénoncé du théoréme Ia on ne peut pas remplacer
les conditions (7) par des conditions analogues

F ()] q(t)]

& [a() T [a t)]"”*‘

< + oo

quelque petit que soit & > 0.

Démonstration. Prenons une suite a,, a,, ...
bres positifs tels que

croiggante de nom-

2“1/1/2{; = +oo

n=1

lima, = + oo,
N~

et une autre suite &, £, ... de nombre positifs tels que &, < a,. Posons

ensuite
i i1 N 1
T T
a; = ‘“(2 +Z——)’ Bo=0, Bi =t ———
2 Py l/ak 1 ‘/ak‘"sk 2 Va;—e;

(i=1,2,..).
Cela posé, nous définissons les fonctions a(t) et b(t) de la maniére suivante:

=g dans Vintervalle (8;_,, B> (1 =1,2,...),

dans l'intervalle (§;_;, a; .

b(t) = ] (Bias ) (i =1,2,...).
—e&;  dans lintervalle {a;, 8> .


GUEST


80 7. Opial

Désignons par u(f) lintégrale de I’équation
(9) uw' H{a(t)+b@)u =0

déterminée par les conditions initiales: u(0) =1 et »'(0) = 0. Nous
entendons évidemment le terme ,intégrale de 1’équation (9)’ dans un
sens généraligé, puisque dans notre cas c’est une fonction de classe (*
qui vérifie partout cette équation, sauf aux points a; et §; ou elle ne pos-
séde pas de dérivée seconde.

Dang lintervalle (8,, a;) I'équation (9) a la forme u'' -+ a,u = 0.
On a done

(10) u(t) = cosVart (B <t < )

Dans lintervalle (ay, 8,) la fonction w«(¢) est une intégrale de I’équation
w4 (a;—¢&)u = 0; on a done

%(t)
4, étant une congtante que 'on peut déterminer au moyen de la relation

hmu(t)~ lim w'(t)
fsay—0 t—>a1+0

= A sinVa;— e, ({—ay)

'

c'est-d-dire de I'égalité
—Va, = A,Va,—s,.
On a donc dans lintervalle (e, f,):
Va,
Va—e,

Des formules (10) et (11) on tire immédiatement

w(By)} = max |u ()| 21/" M
oCi<hy ay— &y

De pareils caleuls poursuivis indéfiniment conduisent aux relations gé-

nérales
) ]/ o ]/ -
a—s, Vo a—g

)| < +o0, il faut et il suffit que

(11) w(t) = sinVa, — & (t— ay).

[(B;)] = max |u(t
o0<t<hy

Par suite, pour que Yon ait hmsupm
ot
le produit infini H (1 —eg/ay) soit convergent ou, ce qui veut dire la méme

chose, que la seme
o0

'(12) 2 &g/

k=1
le soit aussi.
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D’autre part, comme il est facile de vérifier, on a:

7 ldb ()]

(13)  intégrale supérieure i = 2 2 a;’; (e = 0)
[ k=1

et pareillement

t o
(14) f a ]f,'z,s “Z‘tf}@;;(ﬁk— az)
=1

On voit bien pourquoi, dans le cas particulier envisagé e = 0, les
conditions (7) (ot Pon peut poser ou bien y(t) = b(f), ¢(f) = 0, ou bien
y{t) =0, b(t) = q(t)) assurent la convergence de la série (12) et, par
conséquent, Pexistence d'une borne supérieure finie de la fonction |u()|.
D’autre part, les formules (13) et (14) montrent que ’on ne peut pas rem-
placer les conditions (7) par les conditions (8), car la convergence des
séries

1/2 )
ak’ +‘]/ak — &

w
)
Fo=1

o0 o
23 t £x
E —r @ E —_—
142
% = TV a—e

k=1
n’entraine pas celle de la série (12).

Dans l'exemple exposé les fonctions a(f) et b(¢) sont, il est vrai,
discontinues en une suite dénombrable de points a; et j; mais, en intro-
duisant de légéres modifications dans les voisinages des points de
discontinuité, on pourrait les remplacer par des fonctions continues sans
détruire les propriétés en question des intégrales de Péquation (9).
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