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each sequence of [BA,] be restrictedly B-summable. Then B..(z)
= limB,, () for z¢[BA,]; the functionals B,,(x) are y-linear since they

n->00

are limits of y-linear functionals (the partial sums of the involved series);
thus B..(z) is y-linear on [BA,]. For z<BC, we have B..(x) = 0, and
since the set BC, is y-dense in [BA,], we have B..(2) = 0 on [BA,]. Thus
we have proved

4.1. TeroREM. Let the methods A and B be r-permanent for BC,
and let every bounded sequence x = {mlk} restrictedly A-summable to zero
be restrictedly B-summable. Then B-[‘]im o] = 0.

1, k—00 .

The methods 4 and B are called r-consistent for the class Z of sequen-
ces if each sequence of Z is restrictedly summable by both methods to
the same value. It is easily seen that if the methods A and B are »-con-
sistent for bounded sequences, then the constants defined by (b,) and
(c,) coincide for both methods, whence y(4) = y(B).

Using the device of [4], p. 140 (concerning our case see also [2],
p. 180), one can prove

4.2. THEOREM. Leét the methods A and B be r-consistent for bounded
convergent sequences and let y(A) # 0. If each bounded restrictedly A-sum-
mable sequence » is restrictedly B-summable, then [A]..(z) = [B]..(z).
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Sur I'allure asymptotique des solutions
de I'équation différentielle v+ a(f)u'+b(t)w = 0

par Z. OpiAn (Krakéw)

§ 1. Dans la monographie sur la théorie de la stabilité des équations
différentielles M. R. Bellman consacre un petit paragraphe & 'étude de
Pallure asymptotique des intégrales de I’équation différentielle linéaire
du second ordre

(1.1) w'tat)u'+u=0,

dans ’hypothése que a(?) est une fonction continue tendant vers linfini
lorsque # croit indéfiniment ([1], Ch. V, Sect. 20).

L’auteur remarque que la comparaison de I’équation (1.1) avec une
équation de la méme forme, mais dont le coefficient a(f) est constant,
powrrait nous mener A supposer gue toute intégrale de I'équation (1.1)
doit tendre vers zéro lorsque ¢— +oo, mais qu’en réalité il n’en doit
pas étre ainsi. Aussi est-il plus raisonnable, remarque-t-il, de comparer
Péquation (1.1) avec les équations

(1.2) wtat)u =0 et a{f)u'+u=0

ce qui permet de mieux comprendre le réle que doit jouer, dans le prob-
léme de 1’allure asymptotique des solutions de ’équation (1.1), I'intégrale

(1.3) f ds

a(s)”

En effet, si elle est finie, les intégrales non banales de la deuxiéme des
équations (1.2) tendent, pour ¢ — +oo, vers des limites finies, différentes
de zéro et, par suite, on peut espérer qu’il existe au moins une intégrale
de D'équation (1.1) qui jouit de la méme propriété. Et inversement, si
T'intégrale (1.3) est égale & oo, on peut espérer que toute intégrale de 1’é-
quation (1.1) tende vers zéro lorsque i - +co.
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La liaison entre la valeur de Pintégrale (1.3) et le probléme envisagé
se manifeste aussi d’une autre maniére. Pour tout ¢ fixe la plus grande
des racines de ’équation caractéristique

2da®Atl =0
est égale &

— 1 1
A1) :;—(—a(t)—l—l/az(t)~4) ==zt O(W)

et, par suite, si la fonction 1(¢) admet une intégrale finie dans 'intervalle
{0, +o0), la fonction 1/a(f) jouit de la méme propriété, et inversement.

Le probléme de Pexistence d’une intégrale de I'équation (1.1) qui ne
tendrait pas vers zéro lorsque t — 4-o0o, est d’ailleurs équivalent — comme
le montre M. R. Bellman — au probléme de existence d’une intégrale
asymptotique & ¢~' de ’équation

(1.4) e(M)u’'+u'+u =0

dans Phypothdse que lime(t) = 0, puisque par la substitution v = uet
o0

on en obtient ’équation

7 1 r
(1.5) o4 (a(t) 2) v +v=0.

Récemment M. M. Zlamal (cf. la premiére partie de [2]) a établi
quelques conditions suffisantes pour que toutes les intégrales de I’équa-
tion (1.1) tendent vers zéro ou pour qw’il existe une intégrale de cette
équation qui tend vers une limite différente de zéro lorsque ¢ croit indé-
finiment. Le but de la présente note est de compléter sous bien des aspects
ces étndes de M. Zlamal. Ainsi, dans le §6 j'établis un simple critére
suffisant et nécessaire pour que toute intégrale de V’équation (1.1) tende
vers zéro lorsque t — +oo (théoréme I). Ensuite, aprés avoir établi dans
le §9 un théoréme de comparaison (fthéoréme III), je donne dans les
§§10 et 11 certaines généralisations des résultats de M. Zlgmal (thé-
orémes I'V-VI). Enfin, dans le § 15 je montre par un exemple approprié
que Yintégrale intervenant dans 1'énoncé du théoréme I ne peut pas étre
remplacée tout simplement par Dintégrale (1.3). Quelques-uns de ces
résultats ont été déja publiés dans ma note [3].

Quant au probléme envisagé, la théorie de I’équation (1.1) ne différe
en rien de celle de ’équation plus générale

(1.6) w’Fa(t)u +bE)u =0,
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ot b(t) est une fonetion continue, bornée supérieunrement et inférieure-
ment par des constantes positives. C'est pourquoi nous nous occuperons
dans la suite justement de P’équation (1.6).

§ 2. Désignons par A(f,) lintervalle infini (t,, +o0); pour #, = 0
nous écrirons tout simplement 4 au lieu de 4(0).

Nous dirons que I’équation (1.6) est du type (Z), si toute intégrale
de cefte équation tend vers zéro en méme temps que ¢ tend vers P’infini.
Pareillement nous, dirons que 1'égquation (1.6) est du type (M), s'il est
possible de choisir deux intégrales linéairement indépendantes de telle
sorte que l'une tende vers zéro et Pautre vers une limite finie, différente
de zéro, lorsque t— -oco. Notons que, dans certaines hypothéses. sur
les coefficients a(t) et b(f), Péquation (1.6) doit forcément &tre de I'un
de ces deux types (voir [2], Hilfsatz 2, p. 76).

Relativement & I’équation (1.6) nous admettons I’hypothése suivante:

Hyporu#se H. Les fonctions a(t) et b(t), définies et continues dans
Pintervalle 4, satisfont aux inégalités

(2.1) 0<e<hbt) <O, 2V0<a(l),

o et C étant deux constantes positives.

§3. Lemme I. 87 les fonctions a(t) et b(t) satisfont & Vhypothése H,
alors pour tout 1, > 0 et toute intégrale w(t) de Véquation (1.6) telle que

(3.1) w(t) =1y >0 &8 —VCu <u'(ly) <0
on a dans Pintervalle A(1,):
O<u(t) <y e u'(f)<0.

En effet, la fonction v(f) = w'(f)/u(t) est l'intégrale de 1’équation
de Riceati
(3.2) v = —v2—a(t)v—b(f).

" P S

Envisageons le rectangle infini R: 4, <, —VC < v < 0. Le point initial
{to o(t,)) de l'intégrale envisagée v(i) est sitmé, en vertu des inégalités
(3.1), sur le coté gauche du rectangle R. Sur le coté supérieur (v =0,
t, <t) de R le second membre de I’équation (3.2) est égal & —b(t) < C.
L’intégrale v(t) ne peut donc pas sortir du rectangle R par le c6té supé-

rieur. Blle ne peut pas sortir non plus par le c6té inférieur (v = —ve,
1, < t). Envisageons I'équation différentielle

(3.2,) v = —v2—a(t)v—b{t)+e
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olt & > 0 et désignons par v(f, &) Pintégrale de I'équation (3.2,) qui passe
par le point (i, v(,)). Pour v = — V0 le second membre de 1’équation
(3.2,) est, en vertu de I’hypothése H, supérieur ou égal & ¢ > 0. L’intégrale
{t, &) ne peut done pas sortir du rectangle R par son c6té inférieur, de
sorte que l'on a pour tout i = f,: v(f, &) = — V0. Remarquons que par
tout point du plan (¢, v) il ne passe qu'une seule intégrale de 1’équation
(3.2), car le second membre de cette équation est un polyndéme en v. Il
en résulte que de la suite, par exemple, v(f, 1/n on peut extraire ([4],
p. 92) une suite partielle v(t,1/n;) telle que o )——%lmfut , 1/n;) pour
00

— VO dans Yintervalle A(i,) et, par suite

tout ¢ >1,. On a donc v(f) =

—VC <o) <0

c’est-a-dire, comme les fonctions w(f) et w'(f) ne peuvent pas s’annuler
simultanément:

—VOu) <w(t) <0
et par conséquent

u(t) = uuexpl/()' 0o —1) > 0.

§ 4. Du lemme I on peut tirer sans difficulté quelques conséquences
immédiates.

1° 8i les fonctions a(t) et b(t) satisfont & Uhypothése H, aucune inté-
grale non banale de Uéquation (1.6) ne peut s’annmuler qu'une seule fois dans
Pintervalle A.

20 Dans la méme hypothése, toute intégrale de Déquation (1.6) devient,
pour t suffisamment grands, monotone: décroissante si elle est positive, 6t
croissante st elle est négative. .

En effet, prenons une intégrale arbitraire () de P’équation (1.6)
et supposons que pour un %, > 0 on ait ou bien u(f) >0 et u'(f,) >0,
ou bien (i) < 0 et 4’ (f,) < 0. Il suffit évidemment d’envisager seulement
le premler de ces cas, puisque le second 8’y rameéne par le changement de
u(t) en —u(t). Or, en raison de ’équation (1.6):

w’ (1) = —a(t)uw (1) —b(t)u(t).

Done la fonetion u'(t), aussi longtemps qu'elle reste positive, est une
fonction décroissante. Bien plus, pour un i, > 1, on doit avoir u’(f,) = 0.
Evidemment (%) > () >0. On peut donc appliquer & Pintégrale
u(t) et intervalle A(4,) le lemme I, d'ou il résulte que w'(t) < 0 pour
tout t > 1;.
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§ 5. Supposons que les fonctions a(¥) et b(#) satisfassent & Phypotheése

H et désignons par u,(f) et u,(t) deux intégrales indépendantes de 1é-
quation (1.6) telles que

(8.1) 0 (0) = ug(0) =1, u(0) =0, ui(0)=—VC.
En vertu du lemme I, ce sont des fonetions positives et non croissan-
tes dans l'intervalle 4. On a donec
limu, (¢) = u,(co
t—sc0
La différence 2(t) = u,(f)—u,(f) est aussi Dintégrale de I’équation
(1.8). Mais 2(0) = 0 et 2'(0) = V(. En s’appuyant sur le lemme I on peut
facilement démontrer que dans lintervalle 4 on a z(f) > 0 et, par con-
séquent

) =0, limuy(f) = uy(c0) = 0.
100

0 <u(t) S (t)  (220).

En effet, on a 2'(0) > 0. Si 2’/(f) > 0 pour ¢ > 0, notre assertion est évi-
demment vraie. Dans le cas contraire il existe un #; > 0 tel que 2'(f,) = 0
et 2(t,) > 0. Alors du lemme I il résulte que z(¢) > 0 pour ¢ > t,. Par suite
z(t) = 0 pour ¢ > 0.

Trois cas sont donc possibles: 1° u%,(oco) = u,(o0) == 0 et alors 1'é-
quation (1.6) est du type (Z); 2° u,(o0) >0 et uy(c0) = 0. Dans ce cas
I’équation (1.6) est du type (M); 3° u,(c0) > 0 et uy(o0) > 0. Alors I'inté-
grale non banale u,(f) = u;(t)%,(00) — ()4, (o0) tend vers zéro lorsque
¢ croit indéfiniment. I’équation (1.6) est donc du type (M).

On obtient ainsi (voir [2]; p. 76):

Levmue II. 8¢ les fonctions a(t) et b(f) satisfont & Dhypothése H, 1'é-
quation (1.6) est ow bien du type (Z), ou bien du type (M). Elle est du type
(Z), 88 uy(co) = 0 et du type (M), si u,(o0) >0.

§ 6. Posons maintenant pour tout ¢ >0
i

A(l) = exp Ua(s)ds).,

0

(6.1)

TuroriMe I. Supposons que les fonctions a(t) e b(f) sa,tisfassent
& Phypothése H. Alors, pour que Déquation (1.6) soit du type (%), i faut
et 1l suffit que Von ait

i [y 400

0

(6.2) = +oo.
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Par conséquent, pour que Léquation (1.6) soit du type (M), il faut et il suffit
que Don ait

v F 1 : @
(6.3) ﬂf(mﬂfA(r)dr) ds < +oo.

Nous avons donné la démongtration de ce théoréme dans la note [3].

En modifiant un peu la démonstration du théoréme précédent on
peut établir un critére plus général, suffisant pour que Péquation (1.6)
soit du type (M), & savoir:

TuBorEME II. Supposons que le coefficient b(t) satisfasse dans Dinter-
valle A & Pinégalité

(6.4) b(t) < B,

B étant une constante finie. Alors, pour gque Végquation (1.6) soit du type
(M), 41 suffit que Don ait la relation (6.3).

Démonstration. Soit u(f) une intégrale de I’équation (1.6) pour
laquelle

Ulle) =ty U () = vy (t, = 0).

On vérifie aisément que la fonction u(f) satisfait & I’équation intégrale
, i ds i 1 8 ]
6.5)  u(l) =uo+u,,A(to)f-——,f —fA(r)b(r)u(r)dz' ds.
Jawm )
N ty f
Prenong un %, assez grand pour que l’on aif

In(1+2)

6.6
(6.6) 5

oo 8
@)
f (—_ A(r)dr) ds <
fy A(s)‘o
ol 1 est un nombre positif tel que

(6.7) (14+2)n(1+2) < $.

Désignons. par u(t) intégrale de 1'équation (1.6) pour laquelle w(t,) =1
et u'(fy) = 0. On & alors, en vertu de la formule (6.5):

t s .
1
(6.8) wity =1— [(— [ A dr) ds.
JQMJ<ﬂMMﬂQ
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Désignons par U (z) la fonetion continue maxu(s). De (6.8) et de I’hypo-
fo<st
thése (6.4) on tire immédiatement 1’inégalité

i 8
1
U <1+Bf _—-fA(r)U(z)dr)ds.
A(s)
1 ty
La fonction U(t) étant non décroissante, il en résulte que

i 8
U@) <14+B f(ﬁ—s—) fA(r)dr) Ul(s)ds.
to iy

De la propriété bien connue de telles inégalités intégrales (v. par exemple
[1], p. 35) on obtient pour la fonction U(f) ’évaluation suivante:

13 8
1
U(t) < exp (B (—— A(r)dr) ds) <144
taf f ’

(6.9) YT

iy

Revenons & la formule (6.8). Dans tout intervalle {t,,#)> (f, <i) ol la
fonetion u() est positive, on & en vertu de (6.6), (6.7), (6.8) et (6.9):

i 8
(6.10) w(t) >1— f(ﬁ fA(r)}b(r)] U(r)dr) ds
iy ty

i 8
1
>1~B(1+A)J(-A-(8—)JA4(1)41) ds

>1—(1+And+4) >3-

La fonetion w(f), évidemment positive dans un voisinage suffisamment
petit de #,, ne peut done pas changer de signe dans lintervalle A(f,). On
a donc en vertu de (6.9):

(6.11) 0<ul) < UM <1+A (<)

De Ihypotheése (6.3), de Péquation (6.8) et des inégalités (6.11) il résulte
que la fonction u(f) tend vers une limite u(co) finie lorsque # croit indé-
finiment. Cette limite doit étre positive en raison de I'inégalité (6.10).

En choisissant un #, >, de sorte que intégrale u,(t), pour laquelle
u(t) =1 et u'(4,) =0, soit linéairement indépendante de lintégrale
w{t) envisagée ci-dessus, on trouve pareillement que la limite u,(o0) existe
et quelle est positive. L’intégrale u,(f) = wy (o0)u(t) — u(oo)u(t) tend
done vers zéro lorsque ¢ tend vers L'infini. Par suite, ’équation (1.6) est
du type (M).
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§7. 1l est & souligner que dans les relations (6.2) et (6.3), dont dé-
pend Pallure asymptotique des intégrales de I’équation (1.6), le coefficient
b(t) n'intervient pas. Done, ’hypothése H sur les coefficients a(t) et b(1)
une fois admise, on n’a plus besoin d’envisager 'équation générale (1.6).
L’équation (1.6) est du type (Z) ou du type (M) si et seulement si 'équa-
tion .

w'ta(t)u'+Cu =0

est du type (Z) ou (M) respectivement. En introduisant une nouvelle

variable indépendante s = /Y0 et en posant a(t) = VCa(t/VC), on obtient
de cette derniére équation l'équation encore plus simple

w'+a@(s)u'+u =0,

identique, aux notations prés, & Péquation (1.1).

En s’appuyant sur les théoremes I et 1T on pourrait établir un certain
nombre de conditions suffisantes pour que 1’équation (1.6) soit ou bien
du type (Z), ou bien du type (M). I1 suffirait, & cet effet, de véritier chaque
fois que telle ou felle autre condition imposée & la fonction a(t) assure
soit la relation (6.2), soit I'inégalité (6.3). Mais, en réalité, les conditions
(6.2) et (6.3) sont assez compliquées et leur vérification directe, loin d’&tre
banale, est souvent trés difficile. C’est pourquoi il est préférable pour
nos buts de donner aux théorémes I et IT une autre forme équivalente.

s

Posons & cet effet (cf. la définition (6.1)):

t

1
(1.1) o(t) :mfA(s)ds.

On peut aisément vérifier que la fonction v(t) est Pintégrale de 1’équation
différentielle ;

(7.2) v =1—a(f)v.
De plus, ona #(0) = 0.

Nous dirons que Péquation (7.2) est du type (M*) si la solution »(1)
de cetite équation, issue du point (0, 0), admet une intégrale finie dans
lintervalle A. Pareillement, nous dirons que Uéquation (7.2) est du type
(Z*) si la solution envisagée ne jouit pas de cette propriété.

Cela posé, on peut mettre les théorémes I et IT sous la forme sui-
vante:

TrBoREME Ja. Supposons que les fonctions a(t) et b(t) satisfassent
& Uhypothése H. Alors, pour que Déquation (1.6) soit du type (Z), il fout
et il suffit que Véquation (7.2) soit du type (Z*). Pour que Véquation (1.6)
sott du type (M), 4 faut et il suffit que Péquation (7.2) soit du type (M¥)
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TagorEME ITa. Supposons que le coefficient b(f) satisfasse & Diné-
galité (6.4). Alors, pour que Véquation \1.6) soit du type (M), i suffit que
Péquation (7.2) soit du type (M*).

§ 8. Dela forme de 'équation (7.2) on peut facilement déduire quel-
ques propriétés importantes de Pintégrale v(t) (v(0) = 0). Le second
membre de Péquation (7.2) est égal & 1 pour v = 0. On a donc dans Pinter-
valle 4 tout entier

(8.1) 0 < nt).

Dans I'hypothése que a(t) > 0, la dérivée »'(f) de lintégrale envi-
sagée est bornée supérieurement par 1. Il en résulte que chaque fois que
la solution »(¢) admet une intégrale finie dans lintervalle A, on doit avoir

(8.2) imo(t) = 0.
tosoo

§9. Grace au théoréme Ia on peut aisément démontrer un simple
théoréme de comparaison. Il suffit d’ailleurs, comme nous 1’avons remar-
qué au § 7, d’établir un tel théoréme pour Péquation réduite (1.1).

TeROREME III. Si dans Vintervalle 4 on a 2 < a(t) < a(t) et si
Véquation (1.1) est du type (M), Iéquation
(9.1) u'Fta,(t)u'+u =0
est du méme type. Par conséquent, si Péquation (9.1) est du type (Z), Péqua-
tion (1.1) Pes? aussi.

Démonstration. Supposons que I’équation (1.1) soit du type (M).
En vertu du théoréme Ia cela veut dire que 1’équation (7.2) est du type
(M*), c’est-a-dire que la solution v(f) de cette équation, pour laquelle
2(0) = 0, admet une intégrale finie dans 'intervalle 4. Mais la fonction
v(?) est non négative (cf. (8.1)), on a done

v {t) =1—a(t)v(t) = 1—a,(B)o(t).

De cette inégalité différentielle il résulte que v(#) > v,(t), ou v,(¢) désigne
Tintégrale de 1’équation

(9.2) v =1—a, ()

issue du point (0,0). On a done 1’inégalité
f’vl(t)dt < 4-o0.
[}

L*équation (9.2) est donc du type (M*). En vertu du théoréme Ia, il en
régulte que I’équation (9.1) est du type (M).
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éme III se trouve ainsi démontré.

Efl ﬁ;ii(:;?l iompte du fait que pour a(l)=a >2 l’équation (1.1)
est du type (Z), on obtient immédiatement du théoréme ITI: '

OorOLLATRE L. 8 2 < a(l) < 4, ot a est un nombre constant, Déqua~
tion (1.1) est du type (Z)-

§10. Les théorémes I et Ia nous permettent d’établir facilement
deux critéres suffisants pour que I’équation (1.6) soit du type (Z). Pour
cela désignons par J(t) la fonction

" ds
(10.1) J@) = of s
TrhordME IV. Supposons que les fonctions a(t) b b(f) satif;fassem
& Phypothése H. Alors, pour que Péquation (1.6) soit du type (Z), i suffit
que Von ait

F ds
(10.2) J (o) =0f O
e
timint—2 0 oo
(10.3) 1112; m(t_)

TaRoREME V. Supposons que les fonctions a(t) et b(t) satisfassmt
& DPhypothése H. Alors, pour que VPéquation (1.6) soit du type (Z), il suffit
que Pon ait la relation (10.2) et

, . (1) -
(10.3") tmsup T~

Les démonstrations de ces deux théordmes ont été données dans la
note déjd citée [3].

Remarque I. Le théordme IV constitue la généralisation d'un
théordme analogue de M. Zlamal, établi pour I'équation (1.1) (v. [2],
Satz 2), en ce qwil permet de remplacer Vinégalité de Zlidmal

o’ (1)

liminf ————— —1
B EmIm

par Dinégalité (10.3).
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Remarque II. Supposons que la dérivée a'(t) de la fonetion a(i)
s0it bornée supérieurement par un nombre positif K. On a alors l'iné-
galité a () < L+ Kt, ol L est une constante positive. Mais pour la fonetion
croissante L-- Kt on a évidemment

f’ i
; IvRr T

aingi que la relation (10.3). En vertu du théoréme IV, TI’équation
'+ (L4 Kt)w' 4 Cu = 0 est du type (Z). Par suite, du théoréme IIT
on obtient (voir [2], Satz 1, p. 78):

CoROLLATRE II. Supposons que les fonetions a(t) et b(f) satisfassent
& Vhypothése H. Alors, si la dérivée de la fonction a(t) est bornée supérieure-
ment par wune constanie positive, Déquation (1.6) est du type (Z).

§11. On peut aussi donner un simple critére suffisant pour que
Péquation (1.6) soit du type (M), & savoir:

TrgoREME VI. Supposons que les fonctions a(t) et b(i) satisfassent
dans Vintervalle A auz inégalités

(11.1) ‘ BbOI<B, 0<a(),

B étant une constante finie. Alors, pour que Déquation (1.6) soit du type
(M), 4 suffit que Von ait

~ ds
11.2 J(o0) = | —— co.
(11.2) (c0) 0fa(s)<+

Démonstration. En vertu du théoréme ITa il suffit de démontrer
que de ’inégalité (11.2) il résulte que I’équation (7.2) est du type (M*).
Prenons & cet effet l'intégrale »(f) de I’équation (7.2) pour laquelle on
a v(0) = 0. On a évidemment, en vertu de 1’équation (7.2):
1 (%)

a(t)  1—v'(1)
Nous allons montrer que l'on 2

o ©o

. v (t)
(11.3) OJ fn(t)rlt<0f1_@,(

Fodi
it = | —— .
7 of ay <t
En effet, pour ¢ >0 on a
11

¢ i
(8) v(s)v’(s)
(11.4) [rea— [ = FE=Ch
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La fonction 1—o'(f) est toujours positive, plus grande que l'unité, si
2'(t) < 0 et moindre que I'unité, si v'(z) >0. On a done

(1)’ (1)
1—2'(1)

= o)’ ().

Done, en vertu de (11.4):
t £ ‘
(8) ,
— | ———ds < — ds = —3v2(t) < 0.
Ofv(s)ds J.l-do’(s) ds of'u(s)u (s)ds o2 (1)

En passant 3 la limite pour ¢ — oo, on en tire immédiatement l'ing-
galité (11.3).

Le théoréme VI se trouve ainsi démontré.

Remarque IIT. Dang la note [3] nous avons déja démontré que si
la seconde des intégrales (11.3) est finie, la premiére I'est aussi, mais
cette démonstration était assez compliquée. CPest pourquoi mnous don-
nons ici une autre démonstration de ce fait.

Remarque IV. Le théoréme VI constitue la généralisation de
deux théorémes analogues établis par M. Zlamal dans le cas de I’équation
(1.1). Ce théoréme montre notamment que les hypothéses supplémen-
taires de Zlamal suivant lesquelles ou bien

limsu (8
e ” a2(1)

<1

(v. [2], Satz 3), ou bien a'(f) =1 (Satz 4) sont bien superflues.

§ 12. Teforime VII. 8iles fonctions a(t) et b(t) satisfont & Vhypothése
H, pour toute intégrale w(t) de Uéguation (1.6) on a

(12.1) limu'(f) = 0.
100
Démonstration. Nous démontrerons d’abord que chacfue fois
que l'on &
(12.2) limu(t) = 0
t->00

on a aussi (12.1) En effet, on a en tout cas limintju’ ()| = 0. Pour la dé-
ts00 .
monstration par 'absurde supposons que Pon ait limsup|w’(f)] > 0 et,
ts00

par suite ou bien limsupw’(f) >0, ou bien liminfw (f) < 0. 1 suffit
o0 200
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d"ai]leurs .de Dous occuper seulement du premier de ces cas. La fonction
' (1) aurait %Iors une infinité de maxima aux points iy, 3, ... tels que

wt) =0, W(t)>6¢>0, limt=-4oo (i=1,2,..)
100

ce qui est incompatible, en vertu de I’hypothése H et de (12.2), avec
la relation

a(t)w (t)+b(t)u(t) =0,
obtenue de I’équation (1.6)(%).

Tl est désormais facile d’achever la démonstration du théoréme VIT.
Nous distinguons deux cas:
1° L’équation (1.6) est du type (Z). Alors toute intégrale u(t) de cette
équation satisfait & (12.2) et, par suite, d’aprés ce que nous venons de
démontrer, sa dérivée u'(f) tend vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment.
2° L’équation (1.6) est du type (M). On peut alors choisir deux inté-
grales linéairement indépendantes u,(t) et u,(i) de telle sorte que l'on
ait
Lmu, () >0, limu,(#) = 0.
f00 oo

Comme nous le savons (cf. le lemme IT), on peut admettre que %;(0) =1
et u;(0) = 0. De ce que nous avons déjd démontré il résulte que

(12.3) lim ) (t) = 0.
t—ro0

D’autre part, de la formule (6.5) on tire

i
ul(f) = —Z%ofA(s)b(s)ul(s)ds.

Mais, d’aprés le lemme I 0 < %,(#) <1. On a done, en vertu des iné-
galités (2.1):

i
c
’ <'___-_
0! < of A(s)ds
c’est-a-dire, d’aprés la définition (7.1):
(12.4) Juy (8)} < Oo(3).

L’équation (1.6) étant, par hypothése, du type (M), Ia solution w(t)
de ’équation (7.2) admet une intégrale finie dans lintervalle 4 (cf. le

(1) Je dois cette partie de la démonstration & M. M. Biernacki.
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théoréme Ia du § 7). Il en résulte que limo(¢) = 0 (cf. le § 8). On a done,
f—o0

en vertu de linégalité (12.4):
limu, (¢) = 0.

t—o0

(12.5)

Toute intégrale w(t) de ’équation (1.6) est une combinaison linéaire
des intégrales u,(f) et ug(t): u(f) = 611, (f)+-¢,%,(¢). Ba dérivée tend done,
en vertu des relations (12.3) et (12.5), vers zéro lorsque ¢ tend vers I’in-

§ 13. Supposons que les fonctions a(t) et b(#) satisfassent a 1'hy-
pothése H (cf. le §2). Supposons que l'équation (1.6) soit du type (M)
et désignons par p(t) intégrale de cette équation pour laquelle on a

(13.1) limg(t) =

t—e0
Comme nous le savons déja (cf. les lemmes I et II), la fonction ¢(¢) peut
&tre choigie de sorte qu’elle soit une fonction positive et décroissante

dans Dintervalle A (il suffit en effet de poser () = u,(f)/u,(o0)). On
vérifie aisément que la fonction

| ds
o[ S 1

est aussi une intégrale de 1’équation (1 6). Or, en vertu de I’hypothése
(13.1), on a

(13.2)

oo

p(t) = (1-+o(w) |

t

) s
P*(s)  A(s)

(13.3)

et pareillement

0

L o o
fqﬂ(s)' A(s) fAs) fl

[ i

1—|—o f
i

De la formule (13.2) on tire immédiatement

(13.4)

RED

. ds _ 1
¢2(38) As) @A)

(13.5) v =gt [

t
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On a évidemment, en vertu de (13.1):

1
() 4(1)

Du lemme I il résulte que dans Pintervalle 4 on a ¢(3)
en vertu des inégalités (2.1) on a

<[40

Des relations (13.5 )~(13.7) et du fait que limg¢'(t) =
, tso0

= (L o(1))— .

(13.6) 0

= 1. Par suite,
o0

(13.7) f
7(s)

¢

f@(s)ds_ 1 1
S56) A6 e 4m
0 (cf. le théoréme

VII du §12) on ftire

(13.8) p'(t) = — (1+0(1)).

Aty
Des relations (13.2)-(13.4) et (13.8) on obtient done:
TaEOREME VIII. 8i les fonctions a(t) ef b(t) satisfont & Uhypothése
H et Déquation (1.6) est du type (M), 1l existe une intégrale p(t) de cette équa-
tion telle que
ds
A(sy’

y () = — (1+0(1)).

~ 1
() = (1+o(1))J 10
t

Remarque V. Dans le cas oit lima(t),= +oo la fonction [ ds/4 (s)
i—co

i
est infiniment petite d’ordre plus élevé que 1/4(f), car on obtient par la
régle de De PHopital (cf. la définition de la fonetion A (i) au §6):

00

o
P | A(s)

§ 14. D’aprés ce que nous avons dit au § 1, les théorémes I-VIII don-
nent autant de théorémes sur ’allure asymptotique des intégrales de ’équa-

tion (1.4). Nous nous bornerons d’ailleurs — pour simplifier — au cas ol
lime(f) = 0. Ainsi, par exemple, des théordmes VI et VIII on obtient
oo
le suivant:

TEEOREME VIa. Si £(t) > 0, lime(t) = 0 et

100
o0
f& yat < +oo,

0
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il emiste une intégrale o(t) de Uéquation (1.4) ielle que
pt) = e~t140(1)), ¢'(1) = —e ' (L+o(1))

et une autre y(t) telle que

F [ fde
— —1 28 o — | =4 R
p(t) = (1+o(1))e tf@ exp( Ofs(r)) s

ids

v = (~1+o<1))6‘exp(“f?(5)'

Démonstration. Sans restreindre la généralité de nos raisonnements
nous pouvons admettre que &(¢) < 1. Cela posé, pour démontrer 1a premiére
partie du théoréme il suffit de remarquer que

2Je(t)dt>bfmdt:b[[a(—t)—2] dt

et d’appliquer & Iéquation (1.5) les théorémes VI et VIIL.
Pour la démonstration de la seconde parfie du théoréme il faub re-
marquer que dans le cas de 1'équation (1.5) on a

! 1 : ds
Ay = —— —2)ds| =¥ —).
® e“’(af w2 s) ‘ e"p(nf )

En prenant done Vintégrale »(t) de Péquation (1.5) qui satisfait & la conelu-
sion du théoréme VIII et en posant u(f) = v(¢)e~" on obtient 'intégrale
demandée de I’équation (1.4). Il reste seulement & vérifier que v’ (f) =
= (1+o(1))e~*v'(3). Or,

v (1) = (p{)e™)" = o7t (t) — e7Po(t) = e~"v' (1) [1“;’%))]

et d’aprés In remarque finale du § 13, dans I'hypothése que lime(t) = 0
) 300

on a

ce qui était & démontrer.
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De la méme maniére des théorémes IV et V on obtient immédia-
tement le suivant:

THEOREME IVa. §i £(f) >0, lime(f) = 0 ef
t—00

f e(t)dt = +oo,
0
alors pour que toute intégrale de Dégquation (1.4) soit de Vordre o(e™") chacune
des conditions suivantes est suffisante
’ t ? t .
h‘msup—t—s—u—- < +oo  ou ]iminfte# > —oo.
= [e(s)ds B [e(s)ds
0 0
Démonstration. Pour que 'on puisse appliquer & 1’éguation (1.5)
les théorémes IV et V, il suffit de remarquer que pour a(t) = 1/e(t)—2
on a les relations

11
, a) —&(®) sds 7 ()
RSOV i (1-ze(t))2{o ] = it [
et pareillement
tminf—%®_ _ _jimgup 2@
ORI S S

0
§ 15. Admettons que les fonctions a(f) et b(t) satisfassent & I’hy-
pothése H. D’aprés les théorémes IV, V et VI il y a certaines classes de
fonctions a(f) (par exemple la classe des fonctions croissantes, celle
des fonctions satisfaisant & la condition (10.3) etc.) pour lesquelles
la réponse a la question si ’équation (1.6) est du type (Z) ou (M) ne dépend
que de la valeur de l’intégrale

~odt
(15.1) f a(t)

Pour de telles classes de fonetions on pourrait énoncer un théoréme ana-
logue au théoréme I du § 6 en y remplacant tout simplement la relation
(6.2) par I’hypothése que lintégrale (15.1) soit infinie (relation (10.2))
et la relation (6.3) par ’hypothége que cette intégrale soit finie ('iné-
galité (11.2)).

On peut donc poser le probléme général: ne peut-on pas, dans 1'é-
noncé du théoréme I, remplacer la relation (6.2) par celle (10.2) et 1’iné-
galité (6.3) par linégalité (11.2) %
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Nous allons démontrer que la réponse est négative. Or, en vertu du
théoréme VI, la condition (11.2) a pour conséquence l'inégalité (6.3).
11 faut donec montrer que la réciproque n’est pag vraie ou, autrement dit,
que la condition (11.2) n’est pas nécessaire pour que Véquation (1.6) soit
du type (M).

Dans ce but, nous nous appuierons sur le théoréme Ia. Nous allons
construire une fonction positive v(f), définie et de classe C* dans linter-
valle 4 et telle que

(15.2) [od < 4o, w(0) =0, v(0)=1,

(15.3) oM 3 pour tout ¢ >0
1—o'() ° =0

15.4 F 2 g e

(15:4) f 1—2' (t) @ = oo

e.t de remarquer que la fonction v(¢) devient ainsi l'intégrale de Péqua-
tion différentielle (7.2): o' = 1—a()v. Mais en vertu de Lhypothése
(15.2) c’est une équation du type (M*) et, par suite, d’aprés le théoréme
Ta, Péquation correspondante (1.1): " +a(t)u'+-u = 0 est du type (M)
(lles inégalités (15.3) assurent évidemment I'inégalité a(t) > 2 — les coeffi-
clents a(t) et 1 de cette derniére équation satisfont donc & I’hypothése H).
D’autre part, de (15.4), on tire

(Ii’gcg;a,tion (1.1) peut done étre du type (M) bien que lon ait la relation
) fCo;struetion de la fonction (¢). Remarquons d’abord que pour
2 fonction positive v(?) les inégalités (15.3) sont équi 4 Diné-
onlith diftérentionly ( ) quivalentes & I'iné

(15.5) o' (1) < 1—20(%).
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Prenons deux suites de nombres &, &, ... et 71, 7,, ... tels que Pon
ait pour tout ¢
O<,€i<,%7 0<n <4,
(15.6) Ni< 4o, = -too, DlE< foo.
i=1 ©oi=1 =1

Cela fait, nous définissons la fonction cherchée v(t) de la maniére suivante:
1° dans chacun des intervalles <i, i+ &) (4 =1,2,...) v(i) est égale
3 Dintégrale de l’équation différentielle

(15.7) v =1—2

issue du point (¢, n;); -

20 dans Pensemble complémentaire B =0, +o00)— 3 (i, i+¢&)> v(?)

i=1

est tout & fait arbitraire, pourvu qu’elle satisfasse & Dinégalité (15.5) et
(15.8) [o@dt < +o0
E
et que v(t) soit de classe ¢' dans P'intervalle 4 tout entier.

On peub aisément vérifier que la fonction v(t) ainsi définie satisfait
aux conditions (15.2) et (15.4). En effet, dans chacun des intervalles

(i, i+e&> on a, en vertu de (15.7): v'() = 1—2v(f) <1 e, par consé-
quent, pour tout ¢

iteg i4eg
[ omar < [ (tt—i)dt = nee+ 3l < nitel
1 i

d’otl, en tenant compte de (15.6) et (15.8), on obtient Pinégalité (15.2).
D’autre part, dans chacun des intervalles <i,i-+&): v'(f) =1—2v(7)
et, par suite

o(t) 1
1—v'(t) 2°
On a donc pour tout ¢
e
: t 1
_W_(L._ at = — &
1—v' (1) 2

ce qui a pour conséquence, en vertu de ’hypothése (15.6), la relation
(15.4). .
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Remarque VI. L’exemple que nous venons de construire démontre
quelque chose de plus. Pour la fonction »(¢) définie ci-dessus on a non
seulement la relation (10.2), mais aussi

f——gt—— = +4co (a=0)
) Tawr =0).

Il en résulte qu’aucune condition de ce type ne peut étre suffisante pour
que Péquation (1.6) soit du type (Z).

Travaux cités

(11 R. Bellman, Stability theory of differential equations, New York 1953.

[2] M. Zldmal, Uber asymplotische Eigenschaften der Lésungen der linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Tshech. Math. Journal 6 (81) (1956), p. 75-91.

[3] Z. Opial, Sur Vallure asymptotique des intégrales de Véquation différentielle
w4+ a(t)u'+b(f)u = 0, Bull. Acad. Polon. Sei., CL III, 5 (1957), p. 847-853.

[4] G. Sansone, Equazioni differenziali, Parte seconda. Bologna 1949,

Regu par la Rédaction le 16. 4. 1957

* ©
> ) | I

POLONICI MATHEMATICI
VI (1859)

Sur les valeurs asymptotiques des intégrales
des équations différentielles linéaires du second ordre

par Z. OprIAL (Krakéw)

Dans la présente note je m’occupe de l'allure asymptotique des
intégrales de I’équation différentielle linéaire du second ordre

(1) w' —a(t)u'+b@E)u =0

dans certaines hypothéses sur les coefficients a(f) et b(¢) qui vont étre
précisées dans la suite. Il g’agira, en principe, d’examiner 'allure asympto-
tique des solutions de cette équation dans le cas ol le coefficient a(#)
tend vers Dinfini lorsque ¢ croit indéfiniment, tandis que b(¢) reste borné
sur le demi-axe ¢ > 0 tout entier. Les résultats que je vais exposer ici se
rattachent aux résultats analogues de Ph. Hartman et A. Wintner pub-
liés dans leur note [1] et & ceux exposés dans mes notes [2] et [3].

1. Notations et définitions. Désignons par A(f,) D'intervalle infini
{ty, +o0). Nous écrirons tout simplement 4 au lieu de A(0).

Nous dirons que I’équation (1) est du type (R), si toute intégrale non
triviale de cette équation tend vers l'infini lorsque ¢ crott indéfiniment.
Nous dirons pareillement qu’elle est du fype (M) s’il est possible de choisir
deux intégrales linéairement indépendantes de maniére que l'une tende
vers I'infini et l'autre vers une limite finie, différente de zéro.

Remarquons que si Péquation (1) est du type (M), alors pour tout
nombre fini u, il existe une et une seule intégrale u(t) de cette équation
pour laquelle on a lLimwu(t) = u,.

oo

Relativement & 1’équation (1) nous admettrons dans la suite 1'une
des deux hypothéses suivantes:
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