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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
VI (1959)

Sur la limitation et l'unicité des solutions
des problémes de Fourier pour un systéme non linéaire
d’équations paraboliques

par J. SzARSEI (Krakéw)

Dans une note antérieure [1], nous avons obtenu certaines limita-
tions et quelques critéres d’unicité des solutions des problémes de Fourier
pour un systéme d’équations paraboliques aux dérivées partielles du se-
cond ordre de la forme

0z, 0z 02, %2,
0.1 =7t e L
(0.1) 3t fz( 5 L1y evey Lpy Ry evey By 9z, ! awﬂi ’ ijamk’ )
(t=1,2,...,m),

ol la ¢-éme équation ne contient pas de dérivées des fonctions 2y, ..., %_;,
215 -+ -3 % Lies solutions étaient supposées définies dans le produit to-
pologique B dun intervalle 0 < ¢ < T et d’un ensemble ouvert et borné @
situé dans Iespace (%, ..., x,).

Dans la présente note nous nous proposons de généraliser les résultats
concernant le premier et le troisiéme probléme de Fourier, en remplacant
le produit topologigue R par un ensemble Q dont la définition sera donnée
au paragraphe 1. Dans le méme paragraphe nous démontrons un lemame
qui est une modification du lemme 1.1 de la note [1]. Ce lemme sert & la
démonstration des théorémes 2.1, 2.2 et 3.1 qui sont formuléds dans les
paragraphes 2 et 3 et qui constituent les généralisations des théorémes
2.1, 2.3 resp. 2.2, 2.4 et 3.1, 3.2 de la note [1].

§ 1. DEFINITION DE L'’ENSEMBLE Q. Nous considérons un ensemble
 dans Vespace (¢, @y, ..., x,) jouissant des propriétés suivantes:

a) £ est ouvert, situé dans la couche 0 <t < T, ot T < o0, et
pour chaque 4, 0 <7, <7, la portion de Q contenue dans la couche
0 <t <t est bornée.

b) Pour chaque %, 0 <{, < T, Vintersection de la fermeture de Q
avec le plan ¢ = {, est non vide; nous désignons par 8, la projection de
cette intersection sur le plan ¢ = 0,
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¢) Pour chaque ¢, 0 <, < T, et pour tout point X,,eS,O on peut faire
correspondre & toute suite ,, » =1, 2, ..., telle que & <¢, < T eb ¢, —t,,
une suite de points X, de fagon que X,e8;, et X, - X,.

DEFINITION DE L'ENSEMBLE X ET X,. Nous désignons par X' la partie
de la frontiére de Q que est située dans la couche 0 <t < T.

Btant donnée une fonction a(?, @y, ..., %,) définie sur 2 nous désig-
nons par X, le sous-ensemble de X (qui peub étre vide ou identique & X)
dans lequel on a a > 0.

LeMME 1.1. Soit ¢(t, X), ot X = (2, ..., #,), une fonction continue
dans la fermeture deVensemble Q qui vient &8tre défimi. Posons pour 0 <t < T
M(t) = maxe(t, X).

e
Nous disons que:

1. La fonction M(t) est continue dans Vintervalle 0 <t < T.

II. 8¢ M(t) = ¢(t, X), ot le point (¢, X) appartient & Vintérieur de
0, et si la dérivée partielle g,(t, X) ewiste, on o Vinégalité

D_M(@) < oult, X),

o D_ désigne le nombre dérivé supérieur & gauche.

Démonstration. I. Soit 0 <t < T et ¢4, » =1,2,..., une suite

quelcongue telle que 0 < i, < T, t, — £,. Il suffit de montrer qu’il existe
une suite partielle by B= 1,2,..., telle que

(1.1) Mt,) > M(L).

D’aprés a) et b) (cf. la déﬁnitidn de 'ensemble £2) et en vertu de la con-
tinuité de @(t, X), il existe un point X, eS8, tel que

M) = ¢, X,)
et, d’une fagon analogue, un point X,e8, tel que
M (ty) = @(ty, Xy).

En vertu de a) nous pouvons extraire une suite partielle X, de telle fagon
que .

, X'# - X, EStu.
On a alors, vu la continuité de ¢(¢, X)

(1.2) ?(,

(1

?
s Xv“) > p(tyy Xy).
Pour achever la démonstration de (1.1), il suffit de prouver que

(1.3) pllo, Xo) = M(3,).
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Or, en vertu de c¢), il existe une suite de points X,ﬂs;S’t telle que
*n

XW" - X,
et par conséquent
(1.4) P, X,) > pliay Xo) = M (k).
Dautre part, nous avons
(1‘5) ‘P(tfl‘; Xv") < M(tﬂ‘u) = (p(tvl‘! Xrl‘)‘

Les relations (1.2), (1.4) et (1.5) impliquent ’inégalité

o (b, X,) = M%),
d’ott 'on obtient (1.3).
La démonstration de la partie IT de notre lemme est tout & fait ana-

s

logue & celle du lemme 1.1 de la note [1].

§ 2. THEOREME 2.1. Supposons que

1° Les fonctions [i(t, X, 215 -.ey Zmy Pry ooy Pus Trrs Tizy o5 Tunds 95(2,
X By ey By Py oeey Py Triy Tiay eoes ) (E=1,2,...,m) sont définies
dans un ensemble D dont la projection sur le plan (¢, %, ..., 2,) recouvre
Vensemble Q défini au paragraphe 1.

2° Lorsque les valeurs 7y, et 7y sont telles que

n

Z (Fie—Tam) 4de <O pour tout systéme Ay, ..., A,

nd
Fk=1
alors on a les inégalités
Fi(ty Xy 20y eeey By Dry ooy Py cvns Fitgy one) —
—Fi(y Xy 2y ey By Pry ceey Py ovvs Typgy ove) SO,
et des inégalités analogues pour les fonctions g;.
3% fi(By Xy gy eeey Uiy Dyy ovvy Dy ooy Py <oe)—

"‘gi(t7 X: Vigouoy Uy Prycoes Py oo ey 'ry‘ky ')l g Ji(t; Iul"“'vll} ey lu'm_"vml)y
ot les fonetions oy(t, Yy, - - ., Yp) SONE continues et non négatives pour 0 <t < T,
¥, 20 (1=1,2,...,m) et la fonction o; est non décroissante par rapport
& chacune des variables Yo, ..., Yi_1y Yir1y -y Ym; POUY & >0 nous désignons
par

Y=oyl &5 ..y 8m) (1=1,2,...,m)
Vintégrale supérieure & droite du systéme dbquations différentielles ordinadires

(2.1) dy;ldt = oy(ty Y1y ey Ym) (G =1,2,...,m),


GUEST


214 J. 8zarski

issue du point (0, ey, ..., &y,) €6 MOUS SUPPOSONs que cette intégrale ewiste
dans Pintervalle 0 <t < T.
4° Tes fonctions w;(t, X) et v(t, X) (1 =1,2,...,m) sont continues
dans la fermeture de Q, de classe " dans Q ot possident des dérivédes par-
tielles du second ordre par rapport aux variables ©y, ..., @, continues dans Q.
5° On a dans Q

aui aui ou, 62ui

—Bt— = fi(taxy“u ~'-7um)?3",;_'1‘) "'75;i7 "';m‘k‘, )1

v, ov, v, 0%v,;

ﬁ"_—_—gi(t,X,vl,...,4),,,,350—1,...,6—%,...,%a;—k,...).{
6° |ug (0, X)—u,(0, X)| <& pour XeS,.

7° Les fonctions o;(t, X) et B;(t, X) (4 =1,2,...,m) sont définies
sur X et satisfont auw inégalités

=0, p; =B, =const >0;

& chagque point appartenant & X, correspond une dems-drotte | issue de ce poind,
orthogonale & Vame t et dont un segment est contenw dans la fermeture de Q.
8° Les fonctions u; et v; admettent une dérivée suivant la demi-droite
1 en tout point de Uensemble X, et vérifient les inégalités
lealt, X0 [ (8, X)— 0,8, X)1J01— By (2, X) [us(t, X)—v(t, X)]| < B,
pour (t, X)eZ, ot Pon a posé

(2.2) Bu—0) /1 E0  powr (¢, X)eZ— 3,

Dans toutes ces hypothéses, les inégalités
lug(t, X)— (8, XY < o052, 215 -0y £
ont liew dans Q.

Démonstration. La démonstration est tout & fait analogue & celle
du théoréme 2.1 resp. 2.3 de la note [1], lorsqu’on s’appuie sur le lemme
1.1 de la présente note. Il n’y a qu'un point de la démonstration qu’il
sera utile de reproduire ici. Posons notamment

(i=1,2,...,m)

Wi(t) = max ug(t, X)—v,(t, X)|
XaSy

(la continuité de W;(t) dans Pintervalle 0 <t < T résulte de la partie T
du lemme 1.1) et supposons que pour un indice 4, et un thy, 0 <t, < T,
on ait linégalité

(23) Wio(te) > @y (8, &1y -0y &m)y
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et par exemple

Wi (o) = 1ty {0, Xo)— vy (2o, Xy,

- ol Xoe&o. 11 g’agit de prouver que dans nos hypothéses le point (%, X,)

est un point intérieur de Q. Admettons dene, par I'impossible, que (), X,) e X\
D’aprés 8° on a alors

(2.4) By (h, Xy) [’“iﬂ (o5 Xo)_”io(to; Xo)l
< g5 Byt g, (fgy Xo) [0 (4, v45) [0, x) -
D’autre part, d’aprés (2.2) et la définition de W,(¢), on a

[0 (Ugy—05)) [08 o, xy < 0,
d’ol, selon 7° on obtient de (2.4) inégalité
Uy (Fyy Xo)— 03, (b, X)) <g

io?
ce qui est impossible, puisque en vertu de (2.3) on a
&gy < Wi () = sty (g, Xo) — 035 (5, Xo).

Une conséquence immédiate du théoréme 2.1 est le critére suivant
d’unicité de la solution du probléme mixte pour le systéme déqiia-
tions (0.1).

TEROREME 2.2. Maintenons les hypothéses 1°, 2°, 8° et 7°, du théoréme
2.1 en admettant que

a) fi =g,

b) Pintégrale unique du systéme (2.1), issue de Uorigine, est identiquement
nulle, ¢’est-a-dire

0;(t,0,...,0)=0 (i=1,2,...,m).
Dans ces hypothéses, le probléme mizte
7(0, X) = g(X) pouwr Xe&§,

(2.5) Oz(t, X

o(t, X)— ) —Bilt, X)2(t, X) = w(¢, X)  powr (1, X)eX
relatif aw systéme d'équations (0.1), admet dans Q au plus une solution con-
tinue dans la fermeture de Q, possédant une dérivée suivant 1 en tout point
de Z, et toutes les dérivées figurant dans (0.1) continues dans Q. Cetie solu-
tion (lorsqu’elle existe) dépend d’une fagom continue des valewrs initiales
@i (X) et des valeurs aus limites y;(t, X).

Remarque. Le probléme mixte (2.5) devient, en particulier, le
premier probléme de Fourier lorsque a;= 0. Dans le cas oll ;=1 et
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la demi-droite ! est normale & 'intersection de X' avec le plan dans lequel
I est située, le probléme (2.5) devient le troisiéme probléme de Fourier.

§ 3. Nous allons maintenant formuler un critére d’unicité plus gé-
néral que celui qui est contenu dans le théoréme 2.2.

THEOREME 3.1. Supposons que les seconds membres du systéme d'é-
quations (0.1) satisfassent aux hypothéses 1° et 2° dw théoréme 2.1 et auw
inégalités

If'l:(tix7‘ul7 "‘7,u'm7pll R pn; "'77.7]07 "')~

“fi(ty X) U1y ey Vms Pry ooy Py ooy Vimy )‘ < G(ta manWj——’U,-[),

ot la fonction o(t,y) est continue et non négative pour 0 <t < I',y = 0(Y),
et admettons que pour chaque intervalle

(3.1) 0 <t <y,

ot 0 <, < T, Vintégrale unique y(t) de Véquation
dylds = ot ),

définie dans (3.1) et satisfaisant & la condition

>0

soit identiguement nulle. Maintenons enfin Uhypothése 7° du théoréme 2.1.

Ceci étamt admis, le probléme miwmie (2.5) relatif au systéme & équations
(0.1) admet dans Q au plus une solution continue dans la fermeture de 2,
possédant une dérivée suivant 1 en tout point de X, et toutes les dérivées
figurant dans (0.1) continues dans 0.

La démonstration de ce théoréme est tout % fait analogue & celle
du théoréme 3.1 de la note [1]. I suffit d’y introduire des modifications

analogues & celles dont nous avons parlé dans la démonstration du théo-
réme 2.1 de la présente note.

Travaux cités

Y

[11 J. Szarski, Sur la limitation et Vunicits des solutions d'un sy e non-li-

néaire &'équations paraboliques aux dérivées partielles du second ordre, Ann. P
Math. 2 (1955), p. 237-249. , Ann. Polon.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DR L‘ACADEMIE POLONAISE DES SOTENCES

Regu par la Rédaction le 3. 9. 1957

(Y) La fonction o(#, y) n'est pas supposée continue pour ¢t = 0.
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Application of the Norlund summability to the theory of
localization for single and double trigonometric series @

by L. Jed§maNowIcz (Torun)

The theory of localization for single trigonomefric series developed
by Zygmund [1] and that for double trigonomefric series developed
by Gosselin [2] are restricted to the Cesiro summability. The purpose
of this paper is to extend their results by involving a special class of the
Nérlund means, containing the Cesiro means as a particular case.

I. On the Norlund summability
Let {B,} be a sequence with non-zero terms for » large enough. We
shall say that the series }'a,, or the sequence s, of its partial sums, is

v=0
summable by the Norlund method N(B,), or N(B,) summable to the sum
s, if the following sequence (determined for n large enough)

n n
2 Bn—va’v 2 AB —u’gv
__ v=0 »=0

1, = =
n Bﬂ, Bn ’
where AB, = B,, 4B, = B,—B,_; for v > 1, converges to s as % — oo.
In numerous applications we deal with B, positive and non-decreasing
for n large enough. For such & sequence the condition
lim By

N~>00 n

1

is sufficient and necessary for the convergence of the series to involve

its N(B,) summability to the same sum (the condition of regularity).

Let {4,} be a sequence satisfying the following conditions:
(1.1) 4, >0 for n = n,
(1.2) A, 244, for  n =,

(1.3) SA,, =0
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