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Sur Peffet épidermique extérieur et intérieur
pour les inégalités différentielles ordinaires

par A. Liasora (Krakéw)

Lleffet dit épidermique dans les inégalités différentielles ordinaires
a été découvert par T. Wazewski en 1951 [5]. En 1956 W. Mlak a établi
un théoréme général sur cet effet pour les inégalités différentielles ordi-
naires [2] et partielles [3]. Les applications de cet effet épidermique
ont été étudides dans le travail de J. Szarski [4]. Dans la présente note je
donne un théoréme général relatif & l'effet épidermique pour les inégali-
tés différentielles ordinaires. Ce théoréme englobe, en particulier, un théo-
réme établi par J. Mikusidski [1] sur DPexistence d’inégalités fortes
entre les composantes des courbes comparées dans le cas ol de telles
inégalités ont lieu entre leursy valeurs initiales.

§ 1. Nous allons d’abord expliquer ce qu’on doit entendre par effet
épidermique.

Supposons que la courbe ¥, = 7,(%), ..., ¥, = 7,(x), définie pour
zela, a+a) soit Vintégrale supérieure & droite du systéme d’équations
différentielles )

(1) Yi =F®, 410 o a tly) A=1,...,n).

Soit &, (@), ..., &,(z) une suite de fonctions continues et positives, défi-
nies dans le méme intervalle. Désignons par Z ensemble détini par les
inégalités
e < <ota
(2) Yy <yl (=1,...,m<n),
yp <m(®) (k=m+1,...,m),
par B; (j =1,2,...,m) Pensemble défini par les inégalités
o Le<ata
7 () < y; < 73(@)+ ()
Yy < 7,(@)+ &, () (p=1,.,i—1,j+1,...,m),
Yo <7Tuw) = (p=m+1,...,n)

3)
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et, enfin, par J, (k = m+1, ..., n) Pensemble défini par les inégalités

a<e<ata
7 (®) — 8 () < Yp < Tx(®)
@ p <@  (=1,..,m),
Y, < 7,(2) (o =m-+1,...,k—1,%k+1,...,n).
Les ensembles By (j = 1, ..., m) sont situés en dehors de l’ensemble

Z — nous les appellerons épidermes extérieurs. Les ensembles Jy, (k = m—+1,
..., n) font partie de Z — nous les appellerons donc épidermes intérieurs.

Lleffet épidermique consiste en ce que chaque courbe ¥y, = ¢,(x),
covy Yn = @p(®), définie dans lintervalle (o, a+ a) qui satisfait pour tout
@, pour lequel (5, (%), ..., 9, (%)) B; (ou J;), & Dinégalité

Dgi(@) <fi(2, :(2), ..y (@) () -

et & des inégalités initiales convenables, doit forcément étre située dans
T’ensemble Z.

Dans les travaux mentionnés il n’est question que des épidermes
extérieurs. Dans le théoréme que je démontre dans cetite note, les épidermes
extérieurs et intérieurs peuvent se présenter simultanément.

§ 2. Pour abréger I’énoncé du théortme .en question nous allons
introduire certaines hypothéses.

Hyporaise (H). Nous disons que le systdme d’équations (1) sa-
tisfait & I’hypothése (H) si:

1° les fonctions f;(®, ¥y, ..., ¥,) (¢ =1,...,n) sont continues dans
Pensemble ouvert Q de points (2, ¥y, ..., ¥,);

2° pour tout ¢ (¢ =1,...,n) et tout couple de points

Ay(®y @1y ..oy 054, C, @iy1y ey Op)y  Bi(w, by, vy by, O bi+15 vesy by)

appartenant & Pensemble Q et tels que a, <b, (v =1, ey t—1,441,
cey )y o0 & fi{Ay) < fi(By)

Hyroraise (G). Nous disons que le systéme d’équations (1) satis-
fait & I’hypothése (G) si:

1° pour tout couple de points

Az, ay, ..., a,), B(w, by, ..., by)
n
appartenant au produit d’ensembles I J, et Q et tels que a, <b,
k=m41

(*) D dégigne, ici et dans la suite, nne dérivée queleonque, mais fixe, de Dini,
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(»=1,...,m) on a
fild)—1:(B) < w(m, a;—b,);

2° la fonction w(w, =) est définie et continue dans Ia bande o < o

<a+a, —oco <2z <0 (a>0) et telle que la fonction {(2) = 0 soit inté-
grale inférieure & gauche de I’é4quation

¥ =ow(®,?)

par rapport & tout point de lintervalle <a, a+ a).
THSOREME 1. Nous supposons que:

(ay) le systéme (1) satisfait aus hypothéses (H) et (G);

(b)) la courbe y, = (), ..., ¥, = o (®), définie et
@we{6, o+ a), est située dans Pensemble Q;

(¢1) on a les inégalités initiales

continue - pour

o5 (@) < 74(a)
Pr{a) < (@)

(=1, vy M < R,
(B =m+1,...,2);

(8)

(41) pour tout & de Vintervalle {a, a+ a) pour lequel (m, P1{®) 5 ey @u (@)
cB; (ou J; st i =m+1) on a Dindgalité

(6) Dgs(@) <fife, (2)s .-y 9u(@) (6 =1,...,0).
Cela, posé, on a dans Vintervalle {a,a+ a)

(@) #i(@) <7(2)

(8) (@) < ()

(i=1,...,m),
(k =m+1,...,n).

§ 3. Dans la démonstration du théoréme 1 nous nous appuierons
sur le théoréme suivant établi par W. Mlak [2]:
THEOREME 2. Nous supposons que:
(as) Te systéme (1) satisfait & Vhypothése (H);
(bs) la courbe y, = @,(2), ..., Y, = @, (), définie et
zela, a+a), est sitube dans Pensemble Q;
(cs) on a les inégalités initiales

continue pour

pi(a) < 7i(a)

(d,) pour tout » de Vintervalle {a, a+ a) et tout indice i (i =1 yeuny M) POUT
lequel

(T=1,..,n)

7:(#) < i (@) < (%) + & (w)
on a Dinégalité

Dy;y(a) <fi(@, (@), .o 9u(@))-
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Cela posé, on a dans Vintervalle {a, a+a)
(o) <ml@)  (i=1,..,m).
Remarque. Le théoréme 2 résulte du théoréme 1 dans le cas ol
m = n, car I'hypothése (G) est alors évidemment satisfaite.

§ 4. La démonstration du théoréme 1, énoncé au §2, se composera
de deux parties. Nous allons démontrer d’abord que chaque fois que
Pon a dans lintervalle (a, a--f) (0 < B < o) les indgalités (7), on y a aussi
les inégalités (8). Pour la démonstration par I'impossible supposons qu’il
n’en soit pas ainsi. Soit #; < a-+-f la borne supérieure des nombres pour
lesquels on 2 les indgalités (8). Les fonctions ¢;(x) et 7;(#) étant continues,
il existe un indice %, (m+1 <k, < n) tel que

Prg(B1) = Tpy (1)
Choigissons maintenant un nombre z, <<z, de telle sorte que l'on ait
dans Pintervalle {®,, z,)
Tieg (8) — &5, (#) < gy (%) -

On a alors pour z (%, %,)

Ty (@) — &1, (@) < ey (8) < 7y (48),
&) () < 7,(®)

Pule) < 7,(®)

(rv=1,...,m),
(p =m+1,...,0).

Les inégalités (9) signifient que (2, ¢1(2), ..., gu(2)) e Iy, DOUT T ey, #1),
d’oll, en vertu de ’hypothese (d,), il résulte que
(10) Dpyey(2) < fro (@) 92(2), -y (@)

Des inégalités (9), (10), de Didentité =, (x) = fy, (%, Ta(®), ..., Ta(2))
et de ’hypothese (G) il vient

Dy, () — 72, ()] = Depy,, (@) — 7, ()
< fkn(ma P1(@)y .oy ‘Pﬂ(w))_fko($> T (B)y .0y Tn(w)) < w(m’ q”ko(w)_rko(m))
pour  weliy, F).

La fonction r(z) = ¢ (2) — 7, () satisfait done & Pinégalité

(11) Dr(z) < oz, r(®) powr zelzs,s)
et aux conditions
(12) () < 0, r(z)=0.

icm
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Drautre part, {(z) = 0 étant intégrale inférieure & gauche de I’équa-
tion ¢ = o(x, #), on a, en vertu de (11), (12) et du théoréme bien connu
sur les inégalités différentielles [6]

(@) 2= {(2s) = 0
ce qui est en contradiction avec l'inégalité (12).

§ 5. Pour achever la démonstration du théoréme 1 il suffit mainte-
nant de prouver que a- o est la borne supérieure des nombres b tels que
les inégalités (7) sont satisfaites dans intervalle {a, b). Supposons, pour
la. démonstration par impossible, que b < a-+a soit la borne supérieure
de ces nombres. Les inégalités (7) auront alors lieu dans intervalle {a, ).
Comme nous Pavons montré § 4, il en résulte que dans cet intervalle on
aura aussi les inégalités (4). On a done pour #e<a, by

(i=1,...,m),
(k=m+1,...,m)

p;(®) < 7(2)

Pr(®) < (@)
et, par suite

@3(@) < 73(@)+ £;(x)
or(2) < p(w) (b= m—{—l, cey ).

En vertu de la continuité des fonctions envisagées il existe un nombre
e >0 tel que pour wed, = {a,b+¢)

(13) oy (2) < 73(2) ()
(14) ou(@) < (@) (B=m+1,..,n).

Pour tout point z de Vintervalle 4, et tout indice ¢ (¢ =1,..., n)
Pinégalité

(=1, ey M),

(f=1,...,m),

(13) 7(2) < (@) < (@) +&(2)
entraine l'inégalité
(16) Dyi(a) < fi(@; p1(@); ) @u(@)-

En effet, pour ¢ = 1, ..., m cette propriété découle, en vertu de (13),
de I'’hypothdse (d,). Pour ¢ =m-+1,...,n cebte implication est vraie
& plus forte raison, puisque dans ce cas l'inégalité (15) peut en vertu de
(14), ne pas étre remplie. L’implication (15)— (16) et les hypothéses
(ay), (by), (¢y), (d;) nous permettent de conclure, en vertu du théoréme 2,

que dans Dintervalle A, = {a,b-+¢) on a les inégalités
o) <@ (=1,..4m)

ce qui est en contradiction avec la définition du nombre 3.
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On some constants related to the generalized potentials

by A. Szysiax (Krakéw)

Let &™ denote the m-dimensional (m > 2) Euclidean space and
x,¥,... be the points in this space with the coordinates respectively
al, ..., 2™ ¥t ..., y". We denote by x4y the point in this space with
the coordinates z'4-y,...,4™+y™ |#| denotes the Cartesian distance

m
of » from the origin; then ju| = (Y («")")"

=1 :
We consider in ¢™ a function K (z) which is continuous outside 0

and satisfies the following assumptions:
1. 0 < limK () = K(0) < +oo.
2—0

2. K(z) = K(—a).
3. [ K(w)dz < co (dz being the volume element in &™).
laf<1
4. (Maximum principle of O. Frostman.) For every measure

u =0 of the carrier F C E™ we have

sup [ K (o2—9)du(y) = sup [ E(o—y)du(y)-

zeCM

The function K will be named the kernel and the functions of the shape

[E(@—y)au®)

the generalized potentials.
These potentials have the following fundamental property:
EQUILIBRIUM THEOREM. If B is a compact ¢n €™ such that

inf [ [ K(o—y)du(y)dp(e) £ yp<oo  (u>0, p(B)=1,p(E"—B)=10)

then there exists @ measure u* realizing this infimum and such that for peR
we have

(1) [E(@—9)du*(y) < 7z;
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