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Une remarque sur la méthode des points extrémaux
de F. Leja

par J. Gorsxr (Krakéw)

Introduction. Dans les travaux [1], [2] et [3] la solution du pro-
bléme de Dirichlet a été construite an moyen de la méthode des points
extrémaux de F. Leja pour un domaine situé dans le plan ou dans 1’espace
& 3 dimensions. La solution du probléme y est obtenue en effectuant
deux passages & la limite (voir (2) et (4)). Il est trés intéressant de savoir
il est possible d’obtenir la solution sans avoir recours au second passage
& la Limite (4). Je vaig donner les conditions suffisantes pour que cette
(uestion admette une réponse affirmative. D’abord je vais rappeler quel-
ques résultats connus.

Soit B un ensemble borné et fermé de diameétre transfini (capacité)
positif situé dans le plan et f(z) une fonction réelle continue, définie sur
L. Posons

(1) wy(zy 0) = la—Clexp{—A[f(2)+/(O)1},

ol 2, e et A est un paramdtre. Un systéme de poinbs (™, 5{™?,
coy 7B} = ™ sera dit m-itme systéme de points extrémaux par rappert
4 la fonection (1) lorsque

JT o afh = [[ et
o<i<hesn 0T <k

pour chaque systéme de n-1 points ¢, § =0,1,...,n de I'ensemble
E. Posons

")*nwl 0, i), = 0,1, ..,n

k=0
Tt

et soit A < AP pour j=0,1,2,...,n. Désignons par I (z; 7{?)
les polyndmes de Lagrange

n nsczl)
I (25 i) = ” P o)

k=0
22
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et formous les fonctions
P (e; ", Af(2)) = LY (2, nf*) -exp [naf (n§"™)]

Désignons par B, ensemble des points d’accumulation de la suite

triangulaire (*)
s, i

A
A, g, n?

On sait [1] que la limite
(2) hm;/\qb(“)(z W, @) = P(z; 4)

exigte pour chaque point z ¢ F; et que la fonction log & (2; Af) possede les
propriétés suivantes:

1° Blle est harmonique en dehors de '’ensemble E; le point 2z = oo
exclu, ol log@(z; Jf) a un pble logarithmique.

2° Lorsque 24/, et # tend vers un point quelconque z,e¢H, on a

(x) - 1im10g(b(z; ) = Af (o).

Pour chaque point zel 1;74',1 on a
(3) log @(2; Af) << Af(2).

3° Soit H la frontidre commune de deux domaines D et Dw,.oh
D,, contient le point 2z = co. Alors pour chague point zeD la limite

W lim—log®(s; 4)) = y(¢)

-0

existe. La fonction u(2) est la solution du probléme de Dirichlet pour
le domaine D avec la valeur f(z) sur K.

On sait (voir [4] et [B]) quil existe des fonctions f(2) pourklesquel-
les le passage & la limite (4) est inutile, par exemple lorsque f(2) = Viw, (2,
w,(2) étant un polyndéme de degré r ou f(2) = const sur c.h_a.que com-
posant de la frontiére F d'un domaine D, contenant le point & == co.

Cas d’un domaine plan. Je vais démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Supposons 1° que Pensemble B soit une courbe réguliére
de Jordan telle quon ait

(5) |O(8')—0 (") < Als'—¢s"|, A ==const

(*) Il peut arriver qu'il y ait plusieurs systdmes de points extrémaux pour une
valeur fixée de n et A, mais l'ensemble H, est toujours le méme.

Une remarque sur la méthode des points extrémaux de F. Leja 68

ot O(s) désigne Vangle entre la droite tangente & B of awe réel, 8 — la

longuewr de B, 2° que la fonction f(z) remplisse sur B la cond@twn de Lip-
schitz

(6) [F&)—f") < M|z —2"|.

, , 1
Alors il emiste un mombre i, > 0 tel que la fonction Ilogtﬁ(z-}j) so1t,

pour chaque A, 0 < i <A, la solution du probléme de Dirichlet pour le
domaine D, ot D est Dintérieur de la courbe B.

Démonstration. Complétons 1la définition de la fonetion
1 1
i-loggﬁ(z;}./) par ses valeurs limites (x). La fonction Ilogdi(zng) est

sousharmonique dans tout le plan ouvert, car elle est égale 4 la différence
d'une constante et d'un potentiel logarithmique (voir [5]). Désignons
par ¢(z; f) la fonction suivante:

®(2; f) est égale & la solution du probléme de Dirichlet pour la fon-
ction f(2) et le domaine D lorsque #eD et elle est égale & la méme solu-
tion pour le domaine D, lorsque zeD,.

Soit ¢(z; o) la fonction de Green pour le domaine D, avec un péle
2 Vinfini. Posons G(z; oo) = 0 pour zeD et considérons la fonetion

1
™) 765 0)+9(35 f).

Pour que la fonction (7) soit sousharmonigue dans tout le plan pour
une valeur 4, > 0 il suffit qu’on ait

1 1
@ 2mr K(éofr) [}TOG(z’ 00)—|—tp(z;f)]ds = ©(%; f)’.

ol K(z;7) est un cercle de centre au point quelconque z,¢H et de
rayon arbitraire r. I’inégalité (8) peut &tre représentée sous la forme
suivante

(9) 2> [ el gl s/ [ 6 co)ds.

o Kiep;r) K (20;r)

Selon les conditions (5), (6) et le théoréme bien connu ([6], p. 456),
la fonction ¢(2; f) remplit dans tout le plan la condition de Lipschitz,
donc on a

(10) [ lp(z0; H—ple; flds < Br*, B = const.
E(zg;r)
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Dautre part il résulte de Phypothése (5) qu'on a (%) (ef. [8], p. 664)

1) hm——

=0 1*

f G(z; 00)ds = ¢> 0, € = const.
K(zg;r)
Pour que I'indgalité (9) ait lieu il suffit qu'on ait
12)  Im{ [ (e f)—ole st/ [ Gz 00
=0 Ko Kizgir)
D’aprés (10), (11) et (12) il résulte qu’il existe un nombre i, > 0 tel que
pour chaque i, 0 < A <A, la fonction (7) est sousharmonique dans

tout le plan ouvert.
Deux cas sont possibles: H,

d8}< co.

= F ou E, # K. Lorsque I, = H pour
1 . .
une valeur A > 0 la fonetion Ilogdi(z; Af) serait la solution cherchée.
. Boit B, # B et 1< 1,. Désignons par D(E;) le domaine dont la fron-
tiére est l'ensemble B, et formons la différence

L (e o)+ (e

1
p ;f)—710g¢(z;lf)

pour zeD(H,). Les fonetions —}log(b(z; Afy et (7) sont égales sur I,

1 :
la fonetion -Zlogé;(z; Af) est harmonique en dehors de I, (le point oo

exclu), la fonction (7) est sousharmonique en dehors de ;. Le diffé-
rence est donc une fonction sousharmonique en dehors de H,, égale a 0
sur #, (et harmonique dans le voiginage du point oo) alors

G(z; o)+ o(2;f) < -10g¢ i 45

7 ZE.D(EA).

1

A

De cette inégalité et de (3) il résulte qu’on a —log¢(z 2f) == f(2) pour
chaque ze¢H.

Remarque. 1° Lorsque 0 <1 <<4, et le point zeD, tend vers

L1
zyel, la fonction Ilogdi(_z- Af) tend vers f(z,). 2° Le théordme 1 est

vrai da,ns le cas ol engemble B = ZD“ BBy, = 0 pour § £ &, j,b =

=1,...,p, est la frontiére d'un d.omame Dy, By, i=1,
la com'hg de Jordan remplissant la condition (5).

., p, dtant

(*) En chaque point z¢ 7 il existe une dérivée d@/dn > o; > 0, ol n désigne la
normale,’ .
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Cas d’un domaine dans l’espace. Soit F un ensemble borné et
fermé dans l'espace dont la capacité newtonignne d(H) est positive.
Posons

(13) (P, Q) = eXP{l[f(P)+f(Q)] P,QeH,

o

ol f(P) est la fonetion continue sur E et PQ désigne la distance des
points P et Q. Un gystéme de n points

Pﬁ”’ ={P¥'A)7P£M),---’PW)}

de la frontiére B sera dit n-iéme systéme de poinfs extrémaux par rap-
port & la fonetion (13) lorsqu’on a
[] @2 = [ o,
Ii<ksn Ii<k<n

pour chaque systéme de n points Q™ <H.
Dans le travail [3] j’ai prouvé: 1° Pour chaque point P¢ F il existe
une limite

n
1 1
lim — = = 1, (P
n_ﬁ‘o " ;PPW 2, (P)
On peut représenter la fonetion v,(P) par Dintégrale

(14) 2 (P) = J @)

PQ

ol u, désigne la répartition limite de la masse unité sur E. Oette répar-
tition est définie par les points extrémaux P{. 2° Pour chaque point
Pel, & Vexception d’un ensemble de capacité 0, on a -

g

(15) = 2f(P)+ 7,

B
ol

1
= e — ], d .
"= 30 E{ 1@ (@)

T, est le noyau de la masgse relatif & la distribution w,, d(F,) est la capa-
cité de l’ensemble H, ot p, la distribution d’équilibre de la masse unité
sur H,. 3° La fonction%vz(l’) est 1a solution du probléme de Dirichlet
pour la fonction 7(P)-+y,/A et le domaine D; dont la frontidre est 1’en-

1
gemble F,. A linfini on a —I’v,_(oo) =0.
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La fonction (14) est surharmonigque dans tout l'espace. Désignons
par p(P;f) la fonction suivante:

»(P;f) est la solution du probléme de Dirichlet pour la domaine
borné D (dont la frovtidre est ensemble E) avec la valewr f(P) sur E
lorsque PeD et

»(P;f) est égale & la méme solution avec la valeur 0 & Vinfini
lorsque PeD,,, ot D, est le domaine non borné dont la frontiére est I'en-
semble H.

Soit de méme ¢,(P) la solution du probléme de Dirichlet pour le
domaine D, avee la valeur 0 4 linfini et y;/A sur H. Pour Pe<D posons
P(P) = 73/A.

Pour qus la fonection w(P;f)+¢,(P) soit surbarmonique dans tout
Iegpace, il suffit quw'on ait

(16) s [[tv®s D, < f@+ 2

e Ban

pour chaque point Qe¢F et chaque sphére K(Q;r) de centre @ et de
rayon 7. :

Lorsqu’il existe un nombre i, > 0 tel que l'inégalité (16) soit satis-
faite, on a E, = F pour 0 < 1 < 4,, car dans le cas contraire la fon-

1
ction 7”‘(1)) gerait harmonique en dehors de l’ensemble XE;, donc (cf.

la démonstration du théoréme 1)

1
'I"’A(Po)<'P(Po;f)+%(Po)=f(Po)+ Pyl —Hj.

De cette inégalité et de (15) on tire %mp) = f(P) +i;i pour PeH.

‘ L1
Alors la fonetion —A—'v,1 (P) est la solution du probléme de Dirichlet pour

le domaine D (et D) avec la valeur f(P)-+y,/A sur B (et 0 & I'infini).

TriOREME 2. Soit H la frontidre commune de deuw domaines D et
Dq,. SBupposons 1° que B soit la surface de Liapounoff, 2° que la fonction
f(P) remplisse la condition de Lipschite. Alors il ewiste un nombre Ay > 0
tel que la condition (16) soit satisfadte.

Démonstration. D’aprés 1° 2° et un théordme connu (voir [7],
p. 213) on a

an [w(P; H—HE)

dans tout lespace. D’autre part pour A — 0 on & y;/A = oo car d(H,(—

< B|PQ|
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- d(B) > 0 (voir [8]). I suffit de prouver I'inégalité (16) pour de peti-
tes valeurs du rayon r. Mais, pour r suffisamment petit, on a (3)
(18) ff% P)do'p<—~—A,1 ,
, K@)

ol 1a constante A, depéndant de A est > B pour 1
(18) entrainent ’inégalité (16).

< A; done (17) et
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(*) En chaque point Qe¢H il existe une dérivée normale dg;(P)/dn < —A,’f,
A*> 0.
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