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Sur une hypothése de M. Biernacki

par A. Zasrz (Krakow)

Dans son travail Sur wne inégalité entre les moyennes des dérivées
lognrithmiques (Mathematica, Cluj, 23 (1947-1948), p. 54-59) M. Bier-
nacki a prouvé le théoréme suivant: ’

Soit dans le plan une courbe véguliére (analytique) fermée, qui ne passe
pas par Porigine 0. Alors la variation totale de Vangle formé por le rayon
vectewr OM de la courbe avec une direction fize me dépasse pas la variation
totale de Vangle que fait lo tangente avee cette direction, lorsque le point
M déerit 1o courbe entiére.

En rapport avec ce théoréme M. Biernacki a énoncé I’hypothdse,
que ce théoréme pourrait dtre généralisé & D'espace % trois dimengions
sous la forme suivanto:

Soit une surface fermée et analytique et le point O, qui n'est pas situé
sur elle. Les rayons vecteurs des poinis de la surface décrivent sur la sphére
unitaire de centre O une ceriaine surface. On suppose que Vaire de cette sur-
face (si elle est définie) ne dépasse pas Vaire de la surface déerite par les
novimales extérieures & la surface considérée. Si wume portion de la sphére
st recouverte plusieurs fois, som asre est compibe autant de fois.

Je donnerai ci-dessous des exemples gui mettent cette hypothése
en défaut. Je vais considérer deux cas, suivant que le point O ge trouve
4 lextérieur ou & Dintérieur de la surface.

a. Prenons la surface de révolution engendrée par la rotation d’une
courbe plane autour de la droite I (fig. 1). La droite ¢ est tangente & l'arc
AF au point 0. Aux points 4, D et I les normales sont paralldles & I'axe 1.
Aux, points B ot ¢ elles forment avec la droite ! l'angle m/4. Aprés la
rotation, les normales & Varc AF deviendront des normales & la surface
de révolution. I’arc BO wa qu'un point d'inflexion.

Les rayons vecteurs de la surface de révolution déerivent sur la sphére
unitaire de centre O une zone dont Paire est

P =dn(1+V2/2).
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Les normales extérienres & la surface décrivent sur la sphére K une
zone dont airo est

Q = 271:(4——V§5)+w,
olt w est Paire de la zone déerite par les normales & la portion de la sur-

face de révolution engendrée par la rotation de I'arc B(C autour de la
droite 1. On a

P =4n(/2~1)—o.

La variation totale de P’angle que fait la normale avee une direction
fixe, lorsque le point déerit Parc BC, peut 8tre rendue suffisamment

Tig, 1

Fig. 2

petite, & condition de prendre I'arc 4B suffisamment petit. Alors o sera
petit, en particulier moindre que 4w (Y2—1). Alors on aura

P—-@Q >0
et P> @, en contradiction avec I’hypothése.

b. Prenons la surface de révolution engendrée par la rotation d’une
courbe plane autour de la droite I (fig. 2).

La droite g est tangente & l'arec 4D au point ¢. La tangente au
point B est parallsle 4 la droite g. Ohacun des ares AB o BC n’a qu'un
point d’inflexion. Aux points 4, D les normales sont paralldles & Vaxe 1.
La droite g fait avec l'axe [ 'angle m/4. Dang ce cas nous avons

P* = dn(14+V2)+1,
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ol 7 est L'aire de la surface décrite sur la sphére unitaire de centre O par
les raiyons vecteurs de la portion de surface de révolution qui est formée
par la rotation de l'arc LB.

Oependant T'aire de la surface déerite par les normales est égale &
Q" = 27 (6—V2)+ o*,

ol »* ddsigne, comme précédemment, Laire de la surface décrite par
les normales aprés la rotation de I’are BC. On a

P*—Q* = 21 (3V2—4) - n— o™

w* peut dtre suffisamment potit, pourvu que l'arc AB le soit aussi. En
particulier il sera plus petit que 2m(3V2—4)+7. Alors

I)*__Qlll > 0’
ou P* > @, ce qui est aussi en contradiction avec I’hypothése.

Remarquons qu'on peut construire des exemples de surfaces fer-
mées pour lesquelles la différence P—@Q est plus grande que M, ot M est
un nombre positif arbitrairement donné A Davance.

Regu par la Rédaction le 1. 3. 1958
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