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SECTION DE GLIWICE

26. X. 1957. C. Ginalski et A. Kapcia (Czestochowa), Sur quelques
équations intégrables par différentiotion.
Les généralisations suivantes de I’équation y =y’ +f(y’) de Clairaut:

_e@ (y’ )
(1) V=@ Y T NS )
_ el=) v
(@) V=t +(mqv(m)+n)f(¢,—(m)),
3 _e@ —— ( Y )
(3) y m,(m)y+(p+el/qw(w)+r)f @)

ol 8, m, n, p, ¢, 7, « et & sont des constantes et les fomctions f(w)
et g(2) sont de clagse C%, se laissent réduire par différentiation & des
équations de formes connues; & savoir: (1) & celle de Bernoulli par
rapport & la fonetion ¢(w), (2) & Véquation linéaire par rapport & la
méme fonction et (3) & I'équation de Riccati par rapport & la fonction
p+eVap(@)+7.

Par conséquent, les équations (1) ef (2) sont résolubles effectivement
et I'équation (3) L'est lorsque lintégrale de 1’équation correspondante de
Riceati est connue. !

Colloquium, Mathematicum 8
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9. XI. 1957. 8. Golab et M. Kucharzewski (Cracovie), Sur quel-
ques propriétés invariontes d'affinewrs.

Le type d'un objet géométrique, de méme que ses propriétés, dépend
du groupe des transformations des coordonnées par rapport auquel on
congidére cet objet.

La somme d’un vecteur covariant et contravariant n’est pas un
objet géométrique par rapport au groupe général des transformations
affines. On peut donc poser la question, quel est le groupe de transfor-
mationy par rapport auquel cette somme peut é&tre considérée eomme
étant un objet géométrique. La réponse est qu'il en est ainsi seulement
par rapport au groupe des transformations orthogonales. La symétrie
d’un affineur covariant ou confravariant est une propriété invariante
par rapport au groupe général des transformations affines, tandis que la
symétrie d'un affineur mixte o} n’est pas invariante par rapport i ce
groupe et ne devient invariante que par rapport A celui des similitudes.

11. L. 1958. C. Ginalski (Ozestochowa), L'intégrale singuliére de
Véquation de Clairaut généralisée.

En résolvant dans un domaine de points (z, ¥, y’) I'éguation

(v )
™ rw! e

comme celle de Clairant, on conclut que les fonctions suivantes en sont
des intégrales dans un domaine de points (z, ¥):
(K) y = cp(@)+f(e),

ol ¢ appartient & un intervalle I et

{‘P(W) = —f (1),
y = —tf'({)+1(1),

En substituant & # et y dans I’éguation (K) leurs valeurs des équa-
tions (8), il vient

(T) F®)—fle) = (t—e)f'(t).

-

Admettons que la fonction «(?) est de multiplicité constante & pour
tely, que la fonction ¢(x) est de classe C* sans étre constante et que la
fonetion f(z) est de classe % gang 8tre lindaire, Désignons par B la famille
des courbes (K), par p la puissance de l'ensemble E{7,cel} et par =

¢

z = a(l),
y = f(t) o tel,CI.

(S) c'est-a-dire {

celle de 'ensemble E{T, tely}. On a alors les théorémey suivants:
v

1. Par tout point de la courbe S passent y courbes de la famille R.
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2. Pour tout point pe8, il ewiste une courbe K <R tangente & S en p,
& savoir la courbe K(c = 1).

3. Toute courbe K(c)eR passe par kv points de lo cowrbe S.

4. Aucun arc de la courbe S w'est identique & aucun arc d'une courbe
quelconque K eR (car Uensemble B{T} est non-dense).
t

22. IL 1958. C. Kluczny, Unicité du systeme @équations différen-
tielles ordinaires dans un ensemble de poinis.

Les solutions du systéme d’équations
(1) Y = F(w, Y) il Y = (%1, Yas -y Yn)

sont dites uniques (uniques & droite, uniques & gauche) dans un ensemble
de points & lorsque deux solutions (demi-intégrales droites, demi-inté-
grales gauches) de ce systéme contenues dans & et ayant un point commun
(issues d'un méme point) coincident dans la partie commune de leurs
domaines.

Dans le cas d’une seule équation

(2) fl// =f(m7:'/)7
on a le théoréme suivant:

Lorsque la fonction f(xz,y) est continue dans wn ensemble G C R oi
B={x,9): ea<o<b ¢<y<<d} e quil existe une fonction g(z, %)
continue dans Vensemble S ={(z,y):a<<z<b, 0 <z <d—ac} e telle que
gz, 0) =0 pour a<x<<b e

(3) 1F(#1, ¥2) —F (@1, ¥0)| S g2y, 192—2al)  dans G R,
sans qu'il existe dans S une solution z(x) de Véquation différentielle
(4) 2 =g(x,2)
ne annulant pas identiquement et telle gque
(5) ‘ tim 2

z—wa & —Xp

les solutions de Uéquation (2) sont uniques & droite dans @G.

Un théoréme analogue est valable pour lunicité & gauche et les
deux théorémes sutfisent pour étudier l'unicité des solutions de l'équa-
tion (2) damns @.

Ces théorémes entrainent des criféres généraux d’unicité dans un
ensemble, analogues aux critéres connus concernant I'unicité d’une so-
lution passant par un point et desquels ils ne différent que peu par leurs
énoneeés.

On a des théorémes analogues pour le systéme (1).
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SECTION DE LUBLIN

7, TIL. 1958. K. Tatarkiewicz, Sur Iéquation différentielle du second
ordre.

On démontre les théorémes:

1. Si a, b et f sont des fonctions continues pour 0 < ¢ < oo, la fonction
f est bornée et b(t) == B > 0, il existe au moins wne solution bornée de
Uéquation
(1) @ —2a(t)r —b(f)w = [({).

II. 8%l ewiste des constantes u > 0 et B > 0 telles que
(2) b(t) = B+ pla(d)l,
il existe une famille & un paramétre des solutions de Végquation
(8) 2 —2at)s—b(t)aw =0

qui tendent exponentiellement wvers 0, tandis que les valeurs absolues des
autres solutions tendent exponentiellement vers Pimfini.

Certaines propriétés asymptotiques des solutioms de 1’équation (1)
ge laissent déduire sang Vhypothége (2), pourva que b(t) = B > 0.

On peut démontrer & I'aide des exemples que dans le cas ol les
fonctions @ et b sont bornées et
(4) a(t) < 0,
() [a(®)P+b() < o* <0,

Péquation (3) peut avoir des solutions non-bornées. On peut donner des
hypothéses supplémentaires limitant de la meilleure maniére possible les
bornes des fonctions a et b, et entrainant, conjointement & (4) et (b),
la convergence vers 0 de toutes les solutions de ’équation (3).

Des théorémes analogues se présentent dans le cas «(f) > 0 lorsque
Ihypothése (5) est satisfaite.

6. V. 1958. M. Zl4dmal (Brno), Sur le probléme mixte pour Uéguaiion
ea(t)uy+ B(8) ws— (@) oy = F(w,1).

11 g’agit du probléme

g 0" 02
eall) S+ B0 2 —a(@) = = (0, 1),

u(®, 0) = f(z), w(x,0) = g{@), (0,1) = u(l, ) =0,

ou les fonctions a(f) et B(f) sont de classe % la fonction u(x) est de classe
O a®) >0 et f(t) >0 pour £ > 0, a(@) > 0 pour 0 Ko <1 et ¢ est un
petit parameétre.

(1)
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Soit U(w,?) une solution du probléme obtenu de (1) par le passage
& la limite avec ¢ — 0, c’est-d-dire du probléme

oU 02U
ﬂ(t)-ﬁ——a(m) T Bz, 1),

Uw, 0) =f@), U®,1) = U(L,i) =0.
Admettons que
(@) HO) =fQ) =1"(0) =7"() = ¢(0) = g(l) = F(0,1) = F(l,1) = 0,
(3) f(xz) est de classe C° et g(z) est de clase C%,

(4)  les dérivées Fry, Frm ot Fauu, existent et sont continues.
Alorg en posant

1
B(s)

J a(s)

(1) = as et k(z) = g(@)— Uy, 0),

on & dans tout intervalle 0 <t T
'”’(my t) = U(m7 t)+ 0(5)5
w(@, 1) = U, 1)+ k(@)eOF 40,

Ug (@, ) = g, 1)+ O ().

SEOTION DE SZOZECIN

5. V. 1958. J. Meder, Sommabilité des séries orthogonales par la mé-
thode logarithmique.

Une série Y u, est dite sommable vers s par la méthode des premiéres
moyennes logarithmiques — ou par la méthode (R, 1) tout court — lorsque

1
"~ logn

Tn

81 Sy Sn)

—+ =4 F+—)>s
(1 T 2 oot n
avec n — oo, 8, désignant la n-iéme somme partielle:

8y = Uyt Uyt ...+ U,.
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La série >'u, est dite sommable an sens fort vers s par la méthode

(R, 1) lorsque . -
ZM = o(logn)
%

k=1
avee n — oo.

Posons U, = .. (®) ot 0 <o L1 et considérons la série ortho-
gonale

(1) D tnga ()

aux coefficients @, assujettis & la condition

<]
(2), Z ol < oo,
=1
On a les théorémes:
I. 8ila série (1) est somanable presque partout vers s(®) par la méthode
(R, 1), elle Vest également aw sens fort.
I1. Pour que la série (1) soit sommable presque partout vers s(xz) par la
méthode (R, 1), il faut et il suffit que Ton aif
’ 8,on (%) ~> 8(x) avec 1w — oo QJ’)‘GS’Q’MG partout
pour 0 Lo <1,
IIT. 8i Pon a

o

2 at (loglog logn)? < oo,

n=5

lo série (1) est sommable presque partout par la méthode (B, 1).
IV. Les conditions

(3) 0 < o(n) < olntl),
(4) lim o(n) = oo,
(5) v(n) = o(logloglogn)

entratnent Vexistence d'ume suite {b,} de mnombres réels et dum sysiéme

(=} o0

orthonormal {¥, ()} tels que Pon a 3 bjo*(n)<oo 6t que la série 3 b, W, (»)
M=) Rmal

n'est sommable par la méthode (R, 1) en aucun point du segment 0 < < 1.

V. On & pour la série (1)
Tn (%) = o(log loglog n)
presque partowt lorsque n — oo,
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VI. Les conditions (3)-(5) entrainent Uewistence dune suite [b,) de
nombres réels et d'un systéme orthonormal {¥,(x)} tels que Uon a

— 1 I
1i b; ¥ (w
ngi v(n) | logn 1._/ k 2 }

en tout point du segment 0 <z << 1.

SEQTION DE TORUN

13. XII. 1957. J. Stominski, Sur le théoréme de Godel pour les systé-
mes avec addition et multiplication propositionnelles infinies.

Construction algébrique, pour tout nombre ordinal y, d'une théorie
élémentaire P, sans quantificateurs et dans lagquelle on a (4 c6té des
foneteurs habituels, générateurs des propositions) les sommes et les pro-
duits des suites de propositions de longueur inférieure & .

Exemple d’un systéme non-contradictoire dans la logigue P,, mais
n’ayant pas de modéle.

Conditions nécessaires et suffisantes pour gu'un tel systéme ait un
modéle.

13. XIL 1957. J. Xi0§, Une condition suffisante pour qu'un semi-groupe
compact avec unité soit un groupe.

TEEOREME. Pour qu'un semi-groupe compact S avec wnité soit un
groupe, il suffit que S ait un idempotent et que, pour tout couple a,b d’élé-
ments de S, il y ewisie un couple ®,y pour lequel les équations ax = by et
%a = yb sotent résolubles.

26. V. 1958. L. Dubikajtis, Sur les ireillis géométriques.

THROREME. 8¢ dans un treillis géométrique de dimension n les con-
ditions :

mod(a ~b) =p e mod(awvwid)=

entratnent, pour un couple dentiers p,q tel que 0 <L p < q¢ < n, Végalité
mod (a)-+mod (b)) = mod{a ~ b)-+mod(a v b),
les conditions suivanies:
mod(a~b)>p e mod(avbd) <g

Penirainent également.
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SEOTION DE VARSOVIE

10. I. 1958. A. Bialynicki-Birula, Sur un probléme de H. Mar-
czewski.

On 2 les théorémes:

I. K étant un corps algébriquement clos de camctémsuque O et F oen
étamt un sous-corps, [K: F] < ¥, entraine [K:F]=

II. K étant un prolongement algébrique normal dw corps I, il existe
un sous-corps I, de K tel que FC F, C K et [H: ] < ¥.

14. IIL. 1958. W. Bogdanowicz, Sur la méthode de Banach appli-
quée & la démonsiration de Dexistence d’une fonclion continue »'ayant nulle
part de dérivée et étani ume convolution de fonctions continues.

Soit ¢ l'espace des fonctions réelles continues périodiques de période
27, avec la norme usuelle. La convolution des fonctions #, ¢ (' est définie
par la formule

2m

(woy)(t) = fm(t~1)y(r)d7:.

0

THROREME 1. L'ensemble des couples de fonctions (x,y) dont la con-
volution n'a nulle part de dérivée est de I1 catégorie dans le produwit carté-
sien Ox0O; le complémentaire en est de I catégorie.

THEOREME 2. L'ensemble des fonctions «© telles que la  convolwtion
20 x w'a nulle part de dérivée est de 11 catégorie dans Vespace C; son com-
plémentaire y est de I catégorie. ‘

Soit & présent, pouwr ¢ =1 et 2 w;(6) une fonchion continue et
croissante aux valeurs positives pour 0 << J§ < oo et telle que la fonction
8/w;(8) est croissante et

= 0.

a0 wi(d)
En posant
w(t+ 90
e = 0+ 3y Jolt+)—a(y]
w;(8)
ol 0 <t <2x of 0 <8 <1, Pengemble ;= {weC: |al; << oo} est un
espace de Banach avec la norme ffl;. Cet espace contient [*ensemble
A des fonetions satisfaisant & la condition de Lipschitz.

Soit 4; la fermeture de A dans ’espace H;. Elle est donc aussi un
espace de Banach avee la norme ||z];.
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TakorEMmE 1. 87

im —————— = 0
801 @1(6) 05(0) ’
Pensemble des couples de fonctions (z,y)ed X Ay dont la convolution n'w
nulle part de dérivée est de II catégorie dans le produit cartésien A; X A,
et som complémentaire y est de I catégorie.
THEOREME 2'. S¢
8

b0 (0)

p
Densemble des fonctions zed; dont la convolution xO » wa nulle part de dé-
rivée est de IT catégorie dans A, et le complémentaire en est de I caibgorie
dans cet espace.

Un théoréme analogue pour les convolutions définies en remplagant
2 00 b3

[ par [ ou [ est vrai dans certaines classes de fonoctions continues,
[} —c0 0

correspondant aux classes 4;, mais étant des espaces B,.

8. IV. 1958. 8. Golab (Cracovie), Sur la notion de dérivée de Lie.

Une nouvelle méthode de définition de ’ainsi dite dérivée de Lie
d'un champ d’objets géométriques @ par rapport & un champ vectoriel
donné V.

25. IV. 1958. A. Pelezyniski et Z. Semadeni (Poznan), L'espace
des fonctions continues sur un ensemble clairsemé. ’

Soient @ un espace de Hausdorff bicompact et C(Q) P'espace de Ba-
nach composé de toutes les fonctions réelles continues, définies dans Q.

THEOREME. Les propriélés suivantes de @ somt équivalenies:

1. Q est clairsemé, c'est-a-dire ne contient aucun ensemble dense en
soi,

2. toute mesure définie dans Q est purement atomique,

3. aucun sous-espace de C(Q) n’est isomorphe avec Pespace T de toutes
les séries absolument convergenies de nombres réels, ~

4. tout sous-espace de C(Q) de dimension infinie coniient wun sous-
-espace isomorphe & Vespace ¢ de toutes les swites convergentes de nombres
réels.

COROLLAIRE. 8% les espaces Q, et Q, sont clairsemés, Pisoméirie enire
les espaces conjugués de C(Q,) et C(Q,) équivaut & Végalité des puissances
entre @, et Q.

Cette égalité n’entraine cependant pas l’isomorphie entre les espa-
ces 0(Q,) et C(Q.) eux-mémes. Par exemples, [«] désignant d'une fagon
générale 1’espace que constitiue le segment des nombres ordinanx £ << a
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avec ]a topologie ordinale, les espaces C([w]) = ¢ ot O([»"]) ne sont pas
isomorphes. Cet exemple donne réponse & la question. de Banach, si deux
espaces du type B qui ne sont pas isomorphes peuvent avoir les espaces
conjugués qui le sont.

2. V. 1958. T. Ganea (Buecarest), Sur la répartition des poinis stables
dans les espaces topologiquas.'

L’ensemble des points stables au sens de Borsuk et Jaworowski (1)
est dense dans tout espace de Haugdortf de dimension finie. TUn espace
de Hausdorff de dimension infinie peuf étre dépourvu de points stables.

30. V. 1958. J. de Groot (Amsterdam), Swr les rapports entre topo-
logie générale et algébre.

THEOREME. Quel que soit le groupe @, il ewiste wn anneaw commuta-
tif avec unité dont le growpe des automorphies est isomorphe & G.

On ignore si un théoréme analogue subsiste pour les corps, en parti-
culier ¢’il existe un corps dont le groupe des automorphies est isomorphe
4 un groupe cyclique infini.

SEOTION DE WROOLAW

4. X. 1957. 8. Swierczkowski, Solution d'un probléme de Za-
horski (2).

Htant donné un point P dans une sphére de centre O et lo gommet
d’an triédre mobile demeurant dans P, ’aire de I’intersection de ce triddre
et de Ja surface sphérique peut ne pas &tre maximum lorsque 1a droite PO
forme un méme angle o avec toutes les arétes du triedre. Exemple: trie-
dres aux angles suffisamment petits entre les arétes, pour un o donné.

8. XI. 1957. 8. Swierczkowski, Un théoréme sur Vordination des
familles d’ensembles.

Démonstration. du théoréme suivant qui confirme une hypothése
de 8. Hartman et Jan Myecielski: éiant donné une famille de puissance ne
dépassant pas R d'ensembles de puwissance inféricure & 8;, fous ces ensembles
pewvent bire rangés en une suite {H,] de type a < wg et tolle que f <«
entraine @T‘ < R : ‘

r<f

La démonstration de ce théordme a été publide par J, Mycielski (2).

() K. Borsuk and J. W. Jaworowski, On labil and stabil points, Tundaments
Mathematicae 39 (1952), p. 159-175.

() Z. Zahorski, Probléme 228, Nouvean Livre Ecossais, 30. V. 1953 (non publié).
() J. Myecielski, About sels invariant with vespect to denwmerable changes,
Fundamenta Mathematicae 45 (1958), p. 202-305, en particulier p. 301,

¢

SOOTETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE 123

15. X1. 1957. 8. Swierczkowski, Une remarque concernant les trans-
lations des ensembles owverls bornés sur unm réseau quodratique.

Une démonstration facile que, un résean quadratique et un ensemble
ouvert borné étant donnés, on peut toujours modifier par translation le
nombre des sommets de ce réseau couvert par cet ensemble.

16. V. 1958. J. Mioduszewski, Sur les fonctions de muliiplicité
constante.

La multiplicité d’une fonction continue f: X -¥ = f(X) dans un
point yeY est par définition la puissance %4 de l’ensemble /-2(y)C X.

8i ’on a & = 2 pour tous les y<¥, la fonction ¢: X'—X faisant cor-
respondre & tout #¢X autre élément du couple f'f(x) est une invo-
lution sans points invariants et l’ensemble de ses points de continuité
est ouvert et dense dans X. On a les théorémes suivants lorsque ¥ esgt
un espace Ty:

I. Aucun point de discontinuité essemtielle (o'est-a-dire impossible
& lever em assignani & la fonction ume aulre valeur en ce point) de Pinvo-
lution ¢ w'a dans X localement compact un entourage homéomorphe & la
sphére euclidienne (massive) de dimension n = 1.

II. 11 ewiste sur le plan des continus étant des frontiéres communes
& deww régions (mais n'étant pas des courbes de Jordan) et sur lesquels on
peut définir des fonctions de multipliciié constante k = 2.

IOI. De telles fonctions n'existent pas sur Vintervalle borné ouvert de la
droite, mais il en existe sur le cube euolidien ouvert de toute dimension n = 2.

IV. Toute fo'n,ct'éoh de mulliplicité constante k > 2, définie sur un
segment rectiligne (fermé) a une infinité de composanies de continwité
(c'est-a-dire d’intervalles saturés sur lesquels la fonction-ensemble D ()
= f~1f(x) est continue).

DEUXIEME CONFERENCE DES FONCTIONS ANALYTIQUES
LUBLIN, 2-6. IX. 1958 (*)

2. IX. 1958. M. Marden (Milwaukee, Wisc.), The location of the
zeros of infrapolynomials.

2. IX. 1958. M. Biernacki (Lublin), Sur les zéros des polynomes
trigonométriques.

J'ai établi les théorémes suivants:

I. Le polynome a,kz"—i— akHz"“—I—.,.—l—a,,z” ot kay = (k+1)ag, = ...

(*) Premiére Conférence des Fonctions Analytiques avait lieu a ¥.6dZ, 21-23.
X. 1954.
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.. 2 na, > 0 est k-valent dans le cercle |2 < 1. Ce polynome est éloilé dans
les cercles || < -%1/5 et |of < VE|(VE+L).

I1. 8i la fonction ezt ag2®-+... dont les coefficients a; sont réels est
holomorphe ef presque convexe dans le cercle (2] < R, alors Tempression

6, Rsin@+ ...+ a, R"sinn@4-...

ne sannule dans Pintervalle 0 < 0 < 2n que pour @ =0 ¢t O = =,
(La fonetion f(2) = a,2+... s'appelle presque convexe, &i f'(2) =
@' (2) g(2) ol p(2) est convexe et la partie réelle de g(z) est positive (1)).
Le théoréme IT résulte aussi aisément des résultats de Kaplan (1).
Le théoréme II contient comme cas particulier la proposition de
Fejér-Dunham-Jackson (2):

Le polynome

8 20 sinn@
§in® + in +...+

est positif pour 0 < 0 < m.

Le théoréme IT contient aussi la proposition suivante qui parait
nouvelle:

Les a; et @ étant réelles si Von o pour fout @
@y 4245 CO8 20 . .. - na, 008MO ... £ 0,

alors a,8in@+ a,8in20 ...+ a, 8000+ ... ne Sannule dans Vintervalle
0 <O <2 que pour 6 =0 6t & = n.

Les démonstrations seront publides dans les Annales de 1'Universitié
de M. Curie-Sklodowska.

2. IX. 1988. W. Jankowski (Poznad), Sur la situation des zéros
dun polynbme contenant des parameélres arbitraires.

Le polyndéme
(1) (z+Pf +a+ b (p < g)
a p zéros au moins dans le cercle

gg—p+1)+Vpg(g—p+1)
(g—p)g—p-+1)
(*) Cf. W. Kaplan, Olose-to-convex schlicht functions, The Michigan Mathematical
Journal 1 (1952), p. 169-185.

(%) Ci. P. Turén, On a irigonometric sum, Annales de la Société Polonaise des
Mathématiques 25 (1952), p. 154-161.

o] B =

1Pl
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et cette limite supérieure est atbeinte pour le polynéme

(2-+P)° + aya byt

a =(J)Q—P( _— _l)q—p-HX
0 7 P—q

[p+l/pqq p-+1)][ple—p+1)+V pelg—p +1)P
le(g—p+1)+V pe(g—p+1)°

—g—1\27+1
by = (—?—q—) (g—p)""x

y Vopgla—p+1)[p(a—p+1)+V pglg—p+1) P
lalg—p+1)+V pglg—p+1) |7+

Le nombre R est déterminé de la morte que, lorsque z = Re*/|P|
déerit la circonférence C(|z| = R/|P|) dans le sens positif et

el glg—p+1)+p+2Vpe(g—p+1)
b1~ (g—p)°

Pargument de l'expression f(z) = (2-+1)"/2*(—a—bz) diminue d’une
fagon monotone. En désignant par I" I’image de 1a circonférence O dans la
transformation réalisée par la fonction f(2) nous trouvons que, pour
lafb] = R[|P| on a indp(l) =p—q et

o AelleH 1P+ a4 544] > p.
8i |a/b| < B/|P| on & indp(1) = p—g—1 et

1
o A (241 + ae?+ b27H] > p.
Ainsi le polyndéme
@) (2--1)P -+ ae?t bttt
2 p zéros au moins dans Je cercle Jz| < B/|P|. Si le polynéme (2) a p zéros

au moins dans le cercle [¢] < R/|P|, le polyndéme (1) & p zéros au moins
dansg le cercle [2| <C R.



126 7 COMPTRES RENDTUS

2. IX. 1958. 8. Bergman (Stanford, Cal), Sur les problémes aum
limites dams le cas des domaines dont les surfaces fromtiéres ofteignent wun
MALVRU. :

2. IX. 1958. W. Janowski (E6d%), Sur les valeurs ewtrémales du mo-
dule de la dérivée des fonctions univalentes bornées (voir Bulletin de I’Aca-
démie Polonaise des Sciences, Série des Sciences mathématiques, agtro-
nomiques et physiques 6 (1958), No 4, p. 255-259).

9. TX. 1958. I. Dziubinski (kéds), Uber Bwtremalfunkiionen in der
Familie der beschréimkien schlichten Funktionen mil reellen Koeffizienten
(& paraitre dans le Bulletin de la Société des Sciences et des Letitres de
Lodz, Clagse IIT).

Es sei T eine beliebige Zahl des Intervalls (0, 1). Ich betrachte die
Familie Fy von schlichten Funktionen, die folgende Entwicklung fir
|z] <1 haben:

7(2) = a,g+ax2®+-...,
wo |f(2) < 1 fir 2| <1 und a, > T ist.

7. Charzyfiski hat bewiesen, daB die Extremalfunktionen dieser
Familie eine Differential-Funktional-Gleichung erfiillen ().

Ich betrachte eine Teilklasse der Familie Fp, wo alle Koeffizienten
@y, Gy, ... Teel sind. Tch bezeichne diese Teilfamilie mit Eg.

Nehmen wir an, da8 jeder Funktion g(z) = b,e-+bee?+..., |2l <1,
g(2)e Ry, eine reelle Zahl

(1) H, = H(X;,...,Xx)
entypricht, wo by/b, = X, fiir £ =1,2,... und
(2) H(X,,...,Xy) (N 22)

eine Funktion der N —1 reellen Veridnderlichen ist, welche in einem
geniigend groBen Bereich “definiert ist und welehe dort stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung hat, die nirgends gleichzeitig verschwin-
den.

Sarz. In der Familie Ry ewistieren Bolremalfunktionen g*(2), fir
welche das Fumktional (2) den griften Wert erveicht. Jede Ewtremalfunk-
won erfillt die Qleichung

g*’(z) i * _ 1
[g:(z)]ﬁ[g (z)]—-*z*;%(z), 0< el <1,

(®) Z. Charzynski, Sur les fonctions univalentes bornées, Rozprawy Matema-
tyezne 2, Warszawa 1953.
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o]

wo

b,’iz :

Il
ihe 3

:
-

[T Zb*’”‘ (p =2,3,...),

By =bnlby;  Br=X; (n=2,3,..),

H, = Hx (X3,...,X%) (n=2,...,N),

N
By =2 (n—pt+O)bip Hy  (p=2,..., 1),

n=2
N
P* — 022"{1321) _1c08(p—1)x }

Die Funktionen $(w) und B(z) nehmen fir [w] =1 und |¢| = 1 nur
reelle, nicht negative Werte an und alle haben (auf entsprechenden Kreisschei-
ben) wenigstens eine doppelie Wurzel.

Der Koeffieient by der Entwicklung jeder Bwtremalfunktion ist gleich T.

Den Beweis dieses Satzes erhalte ich durch eine passende Konstruk-
tion symmetrischer Variationsfolgen und durch Ausnutzung der Re-
sultate von Z. Charzynhski.

2. IX. 1958. Z. Jakubowski (E6d%), Le maximum d'une fonctionnelle
dans la famille des fonctions univalentes bornées.

Considérons les fonctions holomorphes et univalentes dans le cercle
2] <1 de la forme

(1) J(2) = 2+ Ayett Ayt
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Soit M > 1 un nombre positif quelconque, Fpy — la famille de toutes
les fonctions bornées de la forme (1) assujetties a la condition |f(2)| < M
et F,, —la famille de toutes les fonetions de la forme (1).

Je démontre les théorémes snivants:

THAOREME 1. Pour les fonctions de la famille By el pour 0 <a <1
on a Uinégalité

1—1/M2 pour M < MO

2 Ay—adj] <
@) My—adfi<i 1

1 , ~ pll—a)
o ﬁ_jlf pour M e )

ot le nombre B est la plus grande des deuw racines de Uéquation

1

Blogp+1——8 = — 3.

La limite (2) est atteinte.

THEOREME 2. Pour les fonctions de la famille F, et pour 0 <a <1
on o Dinégalité

Ay —adl) < 2670941

et cette limite est atteinte,

Le résultat obtenu pour les fonctions de la famille ¥, coinecide
avee celui de Fekete et Szegd (1) obtenu par d’autres procédés.

2. IX. 1958. Z. Jakubowski (£6dz), Sur le mazimum du coefficient
A, des fonctions univalentes borndes.

Je congidére la famille R C Fy des fonetions, dont les coefficients
du développement taylorien sont réels. Dans la famille Ry il existe des
fonctions f*(2) pour lesquelles la fonctionnelle Hy définie et différentiable
dans Ry atteint la valeur la plus grande. Chacune de ces fonctions
vérifie une certaine équation (5). En particulier, pour la fonctionnellle

= A, cette équation est de la forme suivante:

W’ [;;’] [~—f(>]=—}; (0), 0<ll<1,

(*) M. Fekete and G. Szegd, Hine Bemerkuny iiber ungerbde schlichte Funktio-
nen, Journal of the London Mathematical Society 8 (1933), p. 85-89.

(®) Cf. I. Dziubifiski, Uber Batremalfunktionen in der Familie der beschrénik-
ten schlichten Funktionen mit reellen Koeffizienten, Bulletin de la Société des Sciences
et des Lettres de X.0dz, Classe III, 4 paraitre,
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ol

w 2 w® . WS
9’?[7;1] = T [(W)* Szt
4
- (24F 1 A2 % D Mt (247 + AP 4 3A%w +1]7

N(z) =

M —P*M)P 34524245217,

P* = 2M* min [(247F -+ A5)cosz+ 345 M cos2x -+ M cos 3x],

o<

et
F¥(2) = 24528+ AT+ A+

En m’appuyant sur cette équation j’obtiens quelques résultats con-
cernant le coefficient A de la fonction extrémale f*(2).

La discussion détaillée de Déquation (1) et les théorémes concernant
le coefficient A4, qui résultent de cette discussion seront publiés dans
le Bulletin de la Société des Sciences et des Lettres de X.6dZ, Classe TIL,

9, IX. 1958. P. Wiatrowski (X6d%), Sur les valeurs exirémales
du module de lu derivée logarithmigue des fonctions umivalentes bornées
(& paraitre dans le Bulletin de la Société des Sciences et des Leftres
de L6d7, Classe III).

Soit F,, la famille de toutes les fonctions f(2) satisfaisant aux condi-
tions suivantes:

1° #(2) est holomorphe et univalente dans le cercle [¢| <1,

2° $(0) = 0, 7(0) = 1, alors f(z) = z+’§;Asz‘.

Nous désignons par Fy la famille des fonetions appartenant & F,
et qui vérifient la condition |f(2)] < M, ot M est un nombre fixe supé-
rieur & 1.

Posons

1—|2/\% 2—h
M) = (TF%) ;e = 2,

M,(je]) = max (1, My(lel),

o<isl<1

el \"®
My(le]) = (“2"‘:7'?) (0 <ol <1)

et soit v,(|2|) < 1 la solution de I'équation

(1)t (e +2
27y B h(|2])

Colloguium Mathematicum : 9
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Soient en outre B, B,, F,, B, les domaines du plan (|z|, M) définig
comme il suit:

={0<le|<1,M>1}, B =Hnt+by,
ol
By = O<|z]<2 V3, M > 1},

{

:{2 3 <ol <1, M > My(l2)},
={2— 1/ 3 <ol <1, My(lel) < M < Ma(l2),
{

2-V3 <ol < 1,1 < M < My(le])}-

Je démontre les théorémes suivants:

THEOREME 1. Powr les fonctions de la famille Fy Vestimation sui-
vamte, dont les limites sont atteintes, o liew:

(e, 20 <[+ 22| < e, a0,
ott, pour chaque point (|2|, M)eH
14—
(el ) = ——. 2L
L@ ||<1+|zu
M

et ot 2 (0 <@ << M) est la racine de U'équation

(ot
Y _ Aty

z |2

Llexpression. N(|z|, M) est définie comme il suit:
1° pour chaque point (|z|, M)eE,

1—y/M 14+
14y /M Jo|(1—e]) '

N(jel, M) =

ol y est la racine de Iéquation
(y/M—1)* (] —1)

y ol -

8i (2|, M)eE,; on a 0<y<M et 8i (2|, M)eBy, on & 0 <y <
<Mzmfle).
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2° Pour chaque point (|2], M)eE,
VoulM log 1+u/M—Vou/M 1
1+u/M 7 14 M+ V2ouM |2

4 1~(u/M)2]
1— |22 1+ (w/M)e

log N (|2}, M) =

]

o u(Mry(lz)) < u < (2—1/5)1!!) est la racine de ’équation
1 (/MM 4] 1w/ (L4-u/M+Vou[M)jz|

lo -
S5 (w/M)* Vou|M £ 14+u/M—Vou|M
3° Pour chaque point (|2, M)eFy
14 (v/M)? oM 1—(v/3)
Tog (1], 2) = o tog P logle = I

2[1—(v/M)*] |2
ol v ((2—1/§)M < v < M) est la racine de 1’équation
Il

14 (v/BM)? v M

—lel®)/aL’

—logM = 0.

TEHOREME 2. Pour les fonctions de la famille F Destimation sui-
vante, dont les limites sont aiteintes, a liewu:

f'®) 1412
F2) | el (1 —lel) ©

Le résultat obtenu pour les fonctions de la famille F, coincide avec
celui de R. Nevanlinna, obtenu par d’autres procédés (°).

3. IX. 1958. K. Kuratowski (Varsovie), Cohomotopic mutliplica-
cation and duality theorems concerning arbitrary subsets of Buclidean space
(voir le Bulletin de I’Académie Polonaise des Sciences, Série des sciences
mathématiques, astronomiques et physiques, 6 (1958), p. 7563-758).

3. IX. 1958. Z. Charzynski (R6dZ), Fonciions univalentes inverses.
Polynbémes univalents (voir le Bulletin de la Société des Sciences et des
Lettres de E6dZ, Classe IIT, 9 (1958), No 7, p. 1-21).

3. IX. 1958. L. Siewierski (X6dz), Sur les fonctions univalentes
algébriques dans le demi-plan (voir le Bulletin de la Société des Sciences
et des. Lettres de B6dZ, Classe IIT, 7 (1956), No 4, p. 1-17).

1—7|

l2l(1+J2])

() R. Nevanlinua, Uber die konforme Abbildung von Sterngebieten, Ofversigt
af Finska Vetenskaps-Societens Férhandlingar 63A (1921), No 7.



132 COMPTES RENDTUS

3. IX. 1958, R. Zawadzki (L.6dz), Les équations des fonctions extré-
males dans les familles des fomctions univalentes algébriques non bornées
(voir ibidem 8 (1957), No 10, p.1-21).

3. IX. 1958. J. Sladkowska (Eédz), Polynémes extrémauxr dans la
famille des polyndmes univalents.

Je considére la famille Ry, M = 2, de tous les polynomes univalents
dans le cercle |2| <1 ayant la forme

P(2) = z+A 22+ ... +4,",

et dont les dégrés ne dépassent pas M.

Dans cette famille je détermine la fonctionnelle Hp de la fagon sui-
vante: je fais correspondre & chaque polynéme P(z) de cette famille le
nombre Hp = H(Xsp, ..., Xypy Yopy -++y Lup), OU Ion suppose que

Pz) = g+dop®+...+Appd™, Ap= Xop+1i¥,p,

§=2,...,m,
et que
H(Xza"wXNy Yza-";YN), 2<N<M7

s0it une fonction quelcongue de 2N — 2 variables réelles, définie dans une
région suffisamment grande, et qui y admet les dérivées partielles du
premier ordre continues, ne s’annulant nulle part simultanément.

THEOREME. 1° Il existe dans la famille Ry un polyndme emtrémal
P*p) = e+ AFP+ .. AN, pour lequel la fonctionnelle Hp atleint la
valewr maximale.

20 8i je désigne par (670, ¢Wr), k = 1,...,Q, toutes les paires distinc-
tes des points distincts de la circonférence |2] =1 pour lesquels o lieu
la relation P*(d7%) = P*( f'ﬂk) ot si je pose Hy = Hx (X3,..., Y§)—
iHy (X3, ..., YN), s=2,..., M, ot X;+iY; = A7, alors les relatwns
suwvanies ont liew:

Q
(+) Dvle o) =B, s =2, ..M,
=1
ol t =0 et ok v, k=1,...,Q, soni des cosfficients complewes; en outre

argy, = arg [P* (¢%)¢"k] = - arg [P* (k) 6],

70:—"‘1,...,@.

; §
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Les relations () peuvent &tre écrites d’une fagon équivalente sous
la forme de D’éguation des moments suivante:

dz
() X(z)P*’(z)? =0, f=2,...,
ol
1 Q 6213% gﬂiqpk
(#k%) X(z) = —z— 2 Vg [Mz— o _—-——zw ng]
. k=1

et oll O est une circonférence arbitraire |2| = R, B > 1.

On peut remarquer que le nombre de composants ne sannulant
pas dans les membres gauches des formules (+) resp. (w++) ne dépasse
pag M—1.

3. IX. 1958. J. Zamorski (Wroclaw), Some remarks on the Hummel's
equations.

Tet G be a class of functions starlike with respect to the point
2z = 0, having a development of the form

1
f(z)=7+bn+b1z+..., jol < 1,

=ty for k=0,1,..

Let the functional E(f) = E(by, ...y bn) = BBy, ...y Bn; Y15 ey Yn)
be a real function of the class C, for Whlch we have

0B\ [0E\2
2GS+ ) =0
P Oz 0y,

Then we have the following theorems:

1. If the functional E attains the extremal value for a fumction of the
class G, them this function setisfies the following system of differential
equations :

zf 1 -
0 L33 3w 32 Sl
p=1 k=—1 p=1 k=1

N1 n—p n41 n+1 n—p

= Z Z kbk?/p+k+2 Foyr-1bx+ Zz” 2 kb1 7 11

=1 k=—1 p=1 k=-1
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B4-1 n—p N1 n-P ‘n—-p
2f 11 o
(2) ' 2;5 7 Z bevpi— 7 E Z by Vo k‘l* — v blcyp+lc
»=1 k=1
k1
v 3 zw
p=1 Fe=1
n+1 n4l—-p N—P~K
S S
- +0--f
a p+k Te=—1
1 n-1 Aep 1D WP

(ap Zblc7p+k“_26kyp+k)+2 Z » |""7 2 o171k

II, The extremal function is of the form

1 m
1@ == [ | a—aare,
k=1
ki3
where ) Br =2, fr=0, |ox =1 and m < n+1.
k=1
II1. If the exitremal function is of the form
1 n
o) = - [ [ a-aare, m<niy,
k=1

then, moreover, it satisfies the following system of differential equations:

z; [2 55) 2+ 2:15‘%] Z‘ I:f) +yq—2’3$§)z’%

k=1

="My ..., N,
where the coefficients AR, BY depend only on the coefficients of the fumction
1 and functional B.

Remark. Theorem II and differential equation (1) have been ob-
tained for the analytical functionals ¥ by Hummel (7).

4. IX. 1958. A. J. Lohwater (Ann Arbor, Mich.), The ewceptional
values of meromorphic functions (voir ce fascicule, p. 89-93).

4. IX. 1958. M. Biernacki (Lublin), Sur le théoréme de Owuuchy-

-Goursar (& paraitre dans le Bulletin de 1'Académie Polonaise des
Sciences). ‘

() Bee J. Hummel, A wvariational method for starlike funotions, Proceedings
of the American. Mathematical Society 9 (1958), p. 82-87,
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J’ai esquissé une démonstration de la proposition suivante:

8i une fonction de la variable complexe posséde en tout point d’un do-
maine une dérivée finie, cette dérivée est continue.

4. IX. 1958. H. Smiatkéwna (£6d2), Sur certaines conditions néces-
saires el suffisanies pour que les fonctions holomorphes dans le cercle-unité
soient univalentes et bornées (voir le Bulletin de la Société des Sciences et
des Lettres de X.6dZ, Classe III, 8 (1957), No 2, p. 1-7).

4. IX. 1958. T. Swiatkowski (LodZ), Uber die Funktionen, die alle
thre Werte unendlich vielmal annehmen.

Sei B ein beliebiger, fixierter Bereich der w-Ebene. Man betrachte
die Klasse H(B) von Funktionen, die im Einheitskreise |2| << 1 regulir
sind und deren Wertevorrat im B enthalten ist. H(B) kann als metrischer
Raum betrachtet werden, indem man die Entfernung zweier Funktio-
nen fy,f, in H(B) folgendermafen definiert:

o

1 Mn(fl"*fz)

e(fis fa) = £ 57—*._——1+Mn(f1_fz) ’

Ma(f) = sup |f(2)]-
|8|=1—1/n

Ich beweise, dafl die Teilklasse von H(B), die aus allen Funktionen
besteht, welche jeden ihren Wert unendlich vielmal annehmen, in H(B)
residuell ist.

4. IX. 1958. T. Swiatkowski (E6dz), Uber schlichte Funktionen
deren Potenzreshenentwicklung die Hadoamardsche Liickenbedingung erfills.

Ich beweise den folgenden Satz:

Wenn die Reihe

(1) f(2) = 24 Y o

n=23

eine in |2\ < 1 schlichie Funktion darstellt, und wenn fir diese Reihe die
Hadamardsche Liickenbedingung Ap y—2Ad, > @4, (0 > %, von n wunab-
héingig, Ay == 2) erfiillt ist, dann gibt es eine won f(z) unabhdingige Zahl
N (@) derart, daf

1-8

lewl < M2 fir  n>N(O).

Daraus ergibt sich unmittelbar, daf fir @ > 1

1+2m M(O) < o

L]
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gilt, d. h. die Reihe (1) konvergiert fiir |s| = 1 gleichmifig und man hat
f(e) < M) fir o <1

(M (0) ist von f(z) unabhingig).

Man weiB8 nicht, ob die Reihe (1) auch fir 0 <@ <1 im Bin-
heitskreise |2| < 1 (gleichmiiBig) konvergiert.

4. IX. 1958. B. Boapcruit (Mocksa), A6comomuas HenpepugHocms
0moBpadCEHl ¢ 02PAHUMEHHBIM UCKANCEHUEM 6 N-MEDHOM NDOCMpAHcmse.

Mu paccMaTrpuBaeM HeNpephIBHEE, COXPAHAOINHE OPUEHTAIHIO 0TO-
Gpamenna Y = f(#), Y; = [i(#1, Tayry By), ¢=1, ..., W, B-MepHOH obma-
cti D mpocrpaucrsa B, yNOBIETBOPAIOMME CISTYIOUUM YCIOBHAM :

1) ¢pymrmun f;(2) obmamarr B D (ioxanbuo) 060BIICHHEME o
C. JI. Co6omesy 4YaCTHBIMH TPOUSBOMHHMU [y = 0f;(0%,, npubammema-
mumy L, ,

2) mour: BcloOXy B D mMeer MecTO HEPaBEHCTBO

n n
(1) ( D 147 <x-4,
i, =1
rie A srobusay npeobpasosanng Y = f(x) u K HexoTOpas IIOCTOAHUASM.

Onpenenennnit kuxace orofpamenuil ofosmauum yepes (OK). Hiace
(OK) Brmowaer B cefA KiacC oToGpasKeHH# ¢ OrDaHWYEHHEIM HCKAaMe-
mueM mo M. A. JlaspenTheBy [3], Kiacc oToGparkenmit ¢ OrpaHNYCHHON
XapAKTEDUCTHKOM, T. €. OTOODAHEHHH IEPEBORAIMIMX B KMIAOH TouKe
@y D GecroHeumo Mamylo cepy B GECHOHEIHO MAISIH SNIMICOUL € CO-
OTHOIICHMEM MAKCUMAJPHOH K MHUHUMAILHOA OCell He NIPEeBOCXOXALIMM
HOCTOAHHOH @, a Tarke Oomee ofmmiA Kmace oToGpasteHMif ¢ orpamu-
JeHHHM HckamerueM mo A. M. Maprymesmnay [4].

UYepes '|H| obosHayaeM n-MEpPHYI0 e6eroBy Mepy MHOmecTBa I
f(#) — oGpas mmuomecrna K.

OcroBHO# pesympTar COOGMEHMA CIETYIOLIHA:

TeoPEMA 1. [aa atobozo omobparcerus raacca (OK), |f(B)] =0
moeda u momsko moeda, ko2da |B| = 0. Mnuowcesmso f(H) u H odHospe-
MEHHO usmepumsl no Jebezy.

Tlpr 7 = 2, rar moxasamo B [1, 2], us (1) cuexyer, uro fyeL, upu
HEKOTODOM P =2--¢, £>0, OTKYNa HEMEJNCHHO NOLYYACTCA Teopema 1
B Oomee cumbmolt dopmymmposre: |f(H)|<<O|B|", rxe ¢ u ¢ nocromu-
HBIe, ROTOPLIE (IpH COOTBETCTBYIOLIEH HOPMUPOBKE) He BasHcAT of f u M.
IIpm n =2 reopema 1 yeranonmena taxe Moppe#t u ITecnumm (5] u [7].
Ilprn %>2 me ypamocr us (1) BAKNIOUUTE, YTO fipely,, IPH HEROTOPOM

¢>0. IIpm BmBOome Teopemsr 1 MEI IONB3yeMCA MOBTOMY Cireylomelt
JleMMOlt :
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Jimna, Mumezpadol

J( S Ay rax <M < +oo

Sz 4,k
cywecmeyiom, npu Hekomoposm «>>0, ¢ kawcdoldl mouke xyeD’. 3decv D'
npousgomHas nodobaacmy o6aacmu D, D'CD, 8; wap paduyea d ¢ yer-
mpos & moiuke Z,eD'; d<<o[2 o-paccmoarue D’ om epanuye obsacmu D.
Ecau \f;] oepanuuens:, mo nocmosuHas M He sasucum om @yuryuu f;
u om @geD, v = |w—,].

Dra meMma ABIAeTCA yrouHeHwewm M ofo0menmeM iemusr JI. Hmpes-
pepra [6] (mpm m = 2); Tam CYIjecTBOBAHNE YKA3aUHEIX WHTETPAIOB
[penoNaraercA W He [OKA3HBAETCA. ITOT (arT UpH # = 2 JerKo Cje-
MyeT B3 TEOPEM 0 BO3MOFKHOCTH PABHOMEDHON AINPOKCHMAIMU (OK)-oTo-
Gpamenuit (OK)-oroGpamenuamu wmacca Cy. lpnm n>2 raxas BO3MON-
HOCTH TATEHKO He OUeBWJHA N IOKA He [NOHA3AHA.

OTMeTHM HEHOTODHE CIeHCTBHA TEOpeMBl 1:

1) 4 oramuen 0T HYIA IMOYTH BCIOAY,

2) oxmommcTERe oToGparkeHas Kmacca (OK) ofpasyror rpynay,

3) wpu oroGpamenusx xiaacca (OK) coxpaHAwTCA 0GHIHEE HOPMYIEI
3aMeHHl MepPeMeHHEIX TPH UHTErPMpOBAHME U TH{(epPeRIUpPOBAHNM,

4) pma oroGpassenuu nuacca (OK) modru BCiORY

max |f () —f(2)|
i J—gol=e -
min |f () —7 ()]
{w—zg|=e

0.

g0

Hompobroe u3moeHNe N JAlbHEHIEe IPUIOHEHNA YHABAHHBIX pe-
3yasTaTOB OYAYT HAIEYATaHH B_RypHame ,,MaTemaTuveckuil cOOpHHK.

[1] B. B. Boapcruit, lomeomoppuiie pewenus cucmew Beswmpanu, Horaags
Axagemuar Haywx CCCP 102 (1955), crp. 661-664.

[2] — O pewenuaz aunelinoil sATUNMULECKOL CUCINEMDL OQugbfepenyuanb el ypaa-
nenuii wa naockocmu, Tamme 102 (1955), crp. 871-874.

[3] M. Lavrentieff, Sur une classe de représentations continues, Maremarnye-
cxuit COopuEk 42 (1985), No 4, crp. 407-424.

[4] A. . MaprymeBuY, O HEKOMOPUZT KAACCEL HENPEPUEHLLL omobGpascenut,
Toxnams Aragemzz Hayx CCCP 28 (1940), crp. 301-304.

[5] C.B. Morrey, Jr., On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential
equations, Transactions of the American Mathematioal Society 43 (1938), crp. 126 -166.

[6] L. Nirenberg, On non linear elliptic partial differential equations and
Hélder continuity, Communications on Pure and Applied Mathematics 6 (1853),
erp. 103-1586.

[7] U. H. lecnn, Mempuueckue csoiicmaea Q-reasuronopmer omobpassceruil,
Maremaraseckni C6oprmr 40 (1956), No 3, crp. 281-294.
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5. IX. 1958. F. Leja (Cracovie), Sur les moyennes des distances mu-
tuelles des points d'um ensemble (4 paraitre dans Annales Polonici Mathe-
madici).

Soit E un ensemble compact de points de espace B a4 n dimensions,
w(p, q) une fonction continue, non-négative et symétrique de deux points
p et ¢ de B et p™ un systéme de n-+-1 points quelconques Py, Py, ..y Pu
de #H. Formons les moyennes

" i%:w(l’u Pr)
a(p™) = T—er
(p' ) n(n-+1)
(1) g(0®) = | [] o, o] ",

ik

M) = D

> 0Py P)”

ik
o iet k=0,1,...,% et les fonctions du point variable p <R

4 1 -
a(p, p™) = nz [w(p, pr)— o (P, PRI,
i

n

(2) g(i) (p, p(n)) — [ __w_(.p’ Pk)]lm’
1§ P
(Fe£)

WO (p, p) = -

kgﬂ [w (P, Pu) ™ — o (P Pr) "]
{k=1)

pour tout ¢ = 0, 1, ..., 2. On démontre que les ‘bornes supérieures a,(H),
gn{E) et h,(E) des moyennes (1), lorsque p™ varie dans X, tendent pour
#n — oo vers des limites finies

(3) o(H), g(B), hrE
dites écarts arithmétique, géoméirique et harmonigue de lensemble B par

rapport & la distance généralisée w(p, ¢).

Posons a,(p, B) = inf max{a®(p, p™)}, et désignons par g,(p, B)
Mg @) )

ot ha(p, B) les fonctions analognes de p correspondant aux fonections (2).
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On démontre que, si les écarts (3) ne s’annulent pas, les suites {a, (p, B},
{g.(p, B)} et {h,(p, E)} convergent en tout point p de l'espace K. Les
fonctions limites a(p, E), ¢(p, B) et k(p, B) jouissent de plusieurs pro-
priétés remarquables.

5. IX. 1958. ¥. Bierski (Cracovie), Bedingte Kapazitit der Summe
zweter Mengen.

Es sei im metrischen Raum R, dessen Punkte wir mit z, {, %, ...
bezeichnen, eine stetige Funktion w(z,{) zweier Punkte definiert, die
folgende Bedingnngen erfiillt: w(z, {) = 0, w(z, {) = o({, 2), w(z,2) = 0.
Es seien in diesem Raume R zwei kompakte, disjunkte und beschrinkte
Mengen E, und K, gegeben. Weiter sei o eine beliebige Zahl aus
dem offenen Intervall (0,1) und » eine ganze positive Zahl. Durch #,
bezeichnen wir die ganze Zahl, welche die Ungleichung na—1 < n, < na
erfiillt.

Wir sagen, daB das System £ —= (£, &gy vy Ln) vOm n Punkien die
Bedingung W(n; a) erfilli, wenn n, Punkte dieses Systems zur
Menge B, und die iibrigen zu H, gehéren. Fiir ein beliebiges System
™ = (&,,...,Z,) von n Punkten bezeichnen wir durch V(™) das Pro-

dukt [] (&, ). Es sel nun

ICi<ksn

Vala) = sup V({™),

wo das Supremum in bezug auf die die Bedingung W(x, a) erfiillenden
Systeme (™ genommen wird.

1. Die Folge {V,(a)™™ 1} Lonvergiert nach einem endlichen Grenz-
wert v{a).

Wir nennen den Grenzwert v(a) bedingte Kapazitdt tm Verhdltnis
o der Summe der Mengen F,+ ¥, in bezug auf die Funktion wo(z, £).
Die bedingte Kapazitit im Verhiltnis « = 1/2 hat als erster Leja (®)
eingefiithrt.

IL. Wenn v(ay) > 0, wo age(G, 1), dann v(a) > 0 fir alle « aus dem
abgeschlossenen Intervall [0, 1]

III. Die Funktion v(a) st stetig
(@) m Intervalle 0 < a < 1, wenn v{e) = 0,

. (b) im Intervalle 0 <a <1, wenn v(a) > 0, wo ap ein Punkt des
Intervalls (0, 1) ist. :

(* F. Leja, Distributions libres et resireintes des points extrémauwx dans les en-
sembles plams, Annales Polonici Mathematici 3 (1956), S.147-156.
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Wir fiithren nun folgende Funktionen des Punktes 2z ein:

L,(z, a) = inf {max ﬁ(z‘_,é‘ﬂ}’ O, (%, @) = inf {max w(2, CkL}

w Lo L ol ) e Uy L4 o8, 6n)f
kAT X [y
Rn(z: (L) = inf{maxn w(z’ Ck) w<z’ Cl) }7
i U@ 4 4 oG ) 4 L oG, &)
Eatd Tei

7

T o, f:k)}

L o(Zi; o)
kst

die Infima nimmt man hier in bezug auf diejenigen die Bedingung W(n, «)

erfillenden Systeme (™ = (¢,,...,L,), fir welche mit 4§ #£ 7% stets

o (L, &) > 0 gilt.

IV. Wenn v(a) > 0, dann kowvergieren die Folgen {Ly(z, a)»'},
{Cnlz, )™M}, (Ru(z, a1 (8,(2, )™} nach endlichen Greme-
werten L(z, a), C(z2, ), R(z, a), 8(z, a).

5.IX.1958. J. Goérski (Cracovie), Solution of & certain boundary value
problem by the method of F. Leja (4 paraitre dang Annales Polonici Mathe-
matiei).

The method of extremal points of F. Leja was used to solve some
problems in the theory of harmonic and analytic functions, e. g. the
Dirichlet’s problem and the problem of conformal mapping. This method
will be here applied to obtain the solution of the boundary value problem
for the differential equation of a more general type than the Laplace
equation, e. g.

(1) Au—c?u = 0.

82, a) = in;f{
’ L) H k

Let D be a domain in the 3-dimensional Euclidean space containing
the point at infinity and let E be the boundary of D. Let 4 > 0 be a real
parameter, f(P) a continuous function defined on F and w; a function
of two points P, QB defined by the equality

6»~cPQ
03 (P, Q) =eXP{l[f(P)+f(Q).'I— 7G },

where PQ is the distance of points P and Q.

Let Q™ = (Qy,9,,...,Q,} be a system of n-+1 arbitrary points
of ¥ and P® = {P,, P,, ..., P,} such a system of n--1 points of I that
we have, for every ™, the inequality

01(Q, @) <[] Py, Py).
i<k oLi<hsn
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The system P™ is called the n-th ewtremal system of points of the
the set H.

‘We suppose that the capacity d(#) of the set B is positive. It ean
be proved that for every point P¢ H, (where E, is the kernel of the
mass distribution defined by extremal points of all systems P™,
n=1,2,...) there exists the limit

—cPP;

1 1 e
P) = = lim——
u(F) = 7 lm n+12 PP,

0

The function »,(P) satisfies outside the set B, differential equation (1),
is equal to 0 at infinity and

0 (B) = (B)+—

for Pe<F except at a set of capacity 0 contained in E,;. €, denotes a con-
stant equal to the upper bound of the function »,— 1 on H,.

It is easy to express the function v as a potential of a simple layer
of a mass distributed on Z. Under some assumptions concerning the
boundary of the domain D and the funetion f(p) it can be proved that
there exists such a number 4, that we have F, = F for 0 < A < 2,.

The indicated method can be used to solve the first boundary value
problem for the equation u.(®,?) = wi(x, t).

5. IX. 1958. A. Szybiak (Cracovie), On the variational method in the
extremal points theory. .

The object of this report is to point out parallelism between the
balayage theory for symmetric kernels and the theory of extremal
points investigated by F. Leja and his school. There is a one-to-one
correspondence of the main objects and problems in both theories. Some
measures obtained by the extremal points approximate the measures
known as the swept out mass or the equilibrinm distribution, and some
functions obtained by the extremal points approximate the corresponding
potentials. The established parallelism allows to solve some problems
in the theory of the extremal points whieh had not yet been solved by
the pure extremal points method.

5. IX. 1958. J. Siciak (Cracovie), On the monotoneity of the Leja ex-
tremal funciion @*(2, B, f,) with respect to the parameter A

Let ¥ be a bounded closed point set of the positive logarithmic ca-
pacity, g(z) and h(2) real functions defined and bounded (continuous or
not) on #, and 4 an arbitrary positive real number. We put f,(2) = g(2)+
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+ AR (2). Let £™ = (&, L1y -..y La) De an arbitrary system of n+1 different
points of H. We put

n
. 2— .
1) o, ) = U | C——l)"”"“”, =01, m;
k=0

Cr
. kj ‘
(2) D, (2, B, fa) = inf {max“p(j)(za C‘n)’fl)‘}y n="1,2,...
McE )
It is known (*) that the limit
P

(3) (2, B, f) = lim V8, (2, B, 1)
exigts in the whole open plane.

I have presented a simple and quite elementary proof of the
inequality
(4) (2, B, f,) < (2, B, fr)
if 0 <A <A and g(z) 20.

This inequality is very useful if we want to give the Kellog-Wiener or
Perron solution of the Dirichlet problem by the method of extremal points.

5.IX.1958. B.Szatirski (Cracovie), Sur certaines suites de points lides
& un ensemble d'un espace métrique quelcongue et & une fonction génératrice.

Dans la théorie des points extrémaux développée par M. I'. Leja
(ef. F. Leja, Teoria funkeji analitycanych, Warszawa 1957) il est impor-
tant du point de vue pratique de savoir construire le n-iéme systéme des
points extrémaux d’un ensemble. Dans le cas général ce probléme est
bien compliqué. (est pour cette raison que M. F. Leja a introduit la no-
tion des suites extrémales de points.

Soit F un ensemble borné et fermé de points de espace métrique
X, (s, y) — la fonction génératrice. La limite

(B, w) = lim [max (%, wk)\z/n(wl)

B0 ") e B 0Li<hgn

H

ol 8™ = {@,,2,,...,%,} est le n+1-iéme systéme de points extrémaux de &,
est dite écart de Vensemble H par rapport & la fonction w(x,y) ot la limite

(B, o) = lim{ inf [maxﬁw(m, -’”'L)]}I/n
=0

oo g(h) e g T B

est dite rayon de Fekete de Vensemble E par rapport & la fonotion génératrice
- o(e,y).

(") F. Leja, Une méthode édlémentaire de résolution du prodbléme de Dirichlet dans
le plan, Annales de la Société Polonaise des Mathématiques 23 (1950), p. 230-245.
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La suite a,, as, ..., a,, ... de points de I’ensemble E définie comme
il suit: @, est un point quelconque de B, a, un point tel quon ait w(a,, a,)

= maxw(z, a;) et en général a, ; est un point de E tel que
xeE

n : n
[] @@y, a) = max [ [o(@, a), ¢=1,2,...,
i=1 xel 3.7

est dite swite extrémale de points de E par rapport & la fonction o(z, y).
Formong la suite numérique

(1) [4,.(E, w, “1)]1m =[0(ty1, ;) O (Fpp1s Ba) « oo O (Gnyyy a’n)]lln:
n=1,2,...

Les termes de cette suite dépendent de X, de o et du choix du
point @, dans E. Il se pose la question de savoir & quelles conditions
doivent satisfaire Pensemble E et la fonction w(xz,y) pour que l’on ait
lim [4,(F, o, a,) '™ = v(B, o) indépendamment du choix du point a,.

N0

Le théoréme suivant constitue une réponse partielle & cette question:

Pour que la suite (1) soit convergente vers U'écart v( B, o) indépendamment
du choiz du point a,, il suffit que Pon ait v(B, o) = v(E, w).

Cette condition n’est pas nécessaire. Toutefois il est possible de don-
ner 'exemple d’un ensemble B et d'une fonction génératrice w(z,y) qui
montre que si 7(#, w) # v(E, w), la limite lim [4, (B, o, a,)]¥* peut

N0

étre différente de ’écart »(H, w) et peut dépendre du choix du point a,.

5. IX. 1958. J. Krzyz (Lublin), Hin Symmetrisicrungssats iber den
Mazimalmodul (voir J. Krzyz, A symmetrization result for mamimum
modulus, Bulletin de I’ Académie Polonaise des Sciences, Série des sciences
mathématiques, astronomiques et physiques, 6 (1958), p. 557-559).

Wenn eine offene Menge & und eine Halbgerade Oz in derselben
Ebene liegen, dann wird die durch Kreissymmetrisierung von @ in bezug
auf Oz entstehende Menge G* folgendermaBen definiert. Wir fiihren ein
Polarkoordinatensystem (R, @) mit Oz als Polarachse ein und betrachten
die Kreise K, (R =1r = const, 0 <{r <{ +o0). Ist der Durchschnitt
K, ~@ eine leere Menge, dann ist auch K, ~ G* leer; ist K, ~ ¢ = K,,
dann ist auch K, ~§* = K,. Ist K, ~ @ weder leer, noch gleich K,,
und ist das lineare MaB von K, ~ ¢ in bezug auf K, gleich rl(r), dann
ist K, ~ @* ein einziger Bogen: R =r, —§l(r) < @ < §(r) (R, ¥ sind
die Polarkoordinaten).

Wenn eine Funktion w = f(z) mit 7(0) =0, f(0)> 0, den Einheits-
kreis |2| <1 konform auf das Gebiet G der w-Ebene abbildet, so sind
sowohl @, als auch die in bezug auf die positive reelle Achse symmetrie-
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sierte Menge G, einfach zusammenhingende Gebiete mit mindestens

zwei Randpunkten. Es gibt daher eine im Rinheifigkreise regulire Funk-

tion f*(z) mit 7*(0) =0, /*/(0) > 0, die den Einheitskreis auf 6* konform

abbildet. Ich gebe einen einfachen Beweis dafiir, daB 7 schneller als §

wachst, d. h. daB M(r,f*) = M(r,f) fir jedes 0 <r<<1 gilt, wo

M(r,f) = sup |f(ré®®)]. Dieses Resultat stellt offenbar eine Verallge-
0<O<2r ’

meinerung der wohlbekannten Ungleichung von Polya: [f*(0)| = |f (0)]
dar. Der Satz bleibt giiltig auch dann, wenn G eine Riemannsche Fléche
igt, die eine Umgebung des Nullpunktes w = 0 schlicht bedeckt.

5. IX. 1958. J. Krzyz (Lublin), Verszerrungssdize fir beschrinkie
p-wertige Funktionen (voir J. Krzysz, Dislortion theorems Jor boundod
p-valent functions, Annales Universitatis Mariae Curie-Skltodowska 12
(1938), sous presse, et J. Krzyz, On the derivative of bounded p-valent
functions, ibidem).

Eine im Einheitskreise |2] << 1 (= EK) regulire Funktion w = F(2)
heiBlt schwach p-wertig (Hayman, 1951), wenn entweder sdmtliche Punkte
des Kreises jw| = R genau p-fach bedeckt sind, oder, wenn das fir ein
gegebenes I nicht zutrifft, mindestens ein Punkt dieses Kreises hdchstens
(p—1)-fach bedeckt ist. Wenn F'(z) = 2 +4,,,#° ... im BK schwach
p-wertig ist (abgekiirzt: FeHp), dann ist f(2) = [F(&) =2a...
sehwach einwertig (oder schwachschlicht). Fir die p-wertigen Funktio-
nen trifft eine analoge Eigenschaft nicht zu. Da jedoch die Extremal-
funkfionen fiir die meisten Rxtremalprobleme in H, zugleich p-wertig
sind, so lassen sich auf diese Weise viele Extremalprobleme auch fiir
die engere Klasse von p-wertigen Funktionen Iosen. Die Hayman-
-Pélya’sche Methode der Abschitzung des inneren konformen Radius
148t folgende Vergerrungssitze fitr beschrinkte F in H, (|F(z)| < M,
M > 1) gewinnen:

(1) Die Werte von F bedecken genau p-fach die Kreisscheibe |w| <
< [r(MY")P, wo r(M) = M[2M—~1—2VM (M —1)];

2) [—F(M"7, — )P < [F(2)] < [HM, 1)) 1P,

f(M, 2) ist die wohlbekannte Pick’sche Funksion, welche den EK konform
aul die lingst der reellen Achse von. —M bis —# (M) geschlitzte Kreis-
scheibe - [w| << M abbildet;

B(e)

s |
le —[2l) l ]

3)

iy ?

r F'(2)
F(z)

1+
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woraus sich auch eine nur von |z|, p und M abhiingige Abschitzung fiir
|#'] gewinnen lafit;

(4) Myl < 2p(1—M7%),
AuBerdem gilt fiir fe.Hl‘ und w, = f(2),

—hal ¥ 1[(1 Joto] M=) +- 4oy 1,

(8) (L— [l (20)] < W

woraus sich folgende Ungleichung fiir unbeschrinkte schwachschlichte f
ergibt: (1— |&|2)f (29)] < 14-4if(2,)]. Diese Ungleichung erhélt genaue
obere Schranken fir |fi und |f|.

Alle obengenannten Schranken sind genau und stellen einerseits
Verallgemeinerung der Haymanschen Resultate fiir unbeschrinkte schwach
p-wertige Funktionen dar und andererseits ergeben die Verzerrungssitze
fiir beschréinkte p-wertige Funktionen, da die Extremalfunktion in (1)-(5),
d. b, [f(M"?, 2) P, p-wertig ist.

5. IX, 1958. Z. Lewandowski (Lublin), Uber gewisse Klassen von
schlichten Funktionen. :

Bei § die Klasse der Funktionen von der Gestalt f(2) = 2+ @,2% ...,
die im REinheitskreise regulir und schlicht sind. M. Biernacki hat die
Unterklasse L C 8 von Funktionen eingefiihrt, welche den Einheitskreis auf
die im engeren Sinne linear erreichbaren Gebiete konform abbilden (1°).
Ein Gebiet D heifit linear erreichbar (im engeren Sinne) wenn die Komple-
mentarmenge dieses Gebietes mit einer Familie von abgeschlossenen
punktfremden Halbgeraden identisch ist (der Anfang einer Halbgeraden
kann jedoch auf einer anderen Halbgeraden liegen). In einem speziellen
Falle, wenn die Verldngerungen aller Halbgeraden durch einen gemein-
samen Punkt z, gehen, ist D ein Sterngebiet in bezug auf z,.

M. Biernacki hat fiir die Klasse L manche interessante Resultate
erhalten, unter anderen hat er genaues Wertegebiet fitr die Funlktionale
2/f(2), #f'(2)/f(e) fir ein fixiertes z gefunden.

Kaplan (') hat eine andere Klasse, und zwar die Klasse von kon-
vexnihlichen Funktionen eingefithrt. REine Funktion jf(2), f'(2) # 0,
regulir im REinheitskreise [2| <1, nennen wir konvexndhlich im E’mhewts-
kreise, wenn es eine Funktion @(z) gibt, die im Einheitskreise konvex
und schlicht ist, derart, daB R(f'(2)/@'(2)) > 0 fir |o| <1. Jede konvex-
nihliche Funktion ist schlicht.

(*) M. Biernacki, Sur la représentation conforme des domaines linéuirement
accessibles, Prace Matematyczno-Fizyczne 44 (1936), S.293-314.

(*) W. Kaplan, Olose-to-convex schlicht functions, Michigan Mathematical
Journal 1 (1952), No 2, §.169-185.

Colloguium Mathematicum 10
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Sei K die Klasse von konvexnihlichen Funktionen F(z) = 24 a,224-...
Ich habe bewiesen, daff die beiden Klassen, die L-Klasse von Biernacki
und die K-Klasse von Kaplan identisch sind (L = K). AuBerdem habe
ich fitr die beiden Klassen den Sternformigkeitsradius »* gefunden. Der
von mir gefundene Radius s* ist gleich 4Y2—5 ~ 0,6568...

6. IX. 1958. H. Grunsky (Mainz), Ein potentialtheoretisches Hutre-
malproblem mit Anwendungen in der Funktionentheorie.

Eine der grundlegenden Aufgaben der Uniformisierungstheorie igt
diese: Die beiden Bereiche |¢| <1 und |2| > 1 werden zu einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit verheftet, indem man eine umkehrbar eindeutige,
die Orientierung erhaltende analytische Beziehung # = ®(z) zwischen
j#l =1 und |2] = 1 vorgibt; gesucht wird eine umkehrbar eindeutige kon-
forme Abbildung w = F(2) bzw. w = F(2) dieser Mannigfaltigkeit auf
die volle w-Ebene. Man zeigt leicht, daf es hochstens eine Lésung gibt,
wenn man bei 2 = oo eine Normierung der Form

o~ -
F(z):z—{—?»k...

(mit beliebigem a;) vorschreibt. Unter der Annahme, daf wirklich eine
Losung existiert, bezeichne W das Bild von |z| < 1, B das von 18l >1,
W das gemeinsame Bild von [¢| = 1 und |z| = 1. Ist g(w) die Greensche
Funktion von %8 mit Singularitit co, so zeig man:

0 .
P ()] i = — - g(w)ds,

~wo & bzw. s die Bogenlinge auf [¢| = 1 und W, und 9/dn die Ableitung
beziiglich der nach W weisenden Normalen von W bedeuten.

Diese Gleichung besagt: w = F(2) ist eine in [2| < 1 reguliive schlichte
Funktion, die die Belegung auf |2| = 1

1
(+) du() = =19/ (2)| ap

in eine Gleichgewichfsbelegung (ndmlich die auf W) iiberfithrt.
Umgekeh.rt 148t sich zu einer Funktion F(2) mit dieser Bigenschaft

leicht #(z) bilden, derart, daB beide Funktionen zusammen die urgprimng-
liche Aufgabe losen.

Damit 148t sich das Problem so aly Extremalproblem formulieren:
Gesucht wird unter den in |2| <1 reguliren schlichten Funktionen,
die als Bild ein Gebiet mit dem HuBeren Bildradius 1 ergeben, eine solche,
die die Belegung () in eine Belegung von minimaler Energie itberfithrt.
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Bei der Losung ist zunichst die Schwierigkeit zu iitberwinden, daB
die betrachtete Funktionenklasse nicht kompakt ist. Endlich ist zu
zeigen, daB die Extremaleigenschaft auch hinreichend ist dafiir, daB
I'(z) die Belegung (*) in eine Gleichgewichtsbelegung verwandelt.

6. IX. 1958."'W. Pogorzelski (Varsovie), Propridiés d'une intégrale
singuliére de Cauchy pour les arcs now fermés (voir 'W. Pogorzelski, Sur
Végquation intégrale simguliére nown linéaire et sur les propriéiés dune in-
tégrale singuliére pour les ares mon fermds, Journal of Mathema,tlcs and
Mechanics 7 (1958), p. b15-532).

On appelle intégrale singuliére de Cauchy pour wun systéme

L= aTI;1+ @2+...+aﬁp Q’ares non fermés une intégrale
(¢, 7)d
) B(t) = f v, nde

an sens de la valeur prmmpale de Cauchy.

THRoREME. Si la fonetion ¢(t, T) définie aux points intérieurs de Ven-
semble t, teL, vérifie les inégalités

(2)
M Ty Lt — 1,14 |7 — 7,
PR <y Ip(te) — gl T
1_]1 11_‘;”1"{1__1)”1“ [!__71 IT_GIVIITI_by”a-'-“

(Tre), ot les emposanis fimes a, p, w, vérifient les inégalités
(3) l<a<l; O0<pu<uy<l; atpu<l

et M, k, sont des constantes positives, alors Vintégrale singuliére de Cauchy
(1) vérifie les imégalités

0, M+ Gy,
»
[]:I] [t—allt—5,|1

(4) o) <

(01M + 3k )[t—tll"
[H It—alltxmbyﬂ"*"

(5) D) —D(t)] <

0., 0y, 01, Cy sont des constantes positives, indépendanies de la fonction ¢.

6. IX. 1958. W. Pogorzelski (Warszawa), Probléme généralisé de
Hilbert pour les arcs mon fermés (voir Annales Scientifiques de 1'Heole
Normale Supérieure 75 (1958), p. 201-222)
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7 —

Probléme généralisé de Hilbert pour I'ensemble L des arcs non fer-
més consiste en détermination de fonctions @i(2), ..., B,(?) holomorphes

en dehors des coupures I = Z‘a b,, dont les valeurs llmlbes D (1) ob B (1)

e 3

des deux cbtés des coupures vérifient un systéme d’équations
6) O =&MW () +F, 1, B (1), ..., PI(T), Pr(), ..., Py (1)]

(» =1,2,...,n) en tout point intérieur ¢ L. On suppose que les fonetions
G, (t) # 0 sont définies dans Pensemble L et les fonetions F,[f, 14y, ..., ty,]
dans la région

tel; |uglell (a=1,2,...,m),

IT désignant tout le plan de la variable complexe. Les fonctions données
G, et F, vérifient les inégalités

|G (8)— G {ty) | < Kglt—tl",

m
(7) B8, gy ooy ton)| <mip D) |a0)"+
a=l
an
[ By () Ugy ey Uan)— Ty (8 05 0y Ugy)| < kF[‘t*t’]u“{“Z fra = 3] 1.
=1

En outre on demande que les fonctions @,(z), ..., @,(2) soient de
classe h(y .vey Oy c’est-a-dlire qu’elles soient borndes aux voisinages
des extrémités distinguds o, -.., teyy ©F qu’elles vérifient les indgalités

congt
m (D<o <)

125(2)] <
aux voisinages des autres extrémités.
Le probléme est réduit & la résolution du systéme d’équations singu-
liéres non linéaires de la forme

[t Ty 01(7)y -y Pun(7) ] A
T—1

@ (1) = F [ty 91(8); -y Panl ]+!

(r=1,2,...,2n). On a démontré P'existence de la solution par Vappli-
cation du théoréme de Schauder sur le point invariant d’une transforma-
tion. La solution existe si le coefficient %p est suffisamment pebit.

6. IX. 1958. 'W. Zakowski (Varsovie), On a generalization of the
derivative (voir W, Zakowski, Operacja potegowa o wykladniku zespolonym

% réwnamia operatorowe, en polonais, Binletyn Wojskowej Akademii Tech-
nicznej 39 (1958), p.49-64).
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T consider the operation

(t—7)7totD
¥ DY = ;,f I(—ow)

(r)dr for Rew <0,

DD (1) for n—1 < Rew <mn,

which is said to be a derivative of complex order o, and I prove that it is
a holomorphic function of w for every fixed ¢ > 0 and a continuons function
of the variables w = a+ 18 and ¢ for i > 0.

I prove that for 0 < Rew < 1 the operation mentioned aboye fol-
lows from the Laplace transform and Duhamel’s integral formula.

I show that it can be developed in & convergent series

_ 10 .

D710 = I' (n+1— w)

if f(¢) has derivatives of all natural orders and if & suitable rest converges
to zero.

I prove that the period of the function 7(¢) is the quasiperiod for the
function (1) if Rew > —1. I examine the equation D*f(f) = h(f) where
18 & real number, k(%) is a given function and f(¢) is the unknown function;
I consider the number of solutions and I prove their quasiperiodicity,
when. k(t) is a periodic function and a < 1. For k() = gin¢ the solution
may be expressed by non-elementary functions

T T
fsinu“d/u, feosu””du, z>1,
0 (]

i. e. by generalizations of Fresnel’s infegrals.
I introduce an equation of more general form

P(e, 1(@), D), -, DOf(H)) =

where f(¢) is the unknown function and ,,..., , are given complex
numbers. This equation may be treated as a generalization of the Abel’s
integral equation and of the differential equations.

6. IX. 1958. D. Przeworska-Rolewicz (Varsovie), Sur les égua-
tions intégrales singuliéres dans le plan de la variable complexe.

Oette communication concerne les propriétés d’une intégrale au sens
de la valeur prineipale de Cauchy et I’application de la méthode des appro-
ximations successives aux équations intégrales singuliéres suivantes:

w(t) —*lf K[t T, u(t)]d-r
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ot I désigne un are régulier sur le plan de la variable complexe (ou bien
Pensemble fini des ares réguliers et digjoints), u(f) désigne la fonetion
inconnue et intégrale a le sens de la valeur principale de Cauchy.

Tous les résultats présentés dans cette communication sont contenus
dans les travaux suivants de lauteur: :

1. Sur Dapplication de la méthode des approzimations successives
& Véquation imiégrale & forte singularité, Annales Polonici Mathematici
(sous presse),

9. Btude des systémes déquations intégrales pom les arcs mon fermés
par la méthode des approvimations successives, Bulletin de 1’Académie
Polonaige des Sciences, Série des sciences mathématiques, physiques ef
agtronomiques, 6 (1958), p. 697-703,

3. Remarque sur un résultat de Kropatchev, ibidem (sous presse),

4. Sur Pintégrale de Cauchy pour Vare fermé o Vinfini, Annales Po-
lonici Mathematici (sous presse.)

6. IX. 1958. R. Leitner (Warsaw), Non-linear Riemann problem
for a system of functions (voir R. Leitner, Nieliniowe zagadnienie Riemanna
dla uktadu funkeyj, en polonais, Biuletyn Wojskowej Akademii Technicz-
nej, Prace Matematyczne, XXXIX (1958), p. 3-16).

The Author considers the non-linear Riemann problem for several
unknown funetions: to find a system of » functions

(2 =u(z,y)+ivle,y), »=1,2,..,n

holomorphic in the circle |2| <1 and continuous in [¢] <1 satisfying
the boundary conditions:

a,(8)%,(s)+b,(8)v,(8)
A 2w
= 2D, (s, uy(8), ..., Va(3)) +—§;—f¢,(s, by ug (1), ...y V(1)) dty
0

where a,(s),b,(5), D, (8, Uy, Uy, VyyeoyVp) BOA §,(8,8,Uyyeeny iy Uiy orey V)
are real funetions given on the euole z = ¢* and satistying the Holder-
-Lipschitz conditions, and A an arbitrary real number.

Generalizing the ideas given by A. I. Gusseinov (%) the Author
reduces this problem fo a system of singular integral equations:

A 21
Uyls) = A, (s, Usls), ooy Val®)+ 5= [0fs,ty Oult), o, Vald)
o

(") A. H. Tycetinon, O6 odnol neauneiinoti spanuuiol sadave meopui aHammi-
ueckuz Byrryud, Marematuieckuit CGopuur 26 (1950), p. 237-246
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where
1 §—0
V,(0) =< [ U.(6)etg " ae.
2 J 2

The Author proves the existence of a solution of this system for suffi-
ciently small values of A, using the Schauder theorem about invariant
point in funetional space.

Z. Rojek proves the existence of the unigque solution of this problem
for gufficiently small values of A using the method of successive appro-
ximations, under assumption that ¥ (s, U,,..., V,,) and y,(s,t, Uy,..., Va)
are real functions given on the circle z = ¢* periodic with respect to
s and 7, continuous fogether with their derivatives, which satisfy the
Hplder-Lipschitz condition.

6. IX. 1958. F. Leja (Cracovie), Problémes & résoudre posés & la
Conférence.

1. Probléme de quatre limites. Soit E un ensemble compact de
points du plan de la variable complexe 2 et ™ un systéme de n -1 points
différents quelconques 2,,2;,...,2, de E ol n > 1. Posons

Z—2p

By = () = pour ¢ #k,ay=1, {=0,1,...,n,

&7
et désignons par 4,(2), B,(z), 0,(2) et D,(2) les bornes inférieures respec-
tivemens des expressions

A = T [Jlaal,  Bie, &) =max [ ] \aasnd

[ I ]

C(z,2™) = max n laiwl, D{z,s™) = maxn @],

) k=0 ® =0

lorsque, le point z et le nombre »n étant fixds, les points du systéme =™
varient arbitrairement dans F. On sait (13) que si le diameétre transfini
de I’ensemble B est positif les suites

{An(@"0), {(By(@)'™,  {Cu(@)™, {Da(2)™)

() Cf. F. Leja, Sur certaines limiles relatives aux polynomes de Lagrange et
aux ensembles fermés, Bulletin International de 1’Académie Polonaise des Sciences et
des Lettres, Série A, 1933, p.281-289, F. Leja, Sur les suites de polynomes,
les ensembles fermés et la fonction de Green, Annales de la Société Polonaise de Mathé-
matigque 12 (1933), p. 57-71, et F. Leja, Sur une suite de fonctions lide aux ensembles
plams fermés, ibidem 13 (1934), p. 53-58.
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convergent dans le plan entier vers certaines limites finies 4 (2), B(2),
0(z), D(z) dont A(z) et B(2) sont identiques. Prouver que ces quatre
limites sont identiques ou bien que cette assertion est fausse.

2. Probléme de DPunicité. Soit B un ensemble compact de points
de l’espace R & trois dimensions, p un point variable dans R et py, pay ..., pp
un systéme de » points quelcongues de R. Désignons par |pg| la distance
cartésienne des points p et ¢ de R. Démontrer que, pour tout » = 1,2, ...,
il n'existe qu'un seul systéme de n Points ¢, ¢ay ..., ¢n de l'espace B pour

lesquels )
n n
. 1 { . 1
min 2 e = RUP 1§ Min Z ——————
PR e [Pl ByePpeB DB [Pl

h=1

ou bien prouver que cette assertion est fausse.

3. Probléme de trois suites. Soient I, et B, deux ensembles com-
pacts disjoints de points du plan et 5y, 7z, ..., 7, un systéme de » > 1
points de la somme HE,+H, pour lesquels le produit des distances
mutuelles

V(% Mayevey i) =" n |1~ ")

1Iihosn
est le plus grand. Supposons que parmi les points 7y, %a, ..., 7, dits
points extrémaus de ensemble H,+ F, du rang n, p = u{n) points ini-
HAUX 2y, 7). . ., 7, Appartiennent & ensemble B, et v = n— u(n) points

restants 7,,1,..., % & Hy et que pour n suffisamment grand u > 1 et
» > 1. On sait que’la suite ‘

[V (05 2y - %)]z/n(n_l): n=2,3,...

converge vers le diamétre transfini de l'ensemble H,--H,. Démontrer
que lorsque » tend vers linfini les trois suites

{V(."h, Tt 77#)2/#(”_1)}’ {V(ﬂm—l, ey ’7»)2"’("_1)},
1 y . Yuy
{TT TT 1ms—med)™}
t=1 l=pt1
convergent elles aussi ou bien montrer gue cette assertion est fausse.

4. Probleéme de monovonie. Soit n un nombre entier, n>>2, p, Py, ..., 0n
un gystéme de N = ("1%) points queleongues du plan (ou de l’egpace de
deux variables complexes a et y) et (@4, ¥x) les coordonnées dun point
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Pry, ¥=1,2,..., N. Désignons par V, la valeur absolue du déterminant
d’ordre N dont la %-iéme ligne est

n =1 7 n—1 n—% EE 2 2
(%) |y D% Yry oo Yy T 2Tk Yry es YE 5 eevs Bhy Oulier Yiohs Yy 1]

et soit V,_, le plus grand des modules de tous les déterminants que I’on
peut obtenir du déterminant (x) en rayant de ce dernier n-+1 colonnes
initiales et »-1 lignes queleconques. Démontrer 1’inégalité

plC8) L plC3) pour  m>2

ou prouver qu’elle est fausse.
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