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SUR UNE INTEGRALE
PAR

J. S. LIPINSKI (£0DZ)

Soit f(#) une fonction continue dans 'intervalle 0 < # <1 et suppo-
nl2

sons la fonction F(f) = [ f(¢sinu)duw nulle pour tout ? de Vintervalle
0

0 <t <1 Comme I’a montré E. J. Mc Shane ([1], p. 138), il résulte
de ces hypothéses que 'on a identiquement f(#) = 0 pour 0 <1,
8. Golab [2], » posé la question suivante: le résultab de E. J. Mc Shane
peut-il &tre généralisé en remplagant la fonction sinu (0 < u < x/2)
par une fonction croissante arbitraire ¢ (u) (¢ <% < b, p(a) = 0, p(b) =1)7?
Je vais montrer que la réponse est négative, méme si 'on fait I'hypo-
thése supplémentaire que la fonction g(u) soit continue (théoréme 1).
Ce fait suggére le probleme suivant: quelles sont les hypotheses qu’il
faut faire sur les fonctions f(z) et ¢(u) pour que lidentité

b
(1) F(t) = [fltp(u)ldu =0 pour 0<t<1

(f(#) continue pour 0 <& <1, ¢(u) croissante, (@) =0, p(b) =1)
entraine 1’identité

(2) fl#) =0 pour O<w<<1?

Je vais donner des conditions suffisantes pour que (1) implique
(2) (théordmes 2 et 3) et formuler un probléme ouvert. La démon-
stration du théoréme 3 suit celle que Me Shane a ufilisée pour la
fonction sinu, elle est pourtant un peu plus générale et comble une
lacune dans la démonstration de Mc Shane qui avait laissé de cbté
le cas ol t, = 1.

THEOREME 1. Il ewiste des fomctions f(x) comtinues et défimies pour
0 <2 <1, ne Sannulant pas identiquement, et une fonction @(u) continue,
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croissante et définie pour 0 < u << 1, telles que p(0) =0, (1) =1 o

F(t) = [ fltp(w)]du =0

pour tout t de Uintervalle {0, 1).

Dém.onstmtion. Je définis la fonetion f(x) pour } <2 <1 de
telle maniere qu’elle soit continue, non nulle en un point aun moins, et que
f(3) = —3(1). Pour 27" <o < 27" (n = 2, 8, ...) je définis f(x) par la
formule de récurrence

@) f@) = —1f(2a).

Enfin, j’admets f(0) = 0. La fonction ainsi définie est continue dans
tout lintervalle {0,1) et elle n’y est pas identiquement nulle.

Je définis ensuite la fonction ¢(u). Soit @(0) =0, (2™ =2~
@(27"3716) = 27 (n =1, 2, 3, ...). Dans les intervalles (27, 2“”3”15\’
of (27375, 9™ je définis ¢(u) comme fonetion linéaire, soit ’

p(u) = 27" 3y — 2™

pour wed27", 2773715,

@(u) = 27"3u— 23" ue{27"3715, 217"y,

pour

© lLa. fonction ainsi définie est continue et croissante dang l’intervalle
s 1),
Qaleulons 1’intégrale

2—n3—1;5 g-n3—lg
L= [ flewlaw= [ f@ " 'Stu—2"""Y)du.
2" 2—n

En faisant la substitution w = 2371+ 1s+2""3"! nous surons

2—2n+2y
Iy = 2371

2—2n+1y

En tenant compte de (3) nous obtenons

F(22s)ds.

3—2n+2,
I,, = —2"371! F(s)ds.
2—2n 41y
En calculant I'intégrale
21-.—71, 9l—n
L= [ fltg@]lde = [ @ "3tu— 25"ty du
2—ng~1g 2—7n3—1lg
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% Paide de la substitution u == 2""137'¢"'s+2"""37" nous aurons I, =
= —I,;. Puisque

al—n
[ flp(wlds = I+ Tz = 0,
on a o n
[tpeian = D) [ jliplw)lde = 0.
0 =1 g—n

Remarquons que les fonetions définis dans la démonstration du théo-
réme 1 sont, dans une forte mesure, arbitraires. En particulier, elles
peuvent étre différentiables dans Vintérieur de Iintervalle 0, 1). I suffit
pour cela de définir f(z) dans Dintervalle ¢%,1) de telle maniére qu’elle
soit différentiable dans Iintérieur de cet inftervalle et qu’aux extrémités
de Vintervalle ses dérivées & droite et & gauche soient nulles. Au point
0 les fonctions f(z) considérées dans le théoréme 1 n’ont pas de dérivée
% droite. En rapport avec ce fait le probléme suivant reste ouvert:

P 280. Supposons que la fonetion (), définie et continue dans
lintervalle <0, 1), posséde au point 0 une dérivée & droite. L’identité
(1) entraine-t-elle pour de telles fonctions l'identité (2)?

Tne réponse affirmative & cette question est donnée dans un cas
particulier par le théoréme 2.

En vertu du lemme suivant, le point 0 est un point d’accumulation
des zéros de la fonction F(w). Si done la fonetion f(x) a au point O une
dérivée & droite, celle-ci est nulle.

Levwe. Seit f(z) une fonction définie et continue dans Dintervalle
0 < o<1 et p(u) une fonction croissante dans Dintervalle & <u < b,
@(a) =0, p(b) =1, et supposons Videntité (1) vérifiée par ces fonctions. Le
point 0 est alors un zéro de la fonction (@) et un point & accumulation & droite
des zéros de cette fonction.

Démonstration. Supposons que 0 ne soit pas un point d’accumu-
lation & droite des zéros de la fonection f(z). Il existe donc un point o4
(6 < @, < 1), tel que dans lintervalle 0 < & < #, il n’existe pas de zéros.
Puisque la fonetion f(w) est continue, les valeurs qu’elle admet dans cet
intervalle ont un signe constant. Supposons f(z) > 0 pour 0< o <@y
Si Pon avait f(#) < 0 la démonstration serait pareille. Pour o < u <b
on a 0 < () <. Il en résulbe que pour les mémes valeurs de
Pinégalité f[z,p(uw)] > 0 est vérifiée. Nous obtenons finalement

)

F(z) = [ flop(u)ldu > 0,


GUEST


70 J. 8. LIPINSKI

en contradiction avec (1). Par conséquent 0 est un point d’accumulation
des zéros de Ia fonction f(w) et, celle-ci étant continue, le point 0 en est
aussi un zéro.

TEEOREME 2. i la fonction réelle f(x) est analytique dans Uintervalle
fermé 0 < & < 1, p(u) est une fonction croissante pour & < u < b, p(a) = 0,
o(b) =1, el si ces fonotions satisfont & Didentité (1), Videntité (2) est wvérifide.

Démonstration. La fonction f(z) est analytique dans un intervalle
ouvert (a, f) contenant l'intervalle {0, 1). Bn vertu du lemme é6abli
auparavant, le point 0 est un point d’accumulation des zéros de la fonetion
analytique f(#) appartenant & lintérieur de lintervalle (a, 8). Il en ré-
sulte que la fonction f(x) est identiquement nulle et, par suite, identité
(2) est vérifée.

TutoriEME 3. Soi f(z) une fonction continue, définie pour 0 <o <1,
et @(u) une fonction croissamte concave, o’est-a-dire satisfaisant & Vinégalité

(4) o (u) +o(un)] < ol (us+ud)l,

définie dans Dintervalle o < u < b et telle que @(a) = 0, p(b) = 1. S¢ Viden-
tité (1) est vérifide, Videntité (2) Vest aussi.

Démonstration. Il résulte de (4) que la fonetion ¢(u) a en tout
point de I'intervalle a << % << b une dérivée & gauche ¢~ (u) et une dérivée
3 droite ¢T(w) ainsi que les dérivées correspondantes aux extrémités de
cet intervalle. Pour u; << u, on a l’inégalité

o (w) = ot (ug) = @7 (us) = 0T (u,) =0

Si p(%) & un point de discontinuité, celui-ci ne peut étre que le point a.
Posons f = lim ¢@(u). Evidemment 0 < § < 1. La fonction p(u) est erois-

U—>a+0
sante, done la fonetion inverse w = ¢ ~'(x) existe. Définissons la fonction
(@) (0 <2< 1) en posant y(z) =a powr 0o <P b p(a) = ¢~ (a)
pour 8 <z < 1. La fonction ¢(s) est non décroissante, elle admet au
point 0 une dérivée & droite et en tout point de Pintervalle (0, 1) une
dérivée 4 gauche et une dérivée 4 droite, et on a
(5) 0 <y () <phie) < v (m) < phia)

pour @ < @,.

Entin, la fonction v (z) est différentiable partout et absolument continue.
La fonction F'(?) peut &tre mise sous forme d’une intégrale de Stiel-
tjes-Riemann:
1

F(t) = [ f(tw) dy(a).

0
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La fonction p(z) étant absolument continue dans Tintervalle {0, 1)-
on peut utiliser la relation bien connue entre lintégrale de Stieltjes-Rie-
mann et celle de Lebesgue et écrire

1
(6) P(t) = [ i)y’ (m)ds = 0.
0
En mettant ¢ = 0 dans (1) nous obtenons
(7 f(0) = 0.
Posons
11 1
(8) gty = [1(mdx = [if(ts)ds
0 0
et
1
(9 ; o) = [a7 glw)dy(a).

0
L’expression z~'g (tz) est le produit du nombre ? et de la valeur moyen-
ne de la fonetion f(#) dans Pintervalle (0, iz). Si Pon admet, pour z = 0,
27 g(iw) = f(0)t = 0, Vexpression @ 'g(te) représente une fonction con-
tinue dans Vintervalle 0 < # < 1. Par conséquent Pintégrale (9) existe.
De (8) il vient

11
o = [ [t (tws) ds dy (@) 1f (tws) dsy’ () do
e 0

I

(10)

tf (tws)y' (@) ds d.

11
i
11
-1l
Ta fonction i-f(izs) est continue dans lecarré 0 <s <L 0K < 1
La fonction 4’ (%), en tant que dérivée d’une fonction absolument conti-
nue, est sommable, donc il en est de méme de la fonction t-]‘(ta?s)‘w’ ().
En appliquant & infégrale double dans (10) le théoréme de Fubini nous
AuUTONs

o =tf [ #(tws)y (2) dwds.

D’aprés (8) on &
1
o) = th(ts)ds =0.

0

(11)

Supposons que (2) n’ait pas lieu au moins en un point_f(w) 7":0.
Alors il existe un point ¢ tel que g(#) # 0. En changeant au besoin le signe
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de la fonetion f(#) — ce qui ne restreint pas la généralité du théoréme —
on obtient

—p =mintg(f) = t37g(t) < 0.

ost<l
Posons
(12) h(t) = g(8)+ ui;
alors
(13) h(t) =0, h(f) =0.
Posons ensuite ‘
(14) & (1) =f1m_1h(tm)d1p(aa).

De méme qu’on I'a fait plus haut pour la fonction O (¢), on peut con-
stater que l'intégrale (14) existe. En vertu de (12) et (11) on a:

1

o) = [a ™ g(to)dy(2)+ ut [ Ay (@) = O)+ut(b—a) = ut(b—a).

0

Considérons le cas ol £, < 1. Nous avons alors, pour ¢ > 7,

O(t)—D(t) = p(b—a)(t—1),
done
(15) Ot (ty)) = u(b—a) > 0.

D’aprés (14) on a
1

Dt) = [0 h{t)dy ().

[

En transformant I'intégrale de Stieltjes-Riemann en intégrale de
Lebesgue on obtient
fyt1

1
B(ty) = [27 hity2)y' (@)do = [ s7h(ts)y’ (15 s)ds.

De 14 on déduit
1
(16) D(t)—D(ty) = f s h(ts) [y’ (s) — v (115 s]ds -+
o
1

+ [ s h(ts)y' (s)ds.

tgt—1
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Comme s < #y's, il résulte de (5) que la différence des dérivées entre
crochets est non positive. Vu (12) et (13) nous avons

h(tw) = h(iz)— h(t) = g(t0) —g(lo) + p(tr—1k).

En vertu de (8) nous avons, pour 7', <x <1,

tx
0 <h(to) = [ flx)dvtplto—to)
i

< [max () -+ pl(ts—1t) < [max f(@)+plt—t)-
<<zl Bt N
De la on tire, en tenant compte de (13) eb (3),

1
0< [ 57 hits)y' (s)ds < t7e[max (@) + ul(t—t0) [p(1) — (et )]
i~ N i<zl
Par conséquent
1

! f s~ h(ts) 9’ (s)ds <ty e[ max f(a)+ ullp(l) = (tt )]

o<1

Puisque Lim [p(1)—yp(4t™")] = 0, le quotient de la seconde intégrale
=)

dans (16) par t—1, tend vers zéro avec t—7%,. La premiére des intégrales
dans (16) est non positive, son quotient par ¢—1, est done non ‘positif.
En divisant les deux membres de Pégalité (16) par t—i, et en passant
3 la limite pour f—»{,, nous aurons &F (%) <0, en contradiction avec
1a formule (15).

11 reste 3 étudier le cas olt (@) 5 0 et {, = 1. Il existe alors un point
t, tel que ;7 'g(¢) > 0. En effet, supposons que l'on ait 17 1g(t) < 0 pour
tout ¢ La fonction ¢ 'g(f) étant continue, l'ensemble H [z g(z) < 0]

x

contient un voisinage & gauche du point 1 que nous désignerons par

(&,1). Pour é<ao <1l on a
1

an z7'g(2) = [f(as)ds < 0.
o
Pour les valeurs restantes de «# on &

1
(18) [ flas)ds < 0.
0 N
La fonction w(x) étant monotone, il existe un voisinage & gauche
du point 1, soit (7, 1), dans lequel dyp/dz > 0. Aux autres points de l'inter-
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valle <0, 1> on a évidemment dy/dx > 0. Posons w = sup (£, n). En vertu
de (10), (17), (18) et (5) nous avons

11 11
O) = [ [flas)dsy’ (@)dw < [ [Has)dsy (a)dw < 0,

en contradiction avec (11). Ainsi, en supposant pour #, = 1 l'inégalité
g (t) < 0 vérifiée pour tout ¢, nous avons été amends & une contradiction.
Par conséquent la fonction ¢ 'g(t) admet dans intérieur de ’intervalle
<0,1> un maximum positif. Posons f*(2) = —f(z). La fonction ¢*(z)
= —g(#) qui correspond & la fonction f*(z) admet dans Dintérieur de
Pintervalle ¢0,1) un maximum négatif. Comme nous l’avons montré,
1a fonction f*(x) est alors identiquement nulle et il en est de méme de lﬂL
fonction f(z). ‘

TRAVAUX COITES

[1] T. Bonnesen und W. Fenchel, Theorie der konvexen Kérper, Berlin 1934.
[2] 8. Golab, P 40, Colloquium Mathematicum 1 (1948), p. 240-241.

UNIVERSITE DE £0DZ

Regu par lo Rédaction le 10. 3. 1958

COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. VII 1959 FASC. 1

UNE REMARQUE SUR LA PROPRIETE DE WEIERSTRARSS
PAR

H. FAST (WROCLAW)

Nous disons qu’une fonetion réelle f(w), définie sur la droite entiére
ou dans un intervalle, satisfait & la condition W (*) (f(x) <W), si T’ensemble
des valeurs admises par f(z) dans un intervalle queleonque (z', ") con-
tient tous les nombres entre f(z') et f(z).

Soit F(x,y) une fonction réelle arbitraire définie sur le plan entier.
Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Taforing. I ewiste une fonction réelle wu(w) définie swr la droite
entiére telle que la fonction F(x, yo)+u(w) satisfail & la condition W pour
chaque v, fixé.

Démongtration. Définissons deux fonctions g(z) et h(z) de la
maniére suivante: pour un nombre z dont la partie fractionnelle z— [#]
a un développement dyadique de 1a forme

m k3 b4 4

(1) 0, 6e8,ay ... 0;,011...1011...1011 ...1011...10b,0b, 00,0050 ...
(@;, 5, =10,1;¢ >2;k,m,n,p =0

posons
g(@)—(m—mn) = 0, bb3bsbs ...,

h(@)—(p—q) = 0, bobabybs ---

Pour les autres valeurs de » posons g(z) = h(z) =0. Ainsgi, les fonc-
tions g(@) et h(z) sont bien déterminées, puisque, évidemment, le déve-
loppement (1) détermine d’une maniére unique la suite by, by, bay bsy .-
et les nombres m, n, P, 4.

TEMME. Pour tout nombre y et pour tout intervalle (w1, x,) Pensemble
Rg™ (y) ~ (1, @,)) contient tous les mombres réels.

() dite propriété de Weiersirass ou propriété de Darbous.
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