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Sur les systdmes d’équations intégrales singuliéres
pour des lignes fermées

par

D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ (Varsovie)

Introduction

Soit I'équation intégrale non linéaire singuliére de seconde espé-
ce:

0 )_ZfK[t U]

H

olt L désigne un ensemble fini de lignes fermées et disjointes dans le plan
de la variable complexe, admettant une tangente continue en tout point.
L'intégrale a le sens de la valeur principale de Cauchy, u(f) désigne la
fonction inconnue.

A. Gousséinov [2] a démontré P’existence et l'unicité de la solution
de Péquation (i) en supposant que L est un segment de P’axe réel et que
1a fonction K admet une dérivée K, vérifiant la condition de Lipschitz.

'W. Pogorzelski [7] & régolu 1’équation (i) par la méthode des appro-
ximations successives en supposant la fonetion K holomorphe dans une
bande qui contient les lignes L. Le méme auteur [8] & démontré 'existence
de 1a solution de 1’équation (i) en supposant que la fonction K vérifie
la condition de Holder-Lipschitiz.

Dans le présent travail nous étudierons les systémes finis ou infinis
d’6quations intégrales singulitres de la forme (i). On peut considérer un
tel systéme comme une équation opératoire dans un certain espace du
type By, notamment sous forme de I'équation (i), olt K désigne une fon-
ction qui prend les valeurs d’un espace X du type B,, définie pour ¢, veL
et ueX, ou de Péquation plus générale

(i) ult) = 221 1,u(0), ¢ fM]
i 7—1
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olt M(t,u,v) est une fonction non linéaire de trois variables, qui prend
les valeurs d’un Bj-espace X.

La premiére partie rappelle les notions e les théorémes de L’Ana-
lyse fonctionnelle qui seront nécessaires pour les considérations ulté-
rieures.

La seconde partie contient la définition de l’intégrale de Cauchy
dans les B,-espaces et ses propriétés (sans démonstration), en outre elle
contient les définitions de certains espaces spéciaux qui interviendront
dans les considérations ultérieures.

Dans la troisiéme partie on fait 'étude des équations (i) et (ii) dans
un Byespace de Montel et on démontre l'existence de leurs solutions par
la méthode du point invariant de Schauder.

Dans la quatriéme partie on étudie les équations (i) et (ii) dans un
B-espace et on démontre, en supposant que les fonctions K et M vé-
rifient des conditions supplémentaires, qu’on peut résoudre ces équa-
tions par la méthode des approximations successives.

Dans la cinguiéme partie on définit certaines classes d’opérations
vérifiant les conditions supplémentaires, données dans la quatriéme
partie, et on étudie leurs propriétés.

1l faut signaler que de nombreux problémes limites pour les fonctions
analytiques conduisent & des équations intégrales singuliéres de la forme
(i) ou (ii). Les équations de la méme forme sont aussi considérées dans
la théorie de 1’élasticité et dans 1’aérodynamique.

I. Notions et théorémes auxiliaires

Soit 1’espace linéaire complexe X. Toute fonctionnelle d’un element
2eX, non négatif et subadditif est appelée pseudonorme et on la désigne
par |lzj. La pseudonorme est homogéne si |Az| = |A]-|=|.

Llespace linéaire X est dit By-espace, si sa topologie est déterminée
par une famille dénombrable de pseudonormes homogénes |[z|™ (n =1,
2,...), e’est-d-dire si la suite 4, n’est convergente vers ¢ que dans le cas
ot pour chaque n on a fa, — o™ — 0. 81, en plus, cet espace est complet,
on Tappelle By-espace. Un By-espace est dit By-espace de Montel, si tout
ensemble borné dans cet espace est compact.

La pseudonorme |z est dite norme, si || = 0 n’a lieu que dans le
cas o & = 0.

Un espace X dont la topologie est déterminée par une norme (c’est-
a-dire la suite @, n’est convergente vers » que dans le cas oi |l — || — 0)
est appelé B*-espace. Si de plus cet espace est complet, on I’appelle B-espace.
Evidemment tout B-espace est un B,-espace,
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THEOREME DE SCHAUDER. Dans un Bjyespace toute transformation
continue d’un ensemble convexe, fermé et compact en son sous-ensemble,
admet au moins un point invariant.

THEOREME DE BANACH. Si, dans Uespace métriqgue complet X, une
opération A wérifie la condition de Lipschitz:

NAu,— Auy|| < qlius—ual] (0 <@g <1)

Déquation u = Au admet une solution unigue qui est la limite de la suite
des approximations SucCCessivEs

u = lim du,, o

N—>00

Uy = AU, (m=1,2,..))
(u, est un élément de Despace X fiwé arbitrairement).

Soit Popération U non linéaire définie dans I’espace X. Si, pour tout
heX, il existe une limite

Jim Ulz+rh)— Ul(z)

-0 r

(r désigne un nombre réel), on dit que l'opération U admet une différen-
tielle faible (GAtean) an point z et on désigne cette différentielle par dg U, (h).

8i pour tout heX Dégalité suivante est satisfaite,

oo ele, M)
Uz+h)— U(z) = dg U (R)+a(z, h), ol lm—————=0,
. nso Bl

et si Popération dp U, est lindaire (au sens des nombres réels), on appelle
dp U, différentielle forte (Fréchet). §il existe une différentielle forte, alors
il existe une différentielle faible qui est égale & la premiére.

THEOREME A. Si, dans un ensemble ouvert, il existe une différenticlle
faible, dépendamt d*une maniére uniformément continue de x et d’une ma-
niére continue de b, il existe une différentielle forte et elle est égale & la pre-
maiére ([4], p.303).

Soit k() une fonection dérivable de la variable réelle ¢, qui prend
les valeurs du B-espace X; alors la formule suivante est satisfaite:

AL UR(t)]

(*) = A Uny [B' (8)1.

II. Intégrale de Cauchy et ses propriétés

1. Soit un ensemble fini L des lignes fermées et disjointes dans le
plan de la variable complexe, qui ont une tangente confinue en tout
point. Soit un By-espace X arbitrairement fixé.
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Désignons par H” Despace de toutes les fonetions «(f) prenant des
valeurs de Pespace X, qui satisfont pour ¢, ¢;eL la condition de Holder
relativement &4 chaque pseudonorme

(CY I le@®—-a)M< aqlit—t* (n=1,2,..)

(cE sont des constantes positives arbitraires, 0 < u <1 est fixé arbitrai-
rement pour tout l’espace). Posons

[l () — & (2) ™

hy(z) = sup TR—.T
4

sh(w) = sup ()],
teL 4ty

L’espace H* sera un By-espace, si nous admettons la suite des pseudo-
normes suivante:

2) llz) " = st (@) + 12 (a).

Nous désignons par H*’ ’espace de toutes les fonctions (¢, 7) pre-
nant les valeurs de 'espace X, qui satisfont pour ¢, ¢,t,t'«L & la con-
dition de Holder relativement & chaque pseudonorme:

3) lo(t, D) =2, ¥)® < G~ +[r—7"] (0 =1,2,...)

(cn sont des constantes poritives arbitraires, 0 < u < »< 1 sont fixés
arbitrairement pour tout 1’espace). Posons:

sp”(#) = sup |l (t, 1),
txel

3 () — lo(t, ©)—w (¢, 7)™
" el B—tP+|r—7[F

Llespace H™ sera un By-espace, si nous admettons la suite des pseu-
donormes suivante:
(n) v v
[ollgme = si” (@) + by ().

2. Nous appellerons valour piincipale au sens de Cauchy la limite
suivante pour la fonction #(#) prenant les valeurs de I’espace X:

lim f a(v)de (<L),

50 T—1%

L,

ol Iarc I, est la partie des lignes L qui est contenue & Pintérienr d’un
cercle de centre ¢ et de rayon e, ot nous la désignerons par

f z(z)dr

4 7—1
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THEOREME 1. 8% la fonction x(t)eH* et teL, la fonction z(1) est
intégrable au sens de Cauchy.

La démonstration du théoréme est évidente.

THEOREME DE PLEMELJ-PRIVATOV. 8% #(f)<H", la fonction définie
par Vintégrale de Cauchy

a(l) = fw(r)dr

2 T—1

(teL)

appartient & Vespace H*.

11 résulte de la démonstration de ce théoréme gu’on peut le formuler
de la manidre suivante:

THEOREME 2. 8 w(t)eH*, alors z(f)eH* e hi(z) < Dhi(2)
(mn=1,2,...), ot la constante D ne dépend pas de la fonction x sous le
signe de Vintégrale.

THEOREME DE PLEMELJ-PRIVALOV GENERALISE. 8¢ a(f, ©) e H"', alors
la fonction définie par Vintégrale de Cauchy

i fm(t, 7)dr (te)

T—1

appartient & Vespace H™.

De méme que précédemment nous obtenons le

TEEOREME 3. 8i x(t, ©)eH™, dalors z(l)eH el hh(x) < Dy (),
ot la constante D ne dépend pas de la fonction x(t, 7).

IIl. Equations intégrales singulitres dans les By-espaces

1. Désignons par X un Bjyespace de Montel (voir p. 248) avec la suite
des pseudonormes [jz]™. Par Ox nous désignerons ’espace de toutes les
fonctions continues () pour teL qui prennent les valeurs de Pespace X.
Cx est un B-espace de Montel, si nous admettons la suite des pseudo-
normes suivante:

el = sup o @) = sh(z).
el
Considérons dans ’espace Cx un ensemble Z déterminé par les iné-
galités: )
(8 e @)* < Rn,

(69 Tu@) — (@) < wt—1)*  (n=1,2,...).


GUEST


252 D. Przeworska-Rolewicz

R,, #, sont des constantes positives arbitraires, qui ne sont pas
fixées pour le moment, 0 < u < 1 est fixé arbitrairement pour tout
T'ensemble Z. On voit que lensemble Z est convexe et fermé, en outre
Tensemble Z C H*. Nous énoncerons sans démonstration — celle-ci
étant bien connue — le théoréme suivant:

THEOREME AUXILIAIRE 1. L'ensemble Z est compact dans Uespace Cx.

2. Soit une fonction K(#, v, §) définie sur ’ensemble L [t, veL;
I1E™ < R, (n =1,2,...)], prenant des valeurs de Pespace X et satis-
faisant & la condition

6) K@, H—KF, 7, )"

o0
<ha[lt—trHle—v1+ Y = £19] (0 <p < <135>0),
=1
ol les constantes positives a,; sont telles que les séries suivantes soient

convergentes:
00 oo

(6") Hop = Zanixi < o0 R(m = ZaniRi < too.

=1 i=1

THEOREME 4. St wu(t)eZ, alors Ku = K[t, 7, u(r)]<H"" et

h’;:,v [K'”’] < kn (1 + Z a'm:%i) < kn(l + xOn) .

=
La conclusion résulte immédiatement des inégalités (5') et (6).
3. Considérons ’opération intégrale singuliére

(7 AKu

y

L K[t, v, u(z)]dr
_llf T—1

qui transforme ’ensemble Z en un ensemble AKZ C Cx.
THEOREME 5. Pour que AKZ C Z, 1l suffit que Uon ait infy,, > 0, od
n

N S N
(9) -Dkn(1+ "On) ’ Ikn(l'{" 7‘0%)+ TES?L(I() ’
T=rp f _Tr‘ SE) = s K[t 7w (@]

tre Ly (M<R,,

(la constante D ne dépend pas de la fonction K) et que le paraméire 1. sa-
tisfasse & Vinégalité

(10) 1A < 1nfyn

Systémes d'équations intégrales 253
Démonstration. Des théordmes 3 et 4 il résulte que AKueH* et

WERER) < VDl (14 anor) < 12 Dl (1450,
1=1

En outre
. K[t o (7)— K[t
fu= | AR S0} Jf dr
7 T—1
d’otlt

l-r
st(&w) <kn(1+2amuz) [ =T +eati)

o (143 i) T+ 78 < (L wen) T4 7550).
i=1

Done, si les conditions suivantes, équivalentes & Dlinégalité (10),
sont satisfaites:
[ Eey D (14 #gn) < #n,
(12) \ m=12..),
(A B T (14 500) + 780 (K) < By,
et si infy, > 0 existe, alors 1KZC Z.
n

Remargue. Les nombres x, étant arbitraires, on peub les choisir
de telle maniére que I'intervalle de variation du paramétre {4 soit le plus
grand possible. On peut aussi augmenter cet intervalle par un choix con-
venable des constantes a,;, en conservant la convergence des séries (6)
(les constantes R, sont déterminées par la fonction K(¢, 7, £)).

THROREME 6. L’opération Ru est continue sur Pensemble Z.

Démonstration. Considérons une suite arbitraire {u,} convergente
vers u (4, UpeZ, m =1,2,...). Nous pouvons écrire:

K[t, v, u(t)— K[ 7, un(7)] P
T—1 i

Bu— Ruy, = f

i
= wi{K[t, t, w(t)]—[Kt, {, un (1)1}

_l_{fK[t, T, u(m) K[t b u®)]

2 T—1

T—1

_ fK[ty 7, Un(7)] —K 2,1, 1 (1)] dr}

L


GUEST


254 D. Przeworska-Rolewies

Ftudions la premidre différence [I,:

iy < D andlte ()~ (58

Pour un nombre arbitraire ¢ > 0 on peut choisir un nombre naturel
M, tel que

et un nombre naturel N, tel que

0

i &
il 2 gl 1) — 10 (D1 < 5
pour m > N,. Alors
e .
IT16% <gr som> ¥, (n=1,2,..).

Pour étudier la seconde différence I,, considérons un cercle 4 de
centre ¢ et de rayon r assez petit, pour que 4 ne contienne gqu'un seul
arc 7 des lignes I, et décomposons I, en deux sommandes: I, = Ip-+I; 7,
olt Pintégration s’étend sur Parc 7 et les lignes L—I. Pour m =1, 2, ...,
et aussi pour la limite, I'inégalité suivante est satisfaite:

“f Kt, v, U 'r)]_tK[t, ty U, (1) ]

kn(l'l‘Zw ani”i) f’l‘r__d‘f;]‘l:‘# < ‘2‘

si Tarc 1 est suffisamment petit, d'ou [Io[§) < e/2.

Dans Dintégrale IF~? le point ¢ est sxtué 4 Dextérieur du domaine
d’intégration, donc en vertu de la continuité de la fonction sous le signe
de D’intégrale on peut choisir pour ¢ (pour chaque ») un nombre naturel
M, tel que I < ef4, siom > M. Alors

Ko — K'um” <e 8om>max(N,, M) (n=1,2,..),
ce quil fallait démontrer.

TEEOREME 7. 8¢ Vopération K(t,t, &), définie sur Uensemble L,
satisfait & la condition (6) et si mfy,, > 0, il ewiste pour 4] < mf Vi OU TROTNS

(€0}
Cx

dr

une solution de Déguation 'mtégmle singuliére
(13) u(t) = AKu,
qui appartient & Uensemble Z.
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La conclusion résulte immédiatement du théoréme auxiliaire 1,
des théorémes 5 et 6 et du théoréme de Schauder (page 248).
4 Soit une fonction M(t, £, ) définie sur ensemble L*[teL; [|&5]™

s I0l®™ < B, (n =1,2,...)], prenant des valeurs de I’espace X et
samsfa,lsant 4 la condition

(14) M, & q)—M (', &, 7)™

<m[lt— 11+ Y bl €19+ D Gl —n10]  (n=1,2,..)
i=1 i=1

(0 <u<1;m,>0) (pour les constantes &,; et J,; nous admettons
les hypothéses (6')).
Considérons 1’opération

AMu = AM[t, u(t), oKu]

définie sur l’ensemble Z, ol l'opération Ku est définie par la formule (7)
et le paramséfre o satisfait & P'inégalité (10)(). L’opération 2 Mu transforme
l’ensemble Z en un ensemble AMZ C Cx.
THEORRME 8. Pour que AMZ C Z, il suffit que Pon ait infy), > 0, o
15) o= min[ - fn ;
mn{l+j§ [8ag7+ |0l 6ns DB (14 25) 1}

R, ]
el ?
iy [bn+- ;;1’ [6ns+ Il 87Tk (1+ #0g) + 7 [ ] 8587 (K) T}

1
ot b, = supl|t*+— | (0, 0, O)|™, et que le paraméire satisfasse & Uiné-
tL My,
galité |

(15) ) 4] < inty;.

La conclusion résulte immédiatement du théoréme 5 et de 1’iné-
galité (13), par analogie avec la démonstration du théoréme 4.

THEOREME 9. Lopération Mu est continue sur D'ensemble Z.

La conclusion résulte des inégalités dans la démonstration du théo-
réme 5 et de I'inégalité (14).

(1) L’hypothése (10) faite sur le paramsdtre g assure la convergence des séries
qui interviennent dans les considérations ultérieures.
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TuROREME 10. 8 la fonction K (1, T, &) définie sur Vensemble L sa-
tisfait & la condition (6), st la fonction M (%, &, n) définie sur Vensemble L*
satisfait & la condition (14) et si mfyn > 0, mfyn > 0, alors pour |o| < mfyn

et pour |A| < infy, il existe au moins 1une solumon de Déquation non l'memre
n

(16) w(t) = AM[t, u(t), oKul,
appartenant & Vensemble Z

La conclusion résulte immédiatement du théoréme
des théorémes 8 et 9 et du théoréme de Schauder.

auxiliaire 1,

1V. Méthode des approximations successives pour les équations
intégrales singuliéres

1. Dans la suite on désignera par X un B-espace. Kvidemment toutes
les notations, notions et théorémes concernant les pseudonormes, intre-
duits au chapitre II, sont valables pour la norme dans I’espace X. Il suffit
de supprimer dans toutes les formules I'indice n.

Considérons donc l'ensemble Z définie par les inégalités (voir (15)
et (15°)

(an (@) < R,
<

u(t)]

ol R, » sont des constantes positives arbitraires, qui ne sont pas fixées
pour le moment, 0 < x < 1 est fixé arbitrairement pour tout I’ensemble
Z. L’ensemble Z est un sous-ensemble de lespace H*.

Soit une fonection K (#, v, &) satisfaisant & la condition (analogue & 6)

1r) flee (8) — xlt—1'",

(18) K@, 7, &)= K@, v, &) < =t + v — 71"+ [ &[]

(0 < pu<v<1;k>0) sur Pensemble L[¢, veL; ||&]| < R]

Au théoréme 4 correspond le théoréme suivant:

THEOREME 4'. 87 u(t)eZ, alors Ku = K [t, v, u (7)) HY et b (Ku) <
< k(1+x).

Considérons lopération intégrale (7)

K[t, 7, u(r)]dr
lf T—1

qui transforme ’ensemble Z en un ensemble AKZ. Au théoréme 5 corres-
pond le théoréme snivant (la démonstration est analogue):

icm®
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THEOREME 5. Pour que AKZ C Z, il suffit que le paramétre A saiis-

fasse & Dinégalité suivante:

R
19 Al < min [ ]
(19) 1Al < e
Remarque. Le nombre » étant arbitraire (R est déterminé par la
propriété (18) de la fonction K), on peut le choisir de telle maniére que
le module |4] soit si grand que possible. Posons done

R
EI(L4%)+ns*(K)
La fonction ¢(x) est croissante, la fonction ¢(x) est décroissante,

done la plus avantageuse sera la valeur de x, telle que @(x) = p(),
d’olt nous obtenons

*®
kD(14%) " &I

p(x) = p(x) =

k3
kED(1+=x)’

RED— kI — 75" (K)+V [RkD — hI — s (K)) + 4%* RDI

(20) 3y = il

et le plus grand intervalle des valeurs possibles du paramétre 4 est
(20%) 1Al < 2,

ol

(20") 2 = p{ne) = (o)

2R
+V([RED—kI—ns*(K))+4k*RDI -

= RIED+ b+ ms0(K)

Dans les considérations suivantes nous admettons toujours gque

% = x,. Nous désignerons lI’ensemble Z correspondant a cette valeur
par Z,.

Si 1a fonetion K (f, 7, £) définie sur Pensemble I satisfait & la con-
dition (18), alors évidemment pour des wu,, u,eH" arbitraires 1’inégalité

suivante est satisfaite (Eu,— Ku,eH"):
s (Ku, — Ku,)

Supposons que pour des u;, u,eH" arbitraires la fonction K (i, 7, §)

satisfasse & la condition supplémentaire

(22) B Ry, Kus) < as(uy — is) + bh*(

ot @,b sont des constantes positives arbitraires, qui ne s’annulent pas
simultanément. Remarquons que l’ensemble des opérations satisfaisant
aux inégalités (21) et (22) est linéaire; de plus, si & Popération K, corres-

(21) < ks®(uy— u,).

Uy — Us),

Studia Mathematica XVIIIL 17
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pondent les constantes Fony Gy, by (n=1,2,...,7), alors & Dopération
* r r r

K = Y ¢, K, correspondent les constantes X enkins D Cnlln, X Caby, ol ¢,
n=1 n=1 =1 n=1
sont des constantes positives arbitraires.

THEOREME 11. 8¢ la fonction K(i,7,§) déte'rminéff sur Pensemble
L satisfait aus conditions (18) et (22), alors Dopération Ku définie par la
formule (7) satisfait & Dinégalité

(23) AK g~ AR us|lz# << |A] @ 1ty — ol
4] :
(24) g = max[(I+D)a+=k; (I+D)b].

Démonstration. D’aprés les théorémes 3 et 4 nous avons
RAIA( By — Eu,)] < |4 DV (Buy— Ku,)
< 1) D as* (16— ) + bR* (20 — u5)].
En outre, par analogie avec la théoréme 5, nous obtenons
$* (AR uy — AKu,) < |A|[Th* (Kuy — Katg) + ms™” ( Ky — Kup)]
< AT [as™ (uy — )+ DB¥ (g — ) ]+ whes” (u; — u,)} .
Done
AR, — 2R ugflzt < A {[I+ D)@+ k5" (ty— 105) -+ (I + D) b (1 — )}
< |4 g fle — tyl|*s
ce qu'il fallait démontrer.

TaRoREME 12. 8% la fonction K (1,7, &) définie sur D'ensemble L sa-
tisfait aux conditions (18) et (22), alors pour les valeurs du paramétre |A|
telles que

. 1
(25) M‘ < min }‘Da -1
q
Déquation intégrale singuliére (13), u(t) = AKu, admet une solution unique
appartenant & Pensemble Z,.

La conclugion résulte du théoréme 5, de la remarque consécutive aun
théoréme 5, du théoréme 11 et du théoréme de Banach (page 248).

Remarquons que, d’aprés le théoréme de Banach, on peut construire

la golution de ’équation (13) comme la limite de la suite des approxima-
tions suceessives.
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2. Soit une fonction M(t, £,7) définie sur Pensemble L*[teL; ||&|
< ByneX] (?) qui satisfait 4 la condition (correspondant & l’inégalité
(14))

(26) WM, &, n)—UF, &, 7)< mlt— 1"+ 16— &+ n—7l]
(0 <u<1,;m>0).

Considérons D'opération AMu = M[t, u(f), Ku], ou Popération Ku
est définie par la formule (7). Au théoréme 8 correspond le théoréme sui-
vant:

TesoRiME 8. Pour que AMZ C Z, 4l suffit que le paramétre A satis-
fasse & Uinégalité

(27) |z|<min[' * ; £ ]
I+ (AL ED)’ mlet Bt s (E)+ Th(+ )]

1
ot ¢ = sup|f*+— |M(0, 0, 0)]|.
tel m

Remarque. Par analogie avec la remarque consécutive au théo-
réme 4’ on peut choisir le nombre x de telle manidre que |4 soit si
grand que possible. Nous obtenons

(D —I)— ¢c—ms*(K) +V o+ ns*(K) +k(I—D)*+4RIK (1+%D)
2Tk

(28) u =

et le plus grand intervalle des valeurs possibles du parameétre |4] est
(28) M <4

2R
B m{2R—l—ns°(K)—!—7c(I—}—D)+l/[c—}—7rs°(li’)+ k(I —D)P+4RIE(1+kD)}

Nous admettons dans les considérations suivantes (concernant 1'opé-
ration Mwu) que % = ;. Nous désignerons ensemble Z correspondant
4 cette valeur par Z;.

Supposons que la fonction M(t, &, n) satisfasse & la condition supplé-
mentaire

(29) WML, w (@), v (D) —ME, us(t), v2(0)]}
< 0y 8" (1 — 1up) + 038" (0, — ;) F 03 B {0y — ) + 0, BF (21— 3)
(*) Pour étudier V'opération Mu au chapitre III il a fallu introduire le paramétre
o et considérer Popération gKw; il était alors nécessaire de supposer que ||7l{™<C Ry

pour assurer la convergence des séries numériques dans la formule (15). Cette suppo-
sition n’est plus nécessaire iei.
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(01, 03, 03, 0, sont des constantes positives qui ne s'annulent pas simul-
tanément pour u,, u,, v, Ve H").

TepoREME. 8i la fonction M(t, &, n) définie sur UVensemble IL*
satisfait aux conditions (26) et (29) et si la fonction K (t, v, &) définie sur
Vensemble L satisfait auw conditions (18) et (22), Popération AMwu sctisfait
& Dinégalité
(30)

o
(81) ¢* = max[m+ 6,4+ aDoy+ (M- o,) (nk+ al); 03+ bDoy+ (m+ o,)bI].

Démonstration. Il résulte de la démonstration du théoréme 11

que

1AMy — Mgl < |2 ¢* g — ]l

1A ( Ky — Kuy) < (Ta+ k) s* (1 — thy) + DIRH (1, — 145),
s (Buy—Kuy) < aDs" (4 — 5) - BD B (10, — uy).
D’apreés I'inégalité (26), on obtient que -
S (AMvy — AMuy) < m|A] [8*(wy — g) + s* (K, — Kug) ]
< Al m (8% (wy — wg) - (@I 4- k) 8% (1 — Ug) + BIR (g — )]
< |AIm[(L4 Ta+ k) s (uy — ug) + BT W* (uy— us) 1.
D’apres la condition (29), on obtient
(A Muy — A Mu,)
|2] [0y 8" (3 — wa) + 098" [ Kty —Ftup) + 04 ¥ (14— ) + 0, B Bty — Kay)]
[ Loy 8" (g — o)+ o[ (@I 4 7ok) 8* (% — Ug) -+ BT HF (thy — 1) ]+
+ o3 h* (uy — wy+-0, [aDs* (4 — )+ DD B* (U — u,) ]
< |Al{loy+ 026l +wk) + 04 6D 18" (4, — %g) + (03 - 0,0 + 6, BD) BF (g — Us)},

d’ol

<
<

1AMy — AMu|lgr < Al {[0y+m+ aDo,+ (al + nk) (m -+ o) ]8* (Uy— Ug) +
L0540, 5D+ bI(m+ o3) TW* (g — w2)} < |4 " [ty — a7,
ol ¢* est déterminde par la formule (31).
THEOREME 14. Si la fonction I (t, &,n) définie sur Vemsemble L*

satisfait aux conditions (26) et (29) et si la fonction K (t,t, &) définie sur
Vensemble L satisfait aux conditions (18) et (22), alors pour

1
ra

(32) ] < min [/11,
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Déquation non linéaire (16)
u(t) = AM[t, u(t), Kul

admet une solution unigue appartenant & Uensemble Z.

La conclusion résulte immédiatement du théoréme 8, de la remar-
que consécutive au théoréme 8’, du théoréme 13 et du théoréme de Ba-
nach.

Opérations de la classe 9,

1. Nous définirons une classe d’opérations satisfaisant aux condi-
tions (21) et (22). Voici la définition de cette classe:

Lopération G(¢, v, £) déterminée pour ¢, zel, £¢X, prenant les
valeurs de ’espace X appartient & la classe G, si

(33) G(ty T 51)—G(t7 T, EZ) = G(ty T, 51: 52) [G2(51—55)]:
ol

1. Yopération Gg transforme 1’espace X en lui-méme;

9. @,(0) = 0;

3. @, satisfait & la condition de Lipschitz:
(34) C GG (N < gallE—E;

4. Dopération G,(t, 7, &, &)[u] est linéaire pour i,7, &, &, fixés
(uweX) et transforme P’espace X en lui-méme;
5. @, satisfait & la condition

(85) 1G:(2, 7, &1y &) —GL (', 75 &1 &llxox
< Qullt— 7+ v =71+ [l — &ll+ 16— &l

ot X —~ X désigne ’espace des opérations linéaires transformant ’espace
X en lui-méme.
D’aprés les conditions 2 et 3, nous avons

6= CEN < g:1IE])-

TatorEME 15. Une opération de la classe %, satisfait sur Vensemble
7 auz conditions (21) et (22) avec les constanies

(O<u<r<l;g:,8.>0)

(36)

(37) k= gogs; &= Gofa, b = g1ga(1+2x),
ot
(37/) = sup ”GI(t7 Ty 517 fz)“X-nX

treLiligI<Eilibgi< B
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(les constantes g, et g, figurent dans la définition dela classe 9, ,, la constante
% dans la définition de Uensemble Z, formule (5)).

Démonstration. Soit une opération arbitraire de la classe 9, ,.
Ttudions la différence suivante: "

106(t, 7, &) —G(t, 7, E)]—[G(t', 7', 8)— G, 7, &)
S [64(ts 7y &1y &) — G, 7 &, E)[G(E— )T+
HG (5 Ty &y ) [Ga(é— &) —Ga (81— &)]|
<Nty 7y &1, E)—Gu(t, 75 &, 8l x G (£ — &)+
FIG (5 7'y & Bl x IGa (6 — &) — G (&1 &)
< G lb =&t —1T+ v — 7"+ & — &l + 16— &I+
+ 40161, 7, & Elllxnx (61— &) — (&= &)
En outre nous avons
Gty 7, £)—G (8 7, &)l = G (t, 7, &, &) [Gal(— &)
< g6, 7, & Sz xllEr— &l
I en résulte (si u,, useZ) que G(t, v, uy) —G (1, 7, ) e H*'. Bn dé-

signant cette différence par Gu,—Gu, nous obtenons les inégalités sui-
vantes:

(38) B (Gauy — Qi) << Gy ol (g — o)+ g0 (1 2%) 8% (uy — ),
(38") 47 (Guy — Gut) K 90928" (10— %),

d’out 1a conclusion du théoréme.

2. Nous étudions maintenant les propriétés des opérations de la
classe 9.

THEOREME D'HADAMARD. 8¢ Vopération U admet une différentielle
forte dp Uy, dépendant d'une manidre continue de o, alors
1
(39) U(@)—U(y) = [ dpUypspyydo(o—y)
0
Démonstration. D’aprés la formule (x) (p. 249) nous avons

a
U Uyioa-y = - Uly+o(a—y)]

@’olt, en intégrant cefte dgalité par raport 4 o, résulte la formule (39).

e ©
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THGEOREME 16. Si Dopération G(i,7, ), dépendani des paramétres
t, vel, admet une différentielle dpGy,, satisfaisant & la condition
(40)  dpGies— IpGrppllzox < e[lt—¢+1v— ' [*+ 16— 1]
O<p<r<<l),
cette opération appartient & la classe X,,.

Démonstration. D’aprés le théoréme d’Hadamard, nous obte-
nons immédiatement

1
G2<m"‘3/) =r—Y et Gl(ty T, &, .'l]) = f dFGt,r,u-x-u(:c—y)do':
o

ot G, satistait & la condition de Lipschitz avec le coefficient ¢/2 re-
lativement & #, y. Nous avons en effet (en remarquant que 0 <o <1):

6. (t, 7y ®, y)— G (', 7'y @,y )zsx

1
e f{it—tI+lr—7'IHy+olz—]— [y’ + o' —y)]l}do

1 1 1
< ofli—tr+ e [ a0t [ (1= )doly =y + [ odolo—a'l}
0 0 []

< e[lt—t['+iv— 7'+l — I +3ly—y'll]-

T en résulte que Popération G(¢, 7, £) appartient & la classe W

THhoREME 17. §i Dopération G(i, v, £) appartient & la dlasse U,
et si, pour tout heX (suffisamment petit), il ewiste ume suite de nombres
positifs r; = 0 telle que la limite
" tim %207

- 75

ewiste, alors la différentielle forte dpGi; ewiste 6t elle satisfait & la condi-
tion (40).

Démonstration (3). Nous démontrerons d’abord Vexistence d’une
différentielle faible droite, c'est-i-dire de la limite

s h) — Tim T E-+rsh)— Gt 7, €)

rj—~+0 75

(*) La démonstration du théoréme 17 dans le cas d’une fonction réelle G (¢, 7, §)
de la variable réelle est due & M, A. Pli&,
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pour tous les % suffisamment petits. Considérons la différence
Q(t, 7, E-Fnrsh)—G(t, T, &)
n

= Z [G(t, 7, £+ Fryh)— Gt 7, &+ (B—1)1sh]

k=1

- {ZGl(t, T, E+krsh, 5—&(70?1)@.7@]} [Gy(1;h)]

k=1

= {o‘z(;l(t, 7, &, &)

+ D (Gt v, ERryhy £ (k—1)r) — G (0, 7, & O G (yh)].

k=

-

Il en résulte, d’aprés les hypothéses faites sur la fonction ¢,, qu'il
existe un élément ¢F de L'espace X tel que G,(1;h) = 7‘;03 +a(ry, b), olt
lim a(r; k) fr; = 0. Done
j—=00

Gt v, E+aryh)— G, @, ) — G4 (t, 7, &, 5)[”’"7‘9;‘:]
= 'n(}l(t: 7, &, &) [a(rj, h):H‘
H{ D 1645, 7, E+Trgh, £+ (h=1)reh) Gt 7, &, £)) Labry+ aulry, A,
k=1

Il résulte ensuite, d’aprés les hypothéses faites surla fonction &,
que

G2(2, T5 E4-Toryhy &4 (B~1)1sh)—G4(t, 7, £, &)l xox < 200 Frs b
d’ol inégalité
(41)

| 210 {ts7, 4 Trgh, 4 (R—1)rh) = 604,78, 8)] |y <H(n+1) g7 ]

Soit un nombre positif arbitraire ». Il existe une suite de nombres
natu.rel's y telle que n;7; —r. On voit facilement cque npo(ry, b) = 0, si
nous divisons et multiplions n;a(ry, h) par 7;. D’aprés linégalité (41)
nous obtenons en passant & la limite (si j — oo)

16 75 E+rh)—G(E, 7, &) —rGy(t, 7, & &) (AN < 29,7 1] |6
. Alors il exigte une différentielle faible droite dF Gy, de la forme
suivante: "

B3 Gee = Gy (2, 7, &, £)[43].
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On peut démontrer par analogie Dexistence d’une différentielle faible
gauche dz Gy, e(h) = —@.(t, 7, &, £)[g7"]. L’égalité de ces différentielles
résulte de la formule

G(t, v, §)—G(t, v, §+7h) = G1(8, v, &, §+rR)[Ga(—1R)].

En effet, en divisant les deux membres de la derniére égalité par »
et en faisant tendre » vers zéro par une suite r; telle que Gy(—7;h) /7~ g,
nous obtenons & la limite

— @ Grep(h) = G487, &, )71
Done il existe une différentielle faible
AgGyrz(h) = Gi(t, 7, &, £)[g5].

Nous étudierons la différence suivante:

4Gz (h) — dg Gz (W)]

@

Ny s 7y TR =G 7 ) G, 7, & i) -G, 7, &) ”
- r—>0 r 7
i Ga s 75 £y DG M-, 7, E 71, E) [ ()] “
- r—0 r
<lim [ grgor B[t~ + o= 1P+ 21— &l -+ b —|] 4
0 T

NG, 7, b, &gl _h’_ll}
r
— G I [li— 7+ [r— w26 — E1+
0GB, 7y &5 Ellexllb— ).

En conséquence, dgGy.; est uniformément confinue par rapport
4 &£ et h, donc d’aprés le théoréme A (p. 248) elle est égale 4 la différentielle
forte. En outre il résulte de la dernidre égalité qu’elle vérifie la condi-
tion (40).

COROLLAIRE. Si X est un espace de Banach & un nombre fini de di-
mensions et si G(f, T, £)eUXH,,, il eviste une différentielle forte satisfaisant
4 la condition (40).

La conclusion s'obtient immédiatement, si nous remarquons que
dans Pespace X & un nombre fini de dimensions il existe toujours une
suite de nombres positifs 7; — 0 telle que la limite

I
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existe. Remarquons encore que L’hypothése (y) ne peut étre omise
comme le montre exemple de M. A. Alexiewicz [1].

3. On peut définir par analogie une classe d’opérations satisfaisant
aux conditions (26) et (29), notamment:

Iropération F(t, £, n) déterminée pour iel, &, neX et prenant les
valeurs de lespace X, est de la classe ¥, si

(42) F(, &, ) —F (s £ay 72)
= F,(t, &, & M1y N9) [Fa (&, &)1+ Fa(t, &1y Eas 7115 12) [1’14(771“‘772):15

olt les opérations F,, F, satisfont & des conditions analogues & celle que
remplit Popération &, dans la définition des opérations de la classe %,,,
et les opérations F, et F; satisfont & des conditions analogues & celles que
remplit Vopération ¢.

On voit que les propriétés des opérations de la classe 9, sont ana-
logues & celles des opérations de la classe 9, ,. Par exemple nous avons le

THEOREME 18. Une opération de la classe %, satisfait sur Densemble
Z auwm conditions (26) et (29) avec les constanies

m = fufetfufs

(43) )
0y = faifogimty  Omicn = fuafu(1+4%) (i =1,2),
ol
(45") fogi-1 = sup [1Fas—y (25 &1y &ay &5y Ea)llxxs
teL; |IEI<R; k=1,...,4
les f; désignani les coefficients de Holder des fonctions F; (4 =1,...,4).

On voit aussi que les théoremes, correspondant aux théorémes 16
et 17, sont vrais.

4, Dans les considérations précédentes (concernant I’opération K)
on a distingué deux classes d’opérations:

L classe des opérations satisfaisant aux conditions (21) et (22);

II. classe %,

La premiére est linéaire (page 257), la seconde est évidemment lindaire
si Pespace X est & un nombre fini de dimensions (conclusion & la page 265),
on ne sait cependant pas si elle est linéaire dans le cas d’un B-espace ar-
bitraire. On ne sait pas non plus §’il existe une opération satisfaisant aux
conditions (21) et (22) et n’appartenant pas 4 la classe Nyp. La distine-
tion de ces classes est trés commode encore sous un autre rapport, ce que
nous montrerons par un exemple.

Désignons par X Despace des nombres complexes avec la norme
|z]. Si nous supposons que K (i, 7, £) €X,,, alors K admet une différen-
tielle forte par rapport & u et K est holomorphe. On peut généraliser cetite
supposition de la maniére suivante,
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On peut considérer Pespace X des nombres complexes comme le
produit des espaces Y des nombres réels: X = ¥ x ¥, Désignons

K(t, 7, §) =reK(1, 7, &),

K, & =imE(, w8, oY

Supposons maintenant que les opérations K et K soient de la classe
,, (mais désormais au sens des mombres réels); alors chacune d’elles
admet une différentielle forte, c’est-i-dire des dérivées partielles par
rapport & x et y (satisfaisant & des conditions analogues & celles qui sont
remplies pour la différentielle forte). Mais la classe des opérations satis-
faisant aux conditions (21) et (22) est linéaire, d'olt il résulte que
Popération K = K-+iK satisfait aussi & ces conditions et qu ‘elle peut
étre non holomorphe

On peut donner [13] un exemple d’une fonction réelle K (¢, 7, &) de
variables complexes telle que la derivée K, n’existe pas seulement en
un point, mais la condition (22) n’est pas satisfaite et il n’existe pas de
constante g, pour laguelle le théoréme 11 soit vrai.

5. §i X est un B-espace, alors on voit, d’aprés les théorémes 7 et
12, que pour || << 4, il existe une solution de I'équation (13) et pour
[A| < min{4s;1/g] il existe une solution unique de (13).

Nous donnerons un exemple d’une famille de fonctions telle que
/g < 4.

Soit 1a ligne L composée de I'intervalie fermé [ —1,1] et de la ligne

L’ qui compléte cet intervalle & une ligne fermée ayant une tangente
continue en tout point.

Admettons
Reu, si Reu > 1/p,
E,(t, 7, w) = (p/4) (Reu+1[p)?, st 1/p >Reu = —1/p,
0, si Reu< —1fp (p=1,2,...).

11 est évident que toutes les fonctions ont le méme coefficient de Hol-
der et le méme supremum du module, donc elles ont le méme nombre 4.
Définissons deux suites:

14, s —1 <t << —1+1/n,
ll/n, si ——1—}—1/1 t<<1—1/n,

4y, (1) =
W) ll—t, sil-1/n< t <1,
0, itel’

2
WD) = nll) = -
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Nous avons Kp(uy) = 0 pour » <p eb () — % ()| = 2/m. Nous
obtenons, par analogie avec le caleul du travail [13],

Inn

R . 1
[ty — o Ul > - =3 Innuy—ttllge  (Pour 2 < p).

On peut choisir un nombre p tel que 2/Inp < 4,. Done, il en résulte
que pour p > exp2/4, et pour toutes les fonetions K, I'inégalité suivante
est satisfaite: 1/g < 4.

Le domaine d’existence des solutions de Péquation (13) est alors essen-
tiellement plus grand que le domaine d’unicité.
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Holomorphic vector-valued functions and Hartogs’ theorems
by
R. E. EDWARDS (London)

1. The aim ot this note is to show how certain parts of the existing
theory of vector-valued holomorphic functions may be used to obtain
close analogues of theorems of Hartogs (see e.g. [1], pp. 137-142) about
functions of several complex variables. Hartogs’ theorems themselves
are not obtained in as much as we find it necessary to impose & priori
conditions of local boundedness. However, repayment for this initial
expense comes in the form of increaged generality and the weakening
of other hypotheses involved.

Holomorphic functions with values in a Banach space are discussed
in [3], pp. 92 et seq. A briefer, more general, and in some respects more
convenient account is given in §2 of [2].

2. General results. In this section ¢ will denote a Fréchet space,
¢’ its topological dual, and ¢ , > the bilinear form expressing the duality
between. € and ¢'.

ProrosiTioN 1. Let M be a locally compact space, p 6 positive measure
on M, @ a function mapping M into . Assume that the following conditions
are satisfied:

(1) ¢ 28 olmost separably-valued;

(2) there exists a subset A of &' generating & vector subspace [A] which
s sequentially weakly dense in E' and such that, for each Led, the function

t—<p(t), L)

is u-measurable;

3) [™p(@(®)du(t) < +oo jor each continuous seminorm p on €.

Then the weak integral [p(t)du(t), a priori an element of the algebraic
dual E™ of ¢, in fact belongs to €.

Proof. Thanks to (1) we may assume that ¢ itself is separable.
(2) shows at once that ¢— {p(t),L> is measurable for each L
in F', and (3) shows that in addition this same function is u-in-
tegrable. So the weak integral certainly exists as an element of &',
say u. In order to show that « lies in ¢, it suffices to show that the linear
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