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STUDIA MATHEMATICA, T. XVIII. (1959)

Uber partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typus
mit singuldren Koeffizienten

von

M. BURNAT (Warszawa)

@ )
Differentialoperatoren der Gestalt Lu--¢q(x)u, wo Lu ein elliptischer

Differentialoperator mit reguliren Koeffizienten und ¢(z) eine, mit
Ausnahme einer bestimmten Punktmenge (in deren Umgebung sie unen-
dlich wird), stetige Funktion ist, werden von Mathematikern erst seit
verhdltnisméBig kurzer Zeit untersucht. In einer Reihe von Arbeiten
[2, 12, 16,17,13,6, 7,8] werden Operatoren der Gestalt Au--q(z)u
untersucht, jedoch bei stetigem ¢ (). Es handelt sich dort um wesentliche
Selbstadjungiertheit [2], Existenz und Eigenschaften der Greenfunktion
[12], Bindeutigkeit der Greenfunktion, was mit der wesentlichen Selb-
stadjungiertheit gleichbedeutend ist [17, 13], asymptotisches Verhalten
der Eigenfunktionen und der Eigenwerte [16], das Verhalten des konti-
nuierlichen Spekfrums in Abhéngigkeit von ¢(z) [6, 7, 8].

In Anbetracht der Anwendungen in der Quantenmechanik werden
alle diese Probleme besonders interessant im Falle singulirer ¢(z). Frie-
drichs "Arbeit [3] iiber wesentliche Selbstadjungiertheit —Au-+g(x)u
im Falle singulérer ¢(z) und iiber einige Eigenschaften des entsprechenden
Punktspektrums war der Anfang einer Reihe von Arbeiten [4, 10, 15]
itber wesentliche Selbstadjungiertheit des Operators —Au--g(z)u fir
unstetige g(z).

0

‘Wenn wir in einem Operator (L)’M+ ¢(x)% mit Singularitéiten in g(z)

zu tun haben, so entstehen auBer den genannten Problemen neue wichtige

' 0]

Fragen. Sie betreffen das Verhalten der Lésungen von ii)u—l— ¢(x)u oder
0

gu—}—(q(m)—l)u = f(»), wo f eine gegebene Funktion ist, in der Umge-
bung der singuliren Punkte von g¢(z) und f(z). Die Quantenmechanik
stellt an Losungen dieser Art Bedingungen iiber das regulire Verhalten
in der Umgebung der singuldren Stellen g(x). In letzten Jahren erschie-
nen drei Arbeiten iiber dieses Problem [1, 11, 15]. In [11] und [15] unter-
sucht man unter anderem das Verhalten der Higenfunktionen des Opera-
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tors —Au--¢(2z)w in der Umgebung der singuliren Stellen g (x). BEs zeigte
sich n#mlich, daB bei g(x) = O(1/|[P—ua|"), e <1, die Bigenfunktionen
des Punktspektrums in der Umgebung von P stetig sind und begrenzte
Ableitungen erster Ordnung besitzen. Diese Abschétzungen erhilt man
mit Hilfe von Integralformeln, welche oft als Ausgangspunkt bei der
Konstruktion der Greenfunktion des Operators ~Au—|—(q(x)—l)u (oder,
wie wir sie spéter nennen werden, des Resolventenkerns des Operators
—Aw+g(z)w) dienen. In [1] wurde das Verhalten der Lésungen der
Gleichung —Adu+g(z)w = 2w, wo A* dem kontinuierlichen Spektrum
angehort, » aber quadratisch nicht integrierbar ist, in der Umgebung
der singuldren Stellen untersucht.

Um die genannten Probleme zu untersuchen ist es offenbar zweck-

0
mébig das Verhalten des Resolventenkernes des Operators (L)u—i—q(w)u
zu kennen. Es wiirde hier eine Analogic mif den klassischen Untersuchungs-
methoden der Differentialgleichungen vom elliptischen Typus, nimlich
mit der Erforschung der REigenschaften der Losungen auf Grund der
Kenntnis der Fundamentallésung und der Greenschen Funktion eintreten.

In dieser Arbeit wird die Untersuchung der Higenschaften des Resol-

0
ventenkernes des Operators .(L)oH— q(xz)w in der Umgebung der singu-
laren Stellen g(») durchgefithrt. Man untersucht das Verhalten des Re-
solventenkernes und seiner Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ein-
schlieBlich, in Abhingigkeit von Singularititen von g(z). Als Anwendung
wird die Abschitzung der Bigenfunktionen und ihrer Ableitungen ein-
schlieflich der zweiten Ordnung angegeben:. Die Ergebnisse erlauben
es die recht feine Abh#ngigkeit der Resolvente und der Eigenfunktionen
von den lokalen Eigenschaften ¢(») zu verstehen. Es sei z. B. P eine gin-
guldre Stelle von ¢(x), 1, I, zwel in P eingehende Kurven. Wir setzen
voraus, daB ¢() fir o — P entlang I, zugleich mit ihren ersten Ablei-
tungen begrenzt bleibt, jedoch fiir # — P entlang 1,, ¢(#) und ihre ersten
Ableitungen unbegrenzt sind. Aus den erhaltenen Abschitzungen folgt,
daB der Resolventenkern und die Eigenfunktionen mit ihren Ableitungen
einschlieBlich der zweiten Ordnung auf 7, begrenzt sind. Je nach dem Ver-
halten der ¢(x) und ihrer ersten Ableitungen auf I,, sind die oben ge-
nannten Funktionen auf I, begrenzt oder nicht. Aus einfachen Beispielen
folgt, daB die erhaltenen Abschitzungen den bestmoglichen nahe sind
(siehe Bemerkung nach Sat? 8). Ahnliche Abschitzungen kann man fir das

©
nichthomogene Problem Lu+(g(s)—4)u = f(») erhalten. Die Abschiitz-
ungen sind abhingig vom Verhalten von ¢(z) und #(z).
Es scheint sehr wahrscheinlich zu sein, daB man aus den Abschitz-
ungen des Resolventenkernes ausgehend, etwas iiber das Verhalten der
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Spektralfunktion sagen kann. Danach kénnte man vielleicht, der Gardings-
arbeit [9] folgend, das Verhalten der quadratisch nicht integrierbaren
Eigenfunktionen auf kontinuierlichem Spektrum zu untersuchen. Die
vorliegende Arbeit moge der erste Schritt auf diesem Wege sein. Der
Einfachkeit halber werden die Untersuchungen in drei Dimensionen durch-
gefithrt. Ahnlich kann das Problem im n-dimensionalen Falle behandelt
werden.

I. Voraussetzungen und Vorbemerkungen

Es sei Q ein beliebiges Gebiet, 32 seine Berandung (802 geniigend
glatt),

>y 9 ou
L(u) = Z—‘ Gire {1y By, B3) ——— | + ¢ (81, T, T) 0
“ o, Oy,
ein Operator vom elliptischen Typus, erklirt fiir (w;, 2., @5) = rel.
Wir machen die Voraussetzung, da8 die Koeffizienten ay(x) hinreichend
reguldr sind, damit der Operator

© 5 8 ou
B = > (salon, 0,00 g

=1

die Grundlosung @(w,y) besitze. Z. B. ay(2) besitzt stetige Ableitungen

vierter Ordnung (vgl. [14]). Die Funktion g(z) ist stetig mit Ausnahme

einer endlichen Anzahl von Punkten, beschrinter Kurven und beschrink-

ter Flichen (). Fiir jede Kugel K C 2 sei f |g|2dx < oco. Es existiert eine
b4

Zahl N und eine hinreichend groBe Kugel Ky, daB fir zeQ—Ky die
Ungleichung |g(z)] < N gilb.

W bezeichnet eine symmetrische Randbedingung auf 82, D die
Menge der Funktionen u(z), deren Ableitungen zweiter Ordnung in 2
stetig sind, auf 4R die Randbedingung W erfiillen und auBerhalb der
Punktmenge 2-K,, wo K, eine u () entsprechende geniigend grofe Ku-
gel fist, verschwinden. Wir setzen voraus, daB fiir % eD der Operator
B(u) = L(u) wesentlich selbstadjungiert ist (d.h. daB er nach Abschlie-
Bung selbstadjungiert ist). Uber wesentliche Selbstadjungiertheit B(w)
— —Au+tg(@)u siehe [3,4,17,10,15].

Bei diesen Voraussetzungen ist die Resolvente R, einer selbstadjun-
gierten Erweiterung A des Operators B, ein Integraloperator:

Bif = [H(w,s, Df(s)ds.

(1) Die Einschriinkung auf beschrinkte Punktmengen, Kurven und Fliichen
kann man ohne groBere Schwierigkeiten beseitigen.
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Der Resolventenkern H(w,y, A) besitzt die nachstehenden Eigen-
schaften:

(a) fiir jedes A¢SpA und fiir jedes beschrinkte Gebiet 20, fiir welches
g(z) in ° stetig ist, existiert eine Konstante M so daf:

[1H @, s, Hi2ds < M fir  2eQ
kel

(b) h(z,y,A) = H(w,y,1)—e(z,y) ist stetig in 2 als auch in .
Oh(z,y, A) [0z wnd 0%h(x,y, A)[0x® sind stetig fiir x # y. Weiter

Oh(z,y, A) Oh(w, y, A) ( 1 )
——— 1 — =
% O(lnje~y|) und e 0 P—
(siehe [5], S.18, Formel (22.2)).
(c) H(z, v, A = H(y, z, A).
(d) [{H(z,s, Ay—H(#', s, A)]°ds - 0 fiir » —a', wenn g¢(») in der
2

Umgebung von 2’ stetig ist.

(e) K; (¢ =1, 2) bedeuten offene Kugel, K, C K,, welche die Eigen-
schaft besitzen daB g(w) fiir e K, stetig ist (K bedeutet die Kugel mit
ihrer Berandung).

Wenn die Funktion W(s,x) = ¥©(s, x)g(s) folgende Bedingungen
erfiillt:

I POs, ) ist fir seK, und yeK, erklirt und stetig in beiden
Verdnderlichen wenn s - y;
II. ¥9s, 3) = O(1/|s—u[°), a > 0;
III. g(s) ist aupPerhald einer endlichen Anzahl von Punlien, Kurvew
oder Flichen stetig wnd [g2(s)ds < —+oo;
K

dann gilt, fir o <3/2,

1) [H(s,y, h¥(s, a)ds = n(—, a) (=1 @) ye, >0 <K,
B
Wenn g(s) begrenzt ist, dann (1) gilt fir a < 3.

Beweis. Es ist bekannt (z. B. [5], 8. 16-17), daB der Resolventen-
kern sich folgend, fiir se K,, y<f, darstellen 148t:

(2)  H(s,y, A) = Hy(s,y)+ABz(Hy(s, —))(9)+Ra(Hals, —) 1),
wo die Funktionen H; (i =1, 2) folgende Bigenschaften besitzen:
1° Hy(s,y) =0 fiir seK,, ye Q2 — K,;

2° Hy(s, y)—o(s, y) ist fiir se K, yekK, stetig und begrenzt in beiden
Veréinderlichen;
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3° Hy(s,y)—qy)p(s,y) ist fir seK,, yeK, stetig und begrenzt
in beiden Veriinderlichen. Dasselbe betrifft die Funktion H,—gqp fiir
seK,, yCH,—K,;

4° Aus 2° und 3° folgt unmittelbar |H;(s,y)| < M/[ls—y| fir
seK,, yelly;

5° Hy(s,y) besitzt fiir s 5y stetige erste Ableitungen, welche die
Ungleichung

]aﬂigs’y)‘< Y i seK,, yeK,
S

ls—yl®
erfiillen.

Wenn wir (2) mit ¥(s, o) multiplizieren und beiderseitig integrieren
werden, ergibt sich

[H(s,y, W¥(s, 2)ds = [Hi(s,y)P(s,y)ds+
K K3

+ flfH(y,t,A)Hl(s,t)dtT(s,m)ds+ffH(y,t,i)Hz(a,t)dt‘P(s,w)ds,

K; Kp E Ky

wo wir die Integrationsfolge wechseln konnen. Das ergibt:

n(—, 0) = [ Hi(s,y)¥(s, y)ds+

K

) fH(y,t,Z)[jﬂl(s,t)&zf(s,w)ds]dH
] .4}

+ [Hy, 6, D] [ Hals, 0206, 0)ds]a,
K
oder ! !

@2 (= @) = n(— )+ B[y (— 2) (@) +Rilya(—, 2) (%),

wo

[ Hi(s, ) ¥(s,0)ds  fir 1eKy,
yi(t,m) =1 &
0 fiir teQR—K,.

Weiter, aus I, IT, IIT und 1° 2° 3° 4° ausgehend, 1405 sich zeigen,
daB y;(—, m)L;ZEZ) yi(—, &) fiir @ > 2’ (v, 8" K,). Namlich fiir jede Folge
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2, &' gelten die Ungleichungen

_ 1 2 ds
it -t o < ¥} [| L L P&
1=l s—a'"| [t—s]

fiir « < g,xfgz(s)ds < ++oo, N konstant,
1
1 ds
A( (, Mf -
[¥i (2, @) — i (t, @) |8__wn|a Z&°| t—s]

fir ¢ < 3, g(s) begrenzt, M koﬁstant, welche ergeben

vi{—, @) I',E(_!;) vi(— o) fir o2 (v, K,),

und &chlieBlich aus (2,) bekommen wir die Eigenschaft (1).
(f) Es soll K, eine Kugel mit Radius r und P als Zentrum sein. Wir

fithren die neue Funktion ¢(x,y) ein:

fir wekK,,yeK, .,

&’(m y) = {‘P(myf'/)
: " wely, yeQ—K,. 4;

0 fiir
auBerdem besitzt (e, y) fir wek,, yeK,,,,—K, , stetige Ableitungen
in # und y bis sur zweiten Orduung einschlieflich. Die Zahlen r und «
sind so gewdhlt, daB g(x) stetig in K,,,, ist.

Wenn wir jetzt schreiben, daB

Rs, 9, 2) = His, y, D=ip(s,9),  Wuls, 9) = Huls, 1)~ (5, 9),
dann erhdlt die Gleichung (2) folgende Gestalt:
3)  h(s,y,2) = huls, y)+ AB(Hy(s, —) o)+
+ Rz (Hy (s, T seK,, ye,
oder
W(s, 9, 4) = hy(s, y)+AKfH(y, t, N H, (s, t)dt-+
2

+ [Hy,t, DEy(s, 0@, seK,, ye.
Ky

icm
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Differenzierung der letzten Formel ergibt:
oh(s,y, %)
0s
Bh (s =" 0H,(s,1)
- ’y fﬂy,tz 1“ dt—l—fH(y,t/l) (S ) .

Wenn wir jetzt in (1) ¥(¢, s) = 0H,(s, t)/0s einsetzen, dann, wegen
der Rigenschaft 5° der Funktionen Hj(s, t), bekommt man

oh(s, y, A) 2
o [ ay < oo
2
und
s’ g, A) 2
5) flah S, Y5 _ a (Sa,sya ) dy -0 (s> eK,).

Wir werden noch die Eigenschaften der Fundamentallésung angeben:
(¢) Symmetrieeigenschaft: @(z, y) = ¢(y, ©);

(B) Fiir festgehaltene y und @ 7y ist @(z, y) stetig, besitzt stetige
Ableitungen in # bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich;

(v) Oz, y) [0z = —dp(x, y)[0y+0(1]lz—yl);
(8) D1e Funktion ¢(z, y) erfillt fir 2 s y im Gebiete 2 die Gleichung
©

Lyp = 0;

() Mit Hilfe der Funktion ¢(z,y) kann man das Potenzial u(x)
= f oz, ¥)f(y)dy bauen. Wenn f(y) eine in K, stetig differenzierbare

I‘u_nktlon ist, dann
fiir

fir

—f(@)
0

a}'sK,.,

g)
(M) - { ws.Q—K,;

o) ole,y) = 01/lz—yl)-

IL. Integralgleichungen zur Untersuchung von H(z,y,4)

Der Einfachkeit halber nehmen wir an, g(#) habe nur einen singu-
liren Punkt P. Wir zerlegen g(x) in eine Summe ¢(z) = ¢® (#)+ ¢P(2)
derart, daB ¢{(z) fir 2¢Q—K, = {o: |s1—P| < ¢}) verschwindet,
¢ (x) = q(w) fir zeK,, und daB q(l) () mit Ausnahme von P eine
stetige Funktion ist.
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m ) @)
Wir bezeichenn: L(u) = L(u)+¢(2)u, oder L(u) = Lu+ ¢ (a)u.
Auf Grund unserer Voraussetzungen sind die fiir ueD erklérten Opera-
0 © @) o . . .
toren J(B)(u) — IL{u), B(w) = L(u), B(u) = L(u) wesentlich selbstadjungiert,

S) i‘f, A bezeichnen die selbstadjungierten Erweiterungen der Operato-

1) o @ A .
ren 1(;1 J(R, B. Die Resolventen von A4, 4, A bezeichnen wir ent-
© . © o)
sprechend durch RE;, B, B und ihre Kerne durch H(z, y, A), H(z,y, 1),

H(z,y,4). Fir 1¢8p4 ist (A— AI)(D) eine in I?(Q) dichte Menge (Folge
aus der wesentlichen Selbstadjungiertheit von B(u)), und aus fe(A—AI) (D)

folgt R,feD.
Wir haben

(1) o
f=A—-A)R;f = (B+¢®— )R, f
-
= (B—AD) By f+ 4P Ryf .

@)
Durch beiderseitige Anwendung von R; erhalten wir

()] @ @
Byf = Ryf+Ra(:” Baf),

[ Hiw s, Dits)is = [ Hw,s, Di(s)ds+

+ frf?(w, s, g0 (s) [ Hs,, Hf(t)dids
Q 2

identisch fiir fe(4— AI)(D), und schlieflich
1)

(&)
(6) H(m,y,l):ﬁ(m,y,l)—— f H(masfl)qu)(s)ﬂ(ﬁy’l)d'g

2Ky

(0]
fiir ¢, ye2—P, A¢SpA-+SpA.
Auf dhnliche Weise erhalten wir

)] © ©) a ® .
Q) H(z,y,2) = Hi@,y, )~ [H(w,s, )¢ (6)H,(s,y, Ads
Ka

(6} )
fiir o,y Q—P, A¢SpA+ SpA.

Wir beweisen den
HILFSSATZ 1. Wir haben

@ &) .
(8) H(m7";2)1;27!;)g(“—7}“)511 (2),

icm®
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(9) H(a, —, ) g, 0(—, )} (Q)

filr @ — P.
Beweis. Die Iterierung der Gleichung (7) ergibt

o nl
(100 H(s,y,2) = > (=1V8.(2,9, )+

+ (1" [ O, 5, gD (&) HO (s, y, 2)ds,
K,
o [G]
By, A = [Bale, 5, DO His,y, Dds  (p=1,2,...,7)
Kg

(0)
und (2, ¥, 1) = H(‘T"7 Y, A).

Wenn wir jetzt ¥(s,2) = &,_,(%,s, 1) (s) setzen, dann erhalten
wir auf Grund der Resolventenkerneigenschaft (e)
(11) ﬁ‘p(wy i) }') L_ﬁb(s) ﬁp(P, — ]‘)

fir s> P, u=1,2,...,n—1
Weiter 9,(x, ¥, A) ist fitr hinreichend grofes » in » und y begrenzt,
so daB
Bule, — DG (=) pg) BBy = DgP(—) (@ P).
Das letzte Glied der Gleichung (10) werden wir jetzt mit W(z, v, 4)
bezeichnen und in folgender Form schreiben:

o]
W(,y,4) = (—1)"EB5(8a (2, — e (=) ).

Daraus folgt auf Grund der Eigenschaften der Resolvente

(12) Wz, — ) g (—)eL'(Q)  (@—>P).
(10), (11) und (12) ergibt (8).
Die Gleichung (6) kann in der Gestalt
@] O — -
(13) H(z,y,2) = H{z,y, }*)+R1(H($7 — l)qg)(_))(y)

geschrieben werden.

(8) und (13) ergibt (9).

Alg erste Folgerung aus dem Hilfssatz erhalten wir

Satz 1. Die Bigenfunktionen f, auf diskretem Spektrum des Opera-
tors A (Af, = Af,) sind stetig (sogar in der singuldren Stelle P von gq(x)).

Studia Mathematica XVIII. 10
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Zum Bewelse genugt es u¢SpA anzunehmen, zu bemerken, daB f,(x)
= (A—u) R, r(#) = (A—p f H(z, s, u)f(s)ds, und die Stetigkeit des Ska-

larproduktes in L‘(.Q) il benutzen
Als weitere Folgerung aus dem Hilfssatz 1 und aus der Gleichung (6)

erhalten wir die
Bemerkung. Wir haben

. 1)
(14) H(w,'y,l) =H(09,’lj,l)—c(w,fl/7l),

wo C(w,y,A) eine in der Umgebung von P stetige Funktion beider
Veréinderlichen z, y ist. Wenn wir also H{w,y, 4) in der Umgebung
[§3

von P untersuchen wollen, dann geniigt es das Verhalten von H(z,y, )
zu studieren.

Otfenbar bleiben die Gleichungen (6) und (7), der Hilfssatz 1, Satz 1
und die Bemerkung giiltig, wenn die Menge der singuldren Punkte aus
einer endlichen Anzahl der Punkte, beschréinkter Kurven und beschrink-
ter Flichen besteht. Bs geniigt an Stelle von K, eine e-Umgebung der
singuliiren Punkte von ¢(z) zu nehmen.

III. Eigenschaften der Funktion H(x, y, 4)

Wir fithren drei Banachriume B, g, B, und B ein. Es bezeichne M,
die Familie der fir ek, erklirten Funktionen von der Gestalt

u(w) = a-pl@,y)+v(x)

bei fixiertem y % P, wo a eine komplexe Zahl und v(z) eine in K, stetige
Funktion ist.
Firr wel, filhren wir folgende Normen ein:

(18)  lhulls, = lol+ s ol + V K[ Plo)ds, KCK, yeK,~K(*),

(16) lulla, = la| +suplo].
Kq

M, mit der Norm (15) stellt keinen vollstindigen Raum dar. Den
hieraus durch AbschlieBen erhaltenen vollstindigen Raum bezeichnen
wir mit By x. M, mit der Norm (16) stellt einen vollstdndigen Banach-
raum dar. Wir bezeichnen ihn durch B,,. SchlieBlich bezeichne B den Raum
aller auf K, stetigen Funktionen, mit der Norm |julz = sup |u/.

K,

. (%) K bedeutet eine beliebige Kugel mit P als Zentrum.

Fir die Rdume gilt im Sinne der Mengenlehre
(17) BC B,CByx.

Aus den Bigenschaften des Resolventenkernes folgt

]

(18) H(—,y,2)eB,, yekK,
und .

[¢)]
(19) H(—,y,))eB,x, yeK.—K.

" K ist eine beliebige Kugel mit P als Zentrum, fiir welche K C K,
gilt. ‘

Wir fithren den Integraloperator
Foc) O
Pu)e) = =B (=) u(—)@) = — fﬂx s, 14 () u(s)ds

ein.
Es gelten die folgenden Ungleichungen (3):

(20) | FP(u) ()|

]/f| (@, s, 2)gH(s ‘ds(la|l/fgvsy2ds+]/fivs)[ds

fiir w(s) = ap(s, y)+v(s)eByg, z # P, zeK,;

(21)  |FP (u) ()]

]/le m,s,l ) dS(Ial ]/flq‘“ (s, y)PPds +]/flq(” 8)@(8)12018)

tir u(s) = ap(s, y)+v(s)eBy, zeK,.
Aus den Ungleichungen (20), (21) und aus den Eigenschaften der
Resolvente folgt

FO(B,g)CB,x uwnd FPB,)CB,*.

(%) Sie sind einfache Folgen der Schwarzschen Unglelchung
(#) Offenbar ist auch F{)(B) C B.
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Wir werden zum Beispiel zeigen, daB F{)(B,x)C B,z. Es sei
hix) = P (u)(z), wo ueB,x. Aus der Stetigkeit der Funktion

@ = [ 1Bz, s, 1q0 () as
Ke

fir K, @ #% P, und aug der Ungleichung (20) folgt, daB k() stetig fiir
weK,, © =P, ist. Weiter, die Funktion I(») ist summierbar. Ndmlich

(l)
1|/Nf@_ﬂs (weE),

wo N eine passende Konstante ist.

Das Integral
f\q(l) [{,ﬂ“—?] ds
2, lz—s|

existiert, weil J du/|lz—s|? ist fiir s<K, begrenzt. Also existiert auch

Mg
I ]
& L& YT

SchlieBlich, aus der Ungleichung (20) bekommen wir, dal h(x) nicht
nur stetig fir #<X,, » % P, ist, sondern auch [h*(s)dw < +oo. Daraus
folgt h(—)eByx. Ke

Zum Beweise, daB F{(B,) C B, ist, wird die Ungleichung (21) aus-
genutzt.

Weiter, aus den Ungleichungen (20) und (21) folgt, daB fiir hinreichend
kleines &,

(22) PP, <1, 1Fls, <1, [P <1

ist.
Beispielsweise werden wir die Ungleichung [|F{||p, x <1 beweisen.
Es sei u(z) = ap(x, y)+o(x) eine beliebige Funktion, die dem
Raume B,z angehort und llullz, < 1. Dann bekommen wir aus (20):

mﬁww<LVf%mmMWwa
Ke
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wo L eine passende, von ¢ und % unabhingige Konstante ist. Also, wegen
der Stetigkeit der Funktion PP (u)(x) fir zeK,, x # P, folgt, dad

0)
wﬂwmx<Ly%mewaH%n@+
TeKe— Ee

+L]/f f l-(;’i;(m, s, 1) gD (s)Pds da.

K Ke

Das erste Glied der rechten Seite strebt gegen Null fiir ¢ — 0, weil
© © ©
H(z,s,A) die einfache Gestalt H(z,s, 1) = h{z, s, 1)+ o(z, s) hat
)

(b stetig in beiden Veriinderlichen x und s). Weiter aus dem Beweis,
FP (B, x) C Byx wissen wir, daB das Integral

©
[ [1H(2,8, )¢ (6)P dods < 400

Ke Ke

ist. Daraus folgt, daB auch das zweite Glied der rechfen Seite unserer
Ungleichung fiir ¢— 0 gegen Null strebt, was den Beweis beendet.
Wenn ¢ so klein ist, daB (22) stattfindet, erhalten wir den

Hirrssatz 2. Wenn g(x) einem von den Rdiumen Byg, By, B an-
gehort, dann besitet die Gleichung

©

(23) u(@) = g(@)+FP(u)(x), A¢Spd,
eine einzige Liosung, die entsprechend in By, B, oder in B liegt.

Der Beweis folgt sofort aus dem Banachschen Kontraktionsprinzip.

Die Gleichung (7) kann in der Gestalt

@) ©) . 1

(24) H(z,y,2) = H(,y, ) +FP(H(—, y, 1) ()
geschrieben werden.

Aus (24), (18), (19) und dem Hilfssatz 2 folgern wir, dal die Funktion
0]
H(z,y,?) (#,yeEK,) im Raume B,r die einzige Losung der Gleichung

©
(25) u(s,y) = H@,y, H+FP(u(—, 9))(@)

darstellt.
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Weiter folgt aus (18) und aus dem Hilfssatz 2, d‘mB (25) im Raume B,

eine und nur eine Losung besitzt. Wegen (17) ist H (w, ¥, A) also auch
die einzige Losung von (25) in B,. Also

1)
(26) H(—,y,A)eB, (yekK,).

Hieraus folgt unmittelbar

Satz 2. H(z,y, A) ist fir jedes y =P in der Umgebung von P eine
beziiglich = stetige Funktion.
Aus Gleichung (24) und aus den allgemeinen Eigenschaften des
Resolventenkernes erhalten wir die Gleichung
@ o 4] ©
(27) ]L(w’ Y, l)—Fﬁ (h(_y Y, Z))((L‘) = h’(m; Y, A)'E'Fy)(?o(_ ’?j))(w)
®) ) (0)
wo h(z,y,A)=H(z,y, )—e(r,y) fir »=1,0 und h(z,y, 1)
+FP(p(—, y)(2) C B tiir y = P.
Aus dem Hilfssatz 2 folgt, daB der Operator (I—F{))~' im ganzen
Raum definiert und beschrinkt ist. Satz 2 besagt, daB r®(z,y, A)eB
fiir (,UeKs, y # P. Daraus folgt schlieflich

)
Hh( 19 Mz < NI =FN) s b (@, y, H+FP(p(—, 9)) @)z
oder
(1)

sup (2, ¥, A)|
26Ky

(0) ©)
<II=F9) - sup| bz, y, )+ [ H(z, 5, )gP ()05, y)ds |-
weke Ke

Hieraus folgt unmittelbar, daB es zwei, nur von A und & abhingige
Konstanten M und N gibt mit

1)
lg(s)|
28 N 40|
(28) gglh(w,y,ﬂ)KMwLNKf |P_SI'[3“md6 (y £ P).

A1}f Grund der Ungleichung (28) formulieren wir
SATzZ 3. Bs ist

(B (e, , 2) ¢ (n, 9)| < M+N fﬁ%m

wo »,yekK,, A¢SpA+SpA+»S’pA und M, N nur von A, ¢ abhingige
Zahlen sind.
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Daraus ersieht man, da das Verhalten der Funktion H(x,y, 2)
in der Umgebung des beliebigen Punktes P nur von den Lokaleigenschaf-
ten der Funktion ¢(z) in der Umgebung dieses Punktes abhiingt.

Satz 3 bleibt in Kraft, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen
q(%) aus einer endlichen Anzahl von Punkten, beschrankten Kurven und
beschrinkten Flichen besteht. Es geniigt K, durch eine s-Umgebung der
Singularitéitsstellen von g(z) zu ersetzen. Wenn z. B. g(x) fiir eine endliche
Anzahl von Punkten P, (x =1,2,...,n) unstetig ist, in deren Umge-
bungen

1
q(s) = O(W) (p=1,2,...,2),

dann ergibt sich aus Satz 3 fir 2,y — P die Abschidtzung:
0@) fir a,<1,
O(lnjy—P,)) fir a,=1,
1
0(-———-—_ ) fir a,>1
!y'—‘P”la"‘ 1 L] ?

wobei die Konstanten 3 und N nur von A abhingen.

H(z,y, ) —glx,y)| < MAN-

© .
Wenn das Verhalten von H(z,y,A) im Unendlichen bekannt ist,
dann kann H(z, z/, A) auch fiir |z|, |y| - oo abgeschitzt werden.

Bs sei z. B. L( ) = —Au und Q der ganze dreidimensionale Eukli-

(©) X
dische Raum F. Offenbar ist dann H(z,y, ) = S5 " dn |z —y|
(das Vorzeichen - oder — entspricht Im|z >0 oder Im|i] < 0). In

diesem Falle strebt H fiir || — oo oder |y| — oo sehr schnell zum Grenz-

wert Null und deswegen ist es nicht notig die Hilfsfunktion H (z, 9, A)
einzufithren. Wir konnen sogleich aus der Beziehung (man erhilt sie ana-
log wie die Gleichungen (6) und (7))

Yu|n: y| i”lz—sl

? S)H(s, y, A)ds
20)  Hiay, ) = fhw_sl (5,1, 7)
alisgehen.
Wir setzen ]etzt voraus, daB g(z) nicht nur begrenzt fiir |z| — oo
ist, aber auch g(z) = 0(1/|2|"), a >0, |z| —> oco. Weiter werden zwei

vollstdndige Banachsche Ra,ume ¢, und ¢ eingefithrt. Bs soll namlich
N, die Menge aller Funktionen der Gestalt

© pEitE=Y

u(z) = aH(z,y, ) +o(@) = (lm + v (w)
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bedeuten, wo a eine komplexe Zahl und v () eine stetige, im Unendlichen

beschrinkte Funktion ist. (Wenn L = —A, 5o besteht M, aus Funktionen
der Gestalt a/in|z—y|-v(z).) Fir die Menge der Funktionen N, fithren
wir die Norm
llle,, = la] -+ sup o ()]
w6l
ein, N, mit der Norm || |lg, ist ein vollstdndiger Banachraum. Wir bezeich-
nen 1hn durch C,. Den Unterraum von Oy, fiir welchen a = 0, bezeichnen
wir durch C.
Aus unseren bisherigen Untersuchungen folgt, fiir y # P,

Pl

08 = G <O

und  h*(
dr|w—y|

(30) H(—,y,4")e0, — 4, A = H(—,

In den Riumen ¢, und O erklidren wir den Operator

e;\:il]w-—sl
31 P, = | ———
(31) W@ = [ et
Offenbar ist F,(C,) C Gl, und F,(C)C (. Aus dem Satz von Arzela
iber die Kompaktheit gleichstetiger Funktionenfamilien folgt, daB
F,(f) in den Riumen O, und O ein beschrinkter und vollstetiger Opera-
tor ist. Namlich, wenn wir eine Menge M der Funktionen aus O, (C)
m?hmen W.erden, die im Sinne || floy, (Il lle) begrenzt ist, dann itberzeugen
wir ung leicht, daB Fy(M) eine gleichstetige Funktionenmenge darstellt.
Weiter, wegen der Beschrinktheit der Menge M im Sinne || le, ()
sind alle Funktionen feM gleichmiBig im Unendlichen begrenzt. Also
auf Grund (31) bekommen wir
el (M),

M
If(m)fgfpr;, a>0,

|
wo M, a von f unabhingige Konstanten sind.

Wir formulieren den

HiuessaTz 8. Wenn fiir feO, oder feC, f = —F,f erfiilt ist, so ist
feD(A) (4 eine selbstadjungierte Brweiterung des Operators — Au- |- g (u))
und Af = 2f.

Beweis. Bs sel fe 0, oder fe €, und f = —F,f. Auf Grund q(8)f(8)
= 0(1/]s]*), |s| = oo (5) erhalten. wir durch Abschitzung des Intograls
(81), daB f(s) = O(1/ls|"), |s| - co. Also g(s)f(s) = O(1/]s/*), !vl > o0,
und durch nochmalige Abschitzung von (31) erhilt man f(8)= .1/|s|”“)

() Aug der Schwarzungleichung folgh, daB f(s) fir |s] = oo begrenzt ist.

icm
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|s| = co. So fortfahrend erhilt man immer bessere Abschitzungen f(s)
fitr |s| - oco. Auf diesem Wege kinnen wir uns leicht iiberzeugen, dafl
q(s)f(s)eL?(E), da aber

©
f=—Ff= —Rala(—) (=),
(0) ©)
so feD(4) und Af—22f = —qf.

Aus der wesentlichen Selbstadjungiertheit von A erklart in D (in
unserem Falle besteht D aus der Menge der Funktionen mit stetigen
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich, welche auBerhalb
einer hinreichend grofien Xugel Verschwinden) folgt die BExistenz einer

Funktionenfolge f,eD, fn f und Afn— if, = —Af,—22f, > i —qf.
Weil zugleich q]‘n af (¢ ) R also
- Af n+ élf n — A2 f n

LZ(E)

Damit ist der Beweis beendet.

Aus dem Hilfssatz 3 folgt unmittelbar der

Hirrssatz 4. Wenn A dem Spektrum des Operators A wicht angehort,
s0 gibt es fir jedes geC, oder geC genau eine Losung der Gleiohung f+
+F,f =g, die entsprechend in C, oder in C liegt.

Aus dem Hilfssatz 4 folgt, daB H(—, y, A?) die einzige Losung von
(29) in O, ist. Weiter ist

* * © -

(32) h(@y g, A0+ (h(—, ¥, 22)) (@) = FA(H(—, 9, 2)(2).

Aus h( y Y, Az)sO’ und auf Grund dessen, daB nach dem Hilfssatz 4
der Operator (I+F,)~! in ¢ erklirt und beschrénkt ist, folgt mit Hilfe

von (32)
* 0)
”h’(“a Y Zz)“c < ”(I‘E‘FZ)AIHC"HFA(H(—‘y Y, 12))“0
oder
* 6;{:il|x-—s| eiu|s—~y| ‘
2 T @
(33)  supihln, g, MISIGR] ] Toar 4 Ty

(%) Die Funktionenfolge f,(») ist in B gleichméBig begrenzt. Nimlich fn(x)
© ©
= Rp2(A4fp— A%fy) und nach der Schwarzungleichung

(@) < M]/f

eL1A T} 2

4m|e— y[
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Daraus erhalten wir

Satz 4. Bs ist
giLlw—m

H(z,y, 1) - < Lo (N >0),

47r'm—1/|
Tm (A2) # 0, + oder — entspricht Im(1) >0 oder Im(A) < 0, L und N

sind nur von A abhdéngige Konstanten.

IV. Eigenschafien der ersten Ableitungen von H(x, y, )

Setzt man (7) in (6), so erhalten wir nach Anderung der Integrationg-
folge

(1)

(34) H(z,y,2) = H(z, ¥, ) +¥i(e, y)+¥:(2, 1),
wo
© .
Vol@y) = — [ Hlw,s, NP ) H(s,y, h)ds,
Q—Egp

) o
Vy(z, y) = fﬂ(m, t, ) g (1) [ f H{tys, ) 2«2)(3)1{(37 Yy A)ds](lt.
K, Q-Kgpn

Aus der Eigenschaft (5) des Resolventenkernes und Ililfssatz 1
sghen wir, daB man ¥, (x, y) fir » P differenzieren kann und 0%, (=, y) /0w
eine stetige Funktion fir », y — P ist. Weiter aus dem Hilfssatz 1 folgt,
daB

O]
pty) = [ H(t,s, g9 (s)Hs,y, A)ds
9Ky

eine fiir ¢, y ¢ K, , gleichmiiBig stetige Funktion ist. Mit Hilfe der Eigen-
schaft (b) des Resolventenkernes und nach Aussonderung des Haupt-
gliedes erhalten wir

(35) f}}[/( 7’U) <M lg(t)]

TS |m—i|2 dt.

Jetzt fehlt uns nur die Abschatzung der Funktion ()H (0y 47, A) 0w
fiir  — P, y — P. Wenn wir die Gleichung (7) differenzieren, erhalten wir
@
aH(m;?/:l) 677/“' "/7}“) 7./)
ox ox 6.70
(0)

Oh(w, s, 4) Bm(w 8, ) ®
- fl: —'-azﬁ] q,ﬁl’(s)[h(s,g/, N+gls, y)lds.
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Aus der Eigenschaft (b) des Resolventenkernes und dem Satz 3
folgt, wenn wir die allgemeinen Bigenschaften der Grundlosung beach-
ten, dafB

)
2
‘aﬂ{”’?” L _ 0@ gy, flnlw—s|q(s)ds+

0x 0 |ouek,
y q(s) In|o—s|-q(s) (s)
H'[“,J!w— _‘“Tds”[ f|w T

wo M; (i =1,2,...,5) nur von 4,z abhiingige Konstanten sind

Die erhaltene Abschitzungen fir 0¥, /0x, 0F,/0x und 6H |0z ergeben
nach Aussonderung des Hauptgliedes den

Sarz 5. Wir haben

0H (2,9, 4) N dp(z, y)
ox ox

a8
—p 4t f|w—s\ ls—y]

<K+M f r

fir #,ye K,, wo K, M,N nur von A, ¢ abhingige Konstanien sind.
Jetzt konnen wir die ersten Ableitungen der Eigenfunktionen f
(Af, = 2f, oder f; = (A—u)R,f,) abschitzen.
Fir o # P ist

0f, 0H(z,y, p)
22 =) [ L.

Mit Hilfe von (34) erhalten wir
[}

0H v, 0¥, , .
68 - )[fﬂfldyntfﬁndwf %% fuy]

Aus der Gleichung (7) erhalten wir

(0) (0)
(37) fwndj-fa fudy+ f—q&*’ )i,

wo 7(8) = jH , ¥, Mfi(y)dy eine nach dem Hilfssatz 1 fir s - P gte-
tige Fu_uktlon ist. Das erste Glied auf der rechten Seite ist auf Grund
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der Bigenschaft (5) des Resolventenkernes eine stetige Funktion von z.
Nach Aussonderung des Hauptgliedes érhalten wir

W)
o la(o)
38 —f,d! ’<JV[—|—N ds.
(38) !gf a1 Y= I€{>]m___8|2
Weiter
o, dH( )
1 _ Ty Sy fh) (g VRSP R
[Srtay= = [ =5 a6 R s
2 2-Ey

oder, wegen f; = (A—u)R,fs,

o,
[ G-ty ==
Q

)
OB (@5, 1) o

0x

(39) (s) ;1(5) ds.

@-Kqpp “
Aus der Eigenschaft (5) des Resolventenkernes folgt, daBl die rechte
Seite von (39) eine stetige Funktion von g ist. Endlich ist

0)
0w, OH (2, t, n)
40 I gy = [0 ;
(40) [ Gt f 2 g ) o),
wo
) AT
oty = | H(%&M)Qﬁ')(s)é%(ls

2-Kypy

eine nach dem Hilfssatz 1 fir ¢ — P stetige Funktion ist. Fir (40) gilt
also die Abschétzung (38). Wir formulieren also den

SATZ 6. Wenn Af, = Af,, so

s
o0z

M und N sind nur von A,e abhdngige Konstanten.

V. Die Eigenschaften der zweiten Ableitungen von H (x,y, A)

) Durc'.].l zweimg.liges Differenzieren von (6), (7) und ihrer Superposi-
tionen, kénnen wir die Abschitzungen fiir die zweiten Ableitungen des
Resolventenkernes und der Eigenfunktionen erhalten.

icm®

Particlle Differentialgleichungen 157

Wir untersuchen insbesondere den Fall, wo L(u) auf begrenzten
Gebiete Q erklirt ist und auf 4Q die Bedingung u/0Q2 = 0 erfilllt sein
soll. Ahnlich kann man andere homogene Randwertaufgaben behandeln.
Als Ausgangspunkt nehmen wir

© ©
H(w,y,2) = Hz,y, )— [Hz,s,)as)Hs,y, 1)ds.

Q2

(41)

Diese Gleichung erhiilt man #hnlich wie (6) und (7) (wegen der Be-

@)
grenztheit des Gebietes £ ist es nicht notig H(w,y, A) einzufithren).
(41) nach z differenzierend, erhalten wir

©

O0H(z,y, 1) 6H’(wiy))') Ogv(w,s)
= — H A)ds—
o W | o (Vs , s
a(;f( A
2,8
— [FE g Hs, v s
2 Pu
Auf Grund
op(z,8)  dp(w,3) ( 1 )
oz, 9s,, +0 jr— 8]

(Bigenschaft («) der Fundamentallosung) erhalten wir

dp(x, 8) _ ( 1 ) )
(42) !Wq(s)ﬂ(s,y,msfgfo ) 4 E ey, s
(g H(s,y,4) -

+ oz, s) - — e ds — ‘P(mz 8)g(s)H(s, y,l)cos(n,s )ds—

nl{K‘, O, anf *

: - i}

— [ oto, 00,3, Bo0s sa+ [ g H s, v, s

9K, K, #

(K, ist eine Kugel mit dem Zentrum in P und dem Radius ).
Das Integral iiber 90 fallt aus, denn H[0Q = 0. Bel zusitzlicher
Voraussetzung [ ¢(s)ds -0 fir e—0 erhalten wir mit Hilfe der Ab-
oK,

schatzung von Satz 2, daf das Integral iiber 0K, der rechten Seite der
Gleichung (42) fiir ¢ — 0 gegen Null strebt. Dasselbe erhilt man fiir das
Integral iiber K,.
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Danach erhilt man durch nochmaliges Differenzicren von (41)
nach 2

o ©
H g  0*h P2h . y
dx,0x, 0x,0w, 0,0z, o f(')w,,f)wt q(sYH (8,1, A)ds+
2 2
Oy [59 oH
L s,y A
J 00, Los, (8,9, A)+q(s) 08#] ds -

9 1
", U O(H)q(ﬂﬂ(s, Ys Z)ds].

Q2
Wendet man die Sitze 2, 3 und 5 an, so erhilt man nach der Aug-
sonderung des Hauptteiles (offenbar ist de(z, y)/dz = ()(l/}m*.@/lz)) den
SArz 7. Wir haben :

PH(z,y,1) ez, y) lg(s)l
_ TS H+N [ — 220 e
Oz, 0z, O, 0, + ﬂf]w-—slﬂs—{t/(ﬂds ‘
|0g/0s,| [ |0g/s,| lg(s)]
+L | ———t—ds+ _ﬁ_d][ —
,,f|m—sms~—y| U e ® f I

fir @,y —~ P, wo M, N, Z, Q nur von A abhingige Konstanten sind.
Durch Anwendung des Satzes 7 erhilt man leicht, aus der Formel
f1 = (A—u) R,f, ausgehend, den
Sarz 8. Fir jede Eigenfunktion des Operators A (Af, = A b
) vt = ¢ es
Konstanten M, N, L fir die f L

o5 lg(s)| \0g/0s,|
‘ 00,00, | M“‘Tnflj_—s,;dsﬂﬂfﬁ;ds.

. Die Absghatzungen des Satzes 8 gehen von den bestmoglichen nicht
weit ab. Es ist bekannt, daB im Falle der Schrodingergleichung fiir ein
Waszserstzoffatom die Eigenfunktionen die einfache Gestalt o~ (rt =
= i+ 75+ mg) besitzen und g¢(¢) = 1/r. Die Ableitungen zweiter Ord-
nung der Eigenfunktionen besitzen eine Singularitit vom Typus 1/r
Dieselben Abschitzungen erhilt man aus Satz 8. '

SchluBbemerkung. Betrachten wir die nichthomo gene Aufgabe

© )
Lu—2u = Lu+(g— Nu = f.

Dann » = R,f. Also aus oben bewiesenen Si
. . ) gtzen 3, 5 und 7 kann
man unmittelbar Abgchitzungen fir die Loésung der ,nichthomogenen

Aufgabe angeben, und zwar in Abhingickei
] eit srhalte oy
Funktionen g und ; g1g von dem Verhalten der

icm
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