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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln II

von
A. Wavrisz (Tiflis)
§ 1. Bezeichnungen. Hilfsbetrachtungen

Im folgenden bezeichnen a,%,m ganze Zahlen; d,j,n,q,7, M
positive ganze Zahlen; o, 8 nichtnegative ganze Zahlen; %k ganze Zahlen
= 3; u%,v, N positive ungerade Zahlen; y reelle Zahlen; s,¢ positive
Zahlen; w,z komplexe Zahlen. Ferner sei x > 3.

Diese Buchstaben werden notigenfalls mit Indizes versehen. Fiir
die Buchstaben, die als Funktionszeichen benutzt werden, gelten die obi-
gen Abmachungen nicht; z.B. braucht die Funktion r;(m) nicht fir
alle m und ¢ eine positive ganze Zahl zu sein.

Der Buchstabe B ohne Indizes bezeichnet unterschiedslos Zahlen,
die ihrem absoluten Betrage nach unterhalb von Schranken liegen, die
nur von % abhingen diirfen. ’

dlm bedeutet, daB d in m als Teiler aufgeht; dagegen bezeichnet
w/z einen Bruch mit dem Zihler w und Nenner z.

a
(;) ist fiir » > 1 das Jacobische Symbol; ist Eins fiir w = 1.

Weiter sei
o(y) = ™.

In der Summe ' durchliuft a ein vollstindiges Restsystem modg,

amodq

in der Summe 3} ein reduziertes Restsystem. In allen iibrigen Summen
amodg

ist die untere Summationsgrenze, falls sie nicht ausdriicklich angegében
wird, gleich Eins. Ferner sei
o M
1) 2 = lim
M= —00 Moo 270
Dieselbe Vereinbarung gilt auch, wenn auf m noch zusétzliche Bedingun-
gen auferlegt werden. Leere Summen sind gleich Null zu setzen.
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Bs sei

o0

7q(f'/) = 2 1

a1 u,1=—oo
1—|- +a =Y

die Anzahl der Darstellungen von y als Summe von ¢ Quadraten ganzer

Zahlen;
Aty = D) 7g(m) =1+2W)

ogm<t nt
die Anzahl der Gitterpunkte (ay,...,a,) in der g-dimensionalen Kugel
B+ e <t

Ferner bezeichne
a/2

T
Vo(t) = ———1%"
= Trn)
das Volumen dieser Kugel und
Pq(t) = Aq(t)“‘vq(t)
den Gitterrest. Weiter sei
T:!l/2
2 D, =—
(2) “ = Fapy
(3) 8(y) = 1 fiir ganzes y, S, (y) = o(y) fir r =1,
= 0 fiir nichtganzes y; =0 fir r > 1.
Aus (3) ergeben sich die Identitéten
: Y Yy _ Y
(4) 6(3) ——26(4)— d(y)cos 3
s(Y) - y_*i) — _s)sin Y
1(5) é(y) 6(2) 26( 1 = —§(y)sin 5

In der Tat haben beide Seiten die Periode 4 und sind Null fiir nichtganze J,
e3 geniigh also, y = 0,1, 2, 3 einzusetzen.
’ Bs sel weiter fur 8> 1

]

L) = Dn™, S( 1)

M=l Us=1

‘(#) ' . Z(s) =Z(s; k) = S(—i) w”b,
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also
o Z(8) = L(s) (k ungerade),
=(@1—-27°)0(s) (K gerade);
oo —1 %
8 Z(s)) = —_ -
®) ) Z(M)/A(u)u :

Fir die GauBsche Summe

9 8(h, q) =

> )
e
amodq q

gelten bekanntlich, sofern (k,q) = 1, folgende einfache Tatsachen (vgl.
z.B. [5], (1.1.2) und (1.1.9)):

(r, @) < (200

-1
(10) 82 (h, q) = (T) g fir ¢=1(mod2),
=0 fir ¢ =2 (mod4),
= 2i"q fir ¢ = 0 (mod4).
Die Reihe
S (S(h, O\ [ by
Sw) = Y (h ) e(~;——)

konvergiert also fiir ¥ > 4 absolut. Diese Reihe geht in die bekannten
Naherungsausdriicke ein, die G. H. Hardy fiir die Funktion 7 (n) erhalten
hat (vgl. z. B. [5], Hilfssitze 1.4.2 und 4.2.4):

(11) re(n) = Dun'=1Gy(m)+ Bt (k> 4),
(12) re(n) = Dkn"’z"(ﬁk(n) (k=5,6,7,8).
Setzt man
(13) an) = Y d",
dn
(14) @) = (=),

u|\N
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80 ist bekanntlich nach Hardy (vgl. z. B. [4], Satz 4.1 und Formel (4.27)):

(18)  Z(#)Cw(2°N) = oy_4(¥) fir a=0, k=0(moed2),

= (1227 20BN (2 1)} (1= 279 o (W)
fir a>0, k=2(mod4),
= {1— 20PN (2F — 1)} (1 -2 (W)

fir «>0, &=0(modd4),

{1+( )2(1—’“)“*“’} o1 (V) fir k=1 (mod2).

Bs sei B,(2) das n-te Bernoullische Polynom in der iiblichen Bezeich-
nungsweise, also insbesondere

(16) B,(2) = 2—}, Bsle) =2— 32+,
Terner werde
an B.(y) = Baly—[y])
gesetzt. Belkanntlich gelten fiir beliebige y die folgenden Fourierentwick-
lungen:
9 .
(18)  B.(y) = (——1)(’+"/2 Z sin /nny 'Z(y) (r ungerade),
7! 1 CO8 2Ny )
(19) B, (y) = (——1)'/2‘12r_1n, o (r gerade).

n=1

Um Formeln zusammenzuziehen, die mit Hilfe von (18) und (19) berech-
net worden sind, ist es niitzlich zu beachten, daB

(20) 27" = (=L)"Y fiir ungerade r,
= (=1 fiir gerade 7.
Es sei
_ y — )
(21) F.(y,9) = B, (24) 2B, (M
¥\ e (Y g (¥—2)
(22) Gy, 0 = B, (‘q‘) —2"'B, (_2?1-) — 2B, (‘Zl_q_)’
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(23) Wk,r(y) — -—kB ( ) +( —1) kf2+1gr—k I*r (y, d)
2" Z
(k gerade, r < k—2),
@) O = > (T)w B (L) (et Yata,, 2
U=1 d=1
(k ungerade, r < k—2),
(25) Qrp(y) = Pip(y) Hfir gerade k,

= @k,r(y)

Die Reihen (23) und (24) konvergieren absolut; ihr allgemeines
Glied ist nimlich Bu—2 bzw. Bd~2. Fiir spitere Zwecke sollen jetzt die
Fourierentwicklungen der Funktionen (21) und (22) hergeleitet werden.
Sie lauten:

fiir ungerade k.

! w1
(26) Fr(%d)=(—1)('_1)’22%2u—,~s' m+ (?/)miy_
u=1

a 2d

(r ungerade),

27 (r gerade);

Sy y
STy 3o (d) Y]

(r ungerade),

I 1 U
= (=1l E‘ Yy
Fe(y, d) (1) 271,. o cos

U=1

ot & —1) 1
ez T
(28) G (y,d) = (—1)+V - E(—u )—c

U=1

(29) (r gerade).

1y 27! 2‘0 -1\ 1 ¢in &Y
o = “u ) 2d
Alle diese Formeln brauchen nur fiir ¢ = 1 nachgepriift zu werden;

der allgemeine Fall folgt hieraus, indem man ki durch y/d ersetzt und
beachtet, dal nach (21) und (22)

{Gr(f'/a d) =

_n (Y _aY
Fa, ) = (L,1) G, = (%3]
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ist. Bs sei » > 1 ungerade. Man bekommt die ungeraden Zahlen u, indem
man von den Zahlen n die Zahlen 2n entfernt. Daher ist nach (18) und (21)

S 1 S.nu-rcy 5? 1 Sin'nvry 1 j 1 sin
— §in — = —§in —— — — — 8inn
w" 2 I n" 2 2" { n" ™

U=1
2r—1nr _ y 1 _ y)}
— (_1yenpe T ) sl
(1) 7! {B'(4) z'B'(z

il

= (__1>(r l)lzié"ﬁFr@/: 1)7
womit (26) wegen (3) fiir d = 1 nachgewiesen ist. Genau so ergibt sich (26)
auch fir » = 1, indem man das Zusatzglied —d(y)/2 in (18), sowie (4)
beachtet. Auch der Beweis von (27) verléuft genau wie der von (26), nur
ist (19) statt (18) zu benutzen. Wiederum sei » > 1 ungerade. Dann ist
nach (22) und (18)

T -t — S 1 :
(80)  Go(y,1) = (—1)r+DRg"yt {21 4 Z;b; sin 2n7y —

n=1
(=] (=]
1 1 | sn(y—1)
- — sinnmy — 27 Yww—sm— .
Z n" Y nl-{ n" 2

Nun soll die geschweifte Klammer umgeformt werden. Nimmt man das
erste Glied unverindert, von der Summe im zweiten Glied nur die gera-
den n (2n statt n), von der Summe im dritten Glied nur die durch 4 teil-
baren » (4n statt ») und faBt zusammen, so ergibt sich

> 1
(21-" — g~ _gr-ar) 2 = sin2nmy = 0.

==l

FafBt man die Glieder n = u der zweiten Summe und » = 2« der dritten
zusammen, so ergibt sich

o 1 I~ 1
- 2 Zsinumy— 2"~ 2 = sin (ury — ur)

U=1 U=1

> 1
=(—1—|—1)278inuwy=0.

U=1
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Es bleiben also nur die ungeraden Glieder der dritten Summe iibrig,
d. h. es ist

0o 00 '
! 1, un(y—1) 1, wur uny
— _or gin —2 7 —9f —§in —— cos ——
) 2 2 u’ s 2 . u 2 2
U=1 =1 .
o
-1\ 1 umy
=27 E (—)—7005—.
2
ot u w .

Setzt man dies in (30) ein, so ergibt sich (28) fiir d = 1. Genau so ergibt
gich (28) auch fiir » = 1, indem man das Zusatzglied in (18) und (5)
beachtet. Auch der Beweis von (29) verlauft genau wie der von (28), nur
ist (19) statt (18) zu benutzen.

SchlieBlich sei

31)  Rulw,g,7) = Z'(S(h, i )" ) e{— (hjg-+m)a}

hmodg q M=—00 (h/q—}_m)r ’
me—hjg
= k
(32) Ny (2, 7) = E Ri(z,q,7) (k> 4, T<§-—-l).
g=1

Die Reihe (32) konvergiert absolut und gleichméiBig in z; ies ist
namlich (vgl. [56], Hilfssatz 4.1.3)

(33) Re(@, ¢,7) = qu-klﬂloggq.

§ 2. Problemstellung

Von Petersson [2] rithren zwei Satze iber die naherungsweise Dar-
stellung der Funktion

HPy(@+0)+Pr(e—0)}  (k>4)

her; in der ersten gleichnamigen Arbeit [3] werden sie auf einfachere
Art bewiesen (der Beweis ist in [5], § 4.1 und § 4.3 wiedergegeben). Im
folgenden sollen nur Kugeln gerader Dimension 2k (> 6) betrachtet
werden. Fiir diese lauten die Peterssonschen Satze wie folgt.

Sarz 1.
(34)  }{Pu(z+0)+Pylz—0)}

1 71_-k
(2mi)" (k—1r)!

2Nz, r)+ B logz.

r<{k—1)12
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SATZ 2.

D
(85) 3 (Py(o+0)+Py(o—0)} = —5-u*O(a, 1)+ Baloga,

(36) 3 (Pulot0)+Ryo—0)

3Dy
(2ni)?
Demgegeniiber hat Lursmanaschwili [1] folgende Néherungssitze
fiir P, (1) (b >>4) gefunden (sie sind in [5], §§5.1-5.3 wiedergegeben):
SATz 8. Bs sei k gerade, k = 2§+ 2. Dann ist

L 3N (w, 1)— #* Ny (, 2)--Brlogz.

(37) Pal@) = Duk(1—279)C(k)} ™ 3 (—1

r=1

)y (f) ¥, . (@)2" "+ Ba" T loga.

Sarz 4. Bs sei k ungerade, k

7
(38)  Po(@) = DyufkL(k)) ™ Y (—1)’(’:) By, (@) 2"+ B Moga.

> 2j+3. Dann st

re=1

Mit Hilfe der Bezeichnungen (7) und (25) kann man (37) und (38)
in die eine Formel

(39)  Pyl@)

= Dyp{kZ (k 1277

=1

( )Qk,(w)m""-i—Baz"‘f'llogm (k= 2j42)
zusammenfassen. Nach (23) und (24) sind die Funktionen (25) beschrénkd,
d. h. man hat

Qurly) = B.

Gilt also (39) fiir ein gewisses § > 1, so gilt es auch fir j— 1. Das grofte
zuligsige j in (37) ist j = k/2— 1. Fiir dieses j ist das Restglied Ba"*log .
Das groBte j in (38) ist (k—3)/2. Das Restglied ist dann Ba™*+"* loga.
Man kann daher die Sitze 3 und 4 wie folgt zusammentassen:

Sarz 5. Es set k > 4. Dann ist

(0 Pu(o)—DukZ®}™ Y (=17 (}) Gurl@)at

r<k/2~1
= Bs**loga

= Ba®*+t)2logy

fiir gerade k,

fiir ungerade k.
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In der vorliegenden Arbeit wird ein Zusammenhang zwischen den
Peterssonschen Funktionen (32), im Falle eines geraden %, und den .
Tursmanaschwilischen Funktionen (25) hergestellt. Das Hauptziel lautet:

SATZ 6. Fiir £ >3, r <k—2 ist

1 & ") Q@)+ 0n(2) i e(a) .

(41) Ny, 7) = @7 {Z(R)}
Der Beweis wird in § 3 gebracht. Im Rest des § 2 sollen diejenigen
Folgerungen aus Satz 6 gezogen werden, die sich durch Verkniipfung
mit den Peterssonschen Sitzen 1 und 2 ergeben.
Bs sei k >3, r <k—2. Aus (41) folgt dann wegen (3) und (2)

1 =
— (Er;)_' (—k——T)‘ R, 1)
iz—r Tck . (27: 1 . k
= ._(2_m,)_r.(k__ ()} Our@) = 5 EREOLACME)
(42) — DRz} (—1) () By (@) — 45,(2) Dy Cel0).

Setzt man dies in (34) ein, so ergibt sich fir k >3
(43)  H{Pu(z+0)+Py(v— 0)}-+4d(2) D,y 'Sy (w)

— Dy {kz()} - Y (——1)"(1:)[)k!,(w)a:""%—Bmk”logm.

r<{k—1)/2

Nach Definition der Funktionen Pi(x) und r () ist

Pop(#-4-0) = Py(w), Py (e—0) = Py()— (),
also
(44) 3{Pop(+ 0) -+ Po (@— 0)} = Poy(w) — 3722(2)
Andererseits ergibt sich aus (11), (12) und (3) fiir ¥ >3
(45) r(@) = 8(2) Dyd ™ Gy (o) + B (k> 3),
(48) For (@) = 8(2) Dyt ' Sp(w) (k= 3,4).

Aus (43), (44) und (43) folgt
SaTz 7. Fiir k>3 ist

Dy {kZ (k) (=17 (£) 2e(a)a ="+ Bo"loga.
r<(k-1)/2

(47)  Pyl(e) =
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Analog ergibt sich aus (44), (35), (36), (42), (2) und (46)
(48) Py(n) = —De{Z(3)} ' 2, (w) x>+ Brloge,
(49) P,(2) = —Do{Z(4)} {94, (@) 2*— 3 2, ()5°) + Blogs.

Hierbei ist nach (2) und (7)

kiid T
Dy = '-2'"7 Da = ‘6"’
(60)
23 = L) ==, 2 By ==
@) =LB) =g, 2ZW=17 5
Der hier benutzte wohlbekannte Wert
7.:3
(51) L(3) = )

ergibt sich z. B. folgendermaBen: Setzt man y =0, d = 1, r = 3 in (28),
go ergibt sich wegen (6) und (3)

20*1 —1\ 1
G4(0,1) = 287°3! (—~)~ = 48x 3 L(3).
% w | u®

Andererseits ist nach (22), (17) und (16)
G4(0,1) = B,(0)—22B,(0)—2°By(—1$)

= —3B,(0)—32B,() = —32- & =1},

o
womit (51) nachgewiesen ist.
Aus (48), (49), (50) und (25) ergibt sich
SATz 8.

(52) Pi(x) = —16Dg, (w)2?--Bologs,
(53) Py(a) = —16W¥,,(v)w®+ 247, , (»)x*+Brlogx.

7 und 8 sind Sitze vom Lursmanaschwilischen Typus, die den Peters-
sonschen Séitzen 1 und 2 entsprechen. Satz 7 fillt fiir gerade % mit Satz 5
zusammen. Fiir ungerade % ist er in zwiefacher Hinsicht giinstiger: einméal
wird der Wert % = 3 zugelassen und sodann enthilt die r-Summe ein
Glied mehr und das Restglied ist um '’ besser.
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§ 3. Beweis von Satz 6
Im folgenden sei stets
(b4) r<k—2.
Nach (31), (9) und (1) ist

o

: . sin 2
(55) Ry (@, 1,7) = —2¢2-—ﬂ fiir ungerade 7,
m=1 m

Y COS 2m
=2 2—,—7—— fiir gerade r.
=1 m

Bs sei ¢ > 1, ¢ =1 (mod2). Nach (31) und (10) ist dann

r e 1 {_ (h+mq)w}

—1 K r—k
(86)  Rulz,g,7) :(T) 9 2 (htmay * g

hmodq M=—c0

e A\ L ' S 1 me

= |— E E —.el——

( q ) ¢ Nty me—o m’ ( q )
Mma=h(modg)

o e S
tm=1

Es sei » ungerade. Dann ergibt sieh aus (57), indem man die Glieder m
und —m zusammenfaBt,

=1\ . oy 1, 2mmx
%k(m,q, r) = _‘27/(?) qr—k —8m -

mn q

Nach (55) gilt das auch fiir ¢ = 1. Da ferner nach (33) und (54) fiir ¢ > 0
(58) Ry (, ¢, 7) = By *log3q = By "log3g
ist, kann man iiber die ungeraden ¢ summieren und bekommt

- o [~V ., w1 2mmw
G Ruleam=—2 > (Tt N pem T
m=1

q=1
g=1(mod 2)

(m,g)=1
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Andererseits ist nach (62), (60), (61), (8) und (18)
Setzt man . ]
V1. o N1y =1 L 1 %
(60) S(u) = Z?sm w S—vz;( v ) u(v)v Z: ) ¥ nZl'?sm "
n=1 = U= =
80 ist had O
= -1 .
(61) 8(u) = B; tE®l ; ( ) v 2
a=1(mod 2)

fiir » > 1 ist es nimlich klar und fiir » = 1 folgt es aus (18) und (3). Die

e AR "“”*%"i{v(-z)%a(s)}

Wegen (3) ist somit
konvergiert also absolut, und es ist

S : ) . (o)
0 S N R, 0, = i1z 2
(63) S = (—) q — S(u). = !
g=1(mod 2)
=1 Uv=g
7=1(mod 2) -
ST —1\* x
Hierin ist wegen (60) ) x ( ) "% B, ( )+m{Z k))* y (.&) ¢"s, (._)
(v) u(v) (4 o= gﬂ) a= %OM) ! !
=1(mod 2 =1(m
'uy S(”‘):Z ¥ S('—) - . . ) . .
- o v v Fiir nichtganze z ist die zweite g-Summe rechts nach (3) gleich Null.
o Bs geniigt daher, die Summe
Z,u(v)z 1 s,m2mmm
= , — o [—1\* n
G Tanr S = ) ) e (]
o0 2 .
= g ‘:_IY; {:@(:)Z sinﬁméﬂ zu betrachten. Nach (3) ist
—1\* k
1 . 2mmw " = 2 (Tf) v
= -—-—;S (/l)) uln
m
m=t vl Somit ist fiir ungerade r
> 1 2mma 0 r
64 = — g . . r— _y (2m)
®4) D iy ©) > Fule,q,n) = i(—DTIREZ@ET X
=1 "

g=1
g=1(mod 2)

Aus (63), (64) und (59) ergibt sich

3 Rulo, g, = —2i8. X Z ( ) (3;-)+6,(w)wi{Z(k)}‘1Z(~;—l)kul—".

Uz
q=1 q= l(mod 2)
g=1(mod 2)
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Hs sei 7 gerade. Dann ergibt sich auf genan die gleiche Weise, indem
man die zweite Zeile von (55) und (19) statt der ersten Zeile und (18)

benutzt,

00

(66) Z 2,4,7)

q=1(mod 2)

~ (27'5)' > —1\* x5 [
—(—1 L N A 1 ( ) qr Br(._..).
(—1m 2 (w7 q; - .
g=1(mod 2)

Wegen (20) und (3) kann man (65) und (66) in die eine Formel zu-
sammenfassen:

2 C-R2k(m7Q77)=q’ {Z(k)} T Z (T) 4 ’ q +

P qeilmods)
k
18, (@) ni{Z (k) 2 (—) wiE,
. ulx
Nach (31) und (10) ist
(67) > Ry(z,q,7) =0.
IIEZ(ql:;di)

Es sei jetzt ¢ =0 (mod4). Nach (31) und (10) ist dann, analog
zu (B7),

Ryul, q,7) = 2Fg"* 2' e 2 ( 1 _ {ﬂ_ (h+mq)m}

[4
hmodg M=—00 h+ mQ) 4

, oo i(h+m‘1)7£ e{_ (h-]-‘mq)w}

ok sk
=20 D Y 7

hmod g M=-—o0

(68) — 2t N g(ﬁ_"ﬁ).

Die Fille eines ungeraden und geraden % sollen jetzt getrennt behandelt
werden.
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I. Es sei ¥ ungerade. In (68) ist dann

o i(_l)(mk—l)ﬂ — "’(:;6—1) (__1)(m——1)[2,
und es ist
1 - 1
(69) Ru(a,q,7) =i(7) gt 3 (—1)<"'-1>/27n—,e(_2;‘”—).
M= —00
(m,g)=1

1) Bs sei r ungerade. Dann ergibt sich aus (69), indem man die
Glieder m und —m zusammenfaBt,

0

(70) 9’{%(%’ q, ) — 7/( )9k+1 r —k Z ( ) 1 coszmrm
m=1 q
(m,g)=1

Wegen (58) kann man iiber die ¢ = 0 (mod 4) summieren und be-
kommt

D Rz,

g=1
2=0(mod 4)

-1 o o [—1\ 1  2unwx
= i|—]) 2k —k E (—)— 08 .
1’( k ) 2/ ¢ {\u W Ty

g=1 u=
2=0(mod 4) (wg=1)

Nun folgt eine dhnliche Uberlegung, wie sie im Anschlufl an (59)
gemacht worden ist. Setzt man

(72) S(n) = Z (:u—l—) -};eos 2unz y

50 ist

8(n) = B;

fiir r > 1 ist es némlich klar und fiir » = 1 folgt es aus (28), (22) und (3).
Die Reihe

(73) 2 q*’“Z( 1O s

q= 0(mod4)
Acta Arithmetica VI 9
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konvergiert also absolut,

SR =3

(74)

I
gk
—
=|L
—=
S
IS
=15
54

Aus (71), (73) und (74) ergibt sich

Z Ryp(@,y g, 7 —z(k)flk“é'

qsounou)

(75)

Andererseits ist nach (73), wenn man n durch 4n und ¢ durch 4vn

ersetzt, wegen (8), (72) und (28),

8= ;‘Z (4'0%)'“’“(_71) a 1(:,’) 8(4n)

o S s
(76) = 9¥-%(7 ()}~ Z r— kZ( ) urcao

—2k% ©
= (—1)fr+0e 2

n=1

L - 1 z
Zk 1 r—k = adl .
—{Z( )}, E n {G‘,(w,n) 5 6r(n)sm

icm
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Setzt man dies in (75) ein, so ergibt sich wegen (3)

©0

2 Rore(@, 5 7)

g=1
g=0(mod 4)

(17)

( 1)(r+k)/2 or+1— k

Z(k)} Zd"kG 2, d)-+

+m( )2‘“"Z(k) Zd‘*’“a() ’;;”.

Fiir > 1 und fiir » = 1, nichtganze x ist die zweite d-Summe nach (3)
gleich Null. Es geniigt daher, die Summe

Sa(n) = 2 a*s (g—) sin ;2
d=1

zu betrachten. Nach (3) ist

o0

“By(n) = Zdl "smg—;".

dain
Somit ist fiir ungerade r

00

1) 3 Rul, g,
(1~0({uod4)
= {(—1)rthrgr+i- &7 Z(k “IZd’ kG (z, ) +
+6,(2)mi{Z ()}~ ( )21—"2 d*"sin

Aus (65), (67), (78), (32), (54), (24) und (20) ergibt sich fiir unge-

rade »
5y (2m) -1

(79) mzk(“"y 7) =1 " {Z(k)} Qk,r($)+

o a3 ()i () T T
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Es sei n = 2°N. Dann ist nach (14)

(80) D (-’;—1) = Y (11}) W = ().
o

U[N

Sewd- ¥

an din
nld=1(mod 2)

Ferner ist

Ersetzt man daber d durch 2°w, n durch 2°N, so folgt

1-kg -k 1—k( '1)
Zd singy =2 Z“ Nu
am uN
_ (—_1) 2(1—k)a2 ('_1) e
N u

u|N
—1 (1-k)a
(81) = (T) 20780, (W),

Fir » > 1 und fiir » = 1, nichtganze » ist das zweite Glied rechts
n (79) gleich Null. Fiir r = 1, # = n ist es nach (80), (81) und (15) gleich

ni{Z (k)}~ { +( ) 20~ "’)("“’} 01-(IV) = niGy (2°N) = niGy(n).

Im ersten Gliede rechts in (79) wende man (25) an. Damit ist Satz 6
in ungerem Falle (k,r ungerade) bewiesen.
2) Es sei r gerade. Aus (69) folgt dann

1 o [ —
% ( )417') ( % )2k+lqrm 2 (_E).A:}T81n2mn$
mel m | m

(m,g)=1

Fiihrt man jetzt genau dieselbe Uberlegung durch, wie im Falle
1) im AnschluB an (70), so ergibt sich, statt (75) und (76),

(52) 3 e, an - (5 )2"“8
QEO‘fmodﬂt)
—k o 4in 270

1 U=1

Mz

(83) ) 8 = 2zr~2k{Z( -1

n:
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Aus (82), (83) und (29) ergibt sich, statt (77),

D Fule, g0 = ()R E T 20 3 TG @, ),
N da=1

a=0(moa )
und daraus folgt, wie im Falle 1),

- 2n)"
r!

Ny (2, 7’) =1 {Z(k)}_l¢k,r(m)-

Wegen (25) und (3) ist damit Satz 6 auch in diesem Falle bewiesen.
II. Es sei k gerade. In (68) ist dann
(1),
und es folgt, statt (69),

(84) oo, 0,7) = (P05 2 ( )

m——oo

1) Es sei » ungerade. Dann ergibt sich aus (84), indem man die Glie-
der m und —m zusammenfaft,

. ‘ o W 1 . 2mmz
g{zlc(m7 q, 7‘) = i(—lykﬂT12k+lqr " Z m" 810 ——.
M=l q
(m,@)=1

Behandelt man dies, wie oben (70), so ergibt sick weiter, statt (75) und (76),

(85) Y Rulz, g,7) = (1P,
qso?;éu)
- o 1 UTT
__ o2r—2k —1 r—k el
(86) 8 = 277 (k) ;n 2 st

Wendet man jetzt (26) statt (28) an, so folgt

©0

S:(—1)("”’22”‘2"“1:#:{Z(k)} 2 '-"{F (x, n)_—a( )oosﬂ}

2n
n=1

Setzt man dies in (85) ein, so ergibt sich wegen (3)

R(a, 4, 7) = i(—1) LT G} N T, (@, @)+

qSO(q;olﬂ) -
i __1\k2ol-k -1 1-%

T i (=127 (k) Zd 8, (d)cos

d=1

e
2d°
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Fiir » > 1 und fiir » = 1, nichtganze o ist die zweite d-Summe nach (3)
gleich Null. Bs geniigt daher, die Summe

=]

) 7
8 (n) = 2 a-*s (%) cos -ﬂ,‘ﬁ

d=1
zu betrachten. Nach (3) ist
' Lk ™
(87) Sy(n) = Zd 08—
. ‘ “ 2d

Somit ist fiir ungerade 7

(88) 2 Ry(@, ¢, 7)

g=1
g=0{mod 4)
=]

= (1)L gk -:—‘ {Z(k)} Zd"kﬁ',.(m, &)+
. - d=1 '

4o, ()i |Z( }_ k/221 k2d1 kg, _["'_”1_
dyx

Aus (65), (67), (88), (32), (54), (23) und (20) ergibt sich fiir unge-
rade r )

(2m)
7!

46, () i {2 ()}~ (Z uE g (—1yERgl-E 2 d"*cos %)

u|w dlz

(89) Nylw,r) =27 {2 (k)} ™" Wy () +

Es sei n = 2°N. Dann ist nach (13)

(90) D ut = 2 ™ = o).

uln

Ferner ist nach (87)

o
(91) ] | 8s(n) = dzn ar- OOSEd—
'n/dEO(!modE)

Hieraus folgt zunfchst

(92) 8,(N) =0.

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln IT 135

Es sei jetzt a > 0. In (91) ist dann d = 2%u; u|N; B =0,...,a~1,
und man bekommt

' T N
8(n) = 85(2°N) = ¥ Y (2%u)*eos | -2
;;1) i 2 u
a—1
= Y 2008 Nyl-Feog(2eA1ny
d
B=0 uUN
— N7 oG-k N7, 1-k T—k)(a—1, —k
= ) 2 Zu — 20—k )Zu
0gf<a—1 u|N ulN
={ Z o(—=k)s__ 2(1—’f)(ﬂ—1)}dl_k(N)
0gh<a—1
(93) = {1—20-Ra9F _1)}(1—2""F)"1g,_p(N).

Fir » > 1 und fiir r = 1, nichtganze z ist das zweite Glied .rechts
in (89) gleich Null. Fiir r = 1, # = n = 2°N ist es nach (90), (87), (92),
(93) und (15) gleich

76 {Z (%)} {or_k (M) +(—1)2'" *g 4(n)) = i€y (2°N) = iSy(n).

Im ersten Gliede rechts in (89) wende man (25) an. Damit ist Satz 6
in unserem Falle bewiesen.

2) Hs sei r gerade. Aus (84) folgt dann

oo

1 2mrx
C'sz(mr q, T) = (—1)k722k+1qr_k g 7 CO8 -anr—-.
m q
m=1
(m,g)=1

SchlieBt man jetzt wie im Falle 1), so ergibt sich statt (85) und (86)

(94) 2 Ruu(@, g, 7) = (—1)P218,
=0(m0d4)
= = 1 UTE
. o2r—2k -1 r—k el
(95) 8 = 27 (k) ;n g L

Aus (94), {95) und (27) ergibt sich

0—01 r— Tcr - S r—
D Rue, 1) = (—DERETAZ @) Y 0 (@, ),

q=1 n=1
(
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und daraus folgt, wie im Falle 1),

gy (27)

CRzk(wy 7’) =1 T {Z(k)}ﬁlglk,r(w) .

Wegen (25) und (3) ist Satz 6 auch in diesem letzten Fall bewiesen.

TIFLIS, DEN 5. NOVEMBER 1959
MATHEMATISCHES INSTITUT

Literatur

[1] A. II. JIypemanmamBuiy, O wuche Yeavix MOUEKE 6 MHUOZOMEPHUL WApAx,
Tpynm T6uauccroro Maremarmyeckoro  Mmeruryra 19 (1958), 79-120.

[2] H. Petersson, Uber die Anzakl der Gilterpunkie in mehrdimensionalen
Ellipsoiden, Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen
Universitét 5 (1926), 116-150.

[8] A. Walfisz, Uber Gitterpunkle in mehrdimensionalen Kugeln, Mathema-
tische Zeitschrift 27 (1927), 469-480.

[4] — O npedcmasacnuu wuces cysmmamu readpamos. Acumnmomunecrue opmy-
abl, VCIeXH MaTeMaTHueCKEX Hayk 7 (1952), 97-178. Auch englisch: On the represen-
tation of numbers by swms of squares. Asymptotic formulas, American Mathematical
Society Translations, Series 2, 3 (1956), 163-248.

[5] — Gitterpunkie in mehrdimensionalen Kugeln, Warszawa 1957.

Regu par la Rédaction le 17. 11. 1959

icm°®

ACTA ARITHMETICA
VI (1960)

On a Pellian equation conjecture
by
L. J. MorDELL (Boulder, 0016.)

In a joint paper by Ankeny, Artin, and Chowla (see [1]), there is
enunciated the following:

CONJECTURE. Lel p be a prime = 1 (mod4), and let ¢ = $(t+ ’I.ﬂ/j_ﬂ)
> 1 be the fundamental unit in the quadratic field K (V;) over the rational
field K. Then ws= 0 (modp).

Here (y,x) = (t, %) is that solution of

¥
with ¥ > 0 and with least positive integer value for z. The equation is
of course known to be solvable and an explicit solution is given in (8)
and (11) below. It is also stated that when p = 5 (mod8), the conjecture
hag been verified for all p < 2000. The only further explicit result about
the conjecture seems to be that Professor Taussky-Todd has had it
verified for p = 1 (mod4) with p < 100,000 by Dr. Goldman.

I prove here the

TaeorEM 1. If p is a regular prime, i. e. the number of classes of ideals
in the cyclotomic field K (¢*™®) is not divisible by p, then u == 0 (modp),
i. e. the conjecture is true.

As is well known, Kummer has proved that p is regular if and only
if none of the numerators of the first 4(p—3) Bernoulli numbers as
defined in (2) is divisible by p. He has shown that the only non-regular
primes << 100 are 37, 59, 67.

Theorem IV of the joint paper contains the result that if  is the class
number for the quadratic field K (1/1_)), then if p = 5 (mod8),

Yy —pa* = —4

u
(1a) _2h? = Cp—3,2 (Mmod p),

where for this particular case, C(,_s), is defined by

o Ct" 1
P =1+
n!
n=—1

d—1
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