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ACTA ARITHMETICA
VI (1960)

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 1II

von

A. Warrisz (Tiflis)

§ 1. Bezeichnungen, Hilfsbetrachtungen

Im folgenden bezeichnen a, k, 1, m ganze Zahlen; d,j, n, q,r posi-
tive ganze Zahlen; k ganze Zahlen > 2; w, v positive ungerade Zahlen;
w ungerade Zahlen; y, z reelle Zahlen; s, t positive Zahlen; ¢ komplexe
Zshlen. Ferner sei # >3, 0 < e < 1. :

Diese Buchstaben werden nétigenfalls mit Indizes versehen. Fiir
die Buchstaben, die als Funktionszeichen benutzt werden, gelten aber
die obigen Abmachungen nicht; z. B. braucht die Funktion 7,(m) nicht
fiir alle m und ¢ eine positive ganze Zahl zu sein.

Der Buchstabe B ohne Indizes bezeichnet wunterschiedslos Zahlen,
die ihrem absoluten Betrage nach unterhalb von Schranken liegen, die
nur von % abhingen diirfen.

lm bedentet, daB I in m als Teiler aufgeht; dagegen bedeutet ¢y /e,
einen Bruch mit dem Zihler ¢; und Nenner ¢,.

(E) ist fiir » > 1 das Jacobische Symbol; ist Eins fiir # = 1. Ferner
u

s (=)= -3
ist | — )= ——]).
—u U
Weiter sei o
e(y) = ™.

In der Summe 3} durchliuft @ ein vollstédndiges Restsystem modg,
amodg

in der Summe _2' ein reduziertes System; in der Summe > durchliutt
amodg wmod4g

w alle ungeraden Restklassen mod4q. In allen iibrigen Summen ist

die untere Summationsgrenze, falls sie nicht ausdriicklich angegeben

wird, gleich Eins. Ferner sei

oo N n
ul .
(1) - m:é:oo =’IL1=I3°m=—J>jn

Dieselbe Vereinbarung gilt auch, wenn auf m noch gewisse zusitzliche
Bedingungen auferlegt werden. Leere Summen sind gleich Null zu setzen.
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194 A. Walfisz

Es sei o

7e(y) = 2 1

ay,...,0g=—00
N
die Anzahl der Darstellungen von y als Summe von ¢ Quadraten ganzer
Zahlen;
() = 3 rylm) =1+ Y ry(n)

ogm<t n<t

die Anzahl der Gitterpunkte (@, ..., q,) in der g-dimensionalen Kugel

Y. s <t
Ferner bezeichne
n??

= Tap+n

a/2

Vq(t)
das Volumen dieser Kugel und
P, (1) = Aq(t)‘Vq(t)

den Gitterrest. Weiter sei
a/2

T
2) Dy=
Y TR
(3) 6(y) =1 fir ganze y, o (9) = 8(y) fir 7r=1,
=0 fiir nichtganze y; =0 fir > 1.

Fir s > 1 sei

() 4(s) = Z(s; k) = (~—) u,
U=1 w
also
(6) Z(s8) = L(s) ~ (k ungerade),
=(1-279)2(s) (k gerade);
(M {Z(s) = Z (}})ku(u)u“’.

Fiir die GauBsche Summe
ha?\
(8) 8(h,q) = e(———)
0= el
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gelten bekanntlich, sofern (k, g) = 1, folgende einfache Tatsachen (vgl.
z. B. [4], (1.1.2) und (1.1.9)):

(9) 8(h, ) < (2017
(10) 53(h, q) = ('Tl)q fir g =1(mod2),
=0 fir ¢ =2 (mod4),

= 2i*q fir ¢ = 0 (mod4).
Ferner ergibt sich aus (8) unmittelbar fiir beliebige %, ¢

(11) 8(dh, dg) = d8(h, q).
Die Reihe )
SERN LA
(12) Suly) = (_-) e(-—--—)
* ghr%’q q q

konvergiert wegen (9) fiir ¥ > 4 absolut. Diese Reihe geht in die bekann-
ten Naherungsausdriicke ein, die G.H. Hardy fir die Funktion 7i(n)
erhalten hat (vgl. z. B. [4], Hilfsséitze 1.4.2 und 4.2.4):

(13) r4(n) = Dy Gy (n)+- Bt (k> 4),
(14) 72(n) = Dyn71 Sy(n) (k =5,6,7,8).

Es sei B,(2) das n-te Bernounllische Polynom in der iiblichen Bezeich-
nungsweise, also insbesondere

(15) Bi(2) =2—3, By(?) =2*—j2*+ .
Ferner werde
(16) B.(y) = B.(y—[¥])

gesetzt. Bekanntlich gelten fiir beliebige y die folgenden Fourierent-
wicklungen:

_ . ! wasin2emy  8,(y)
1y T Yy ol a

an B =(-1 2,_1ﬁ,ﬁ‘§1’ - 5~ (r ungerade),

= r! - 608 21wy
1 = (—1)2! —_ .
(18)  Be(y) = (—1) 2’“1"'"; o (r gerade)
Wegen (1) und (3) kann man (17) und (18) in die eine Formel zusammen-
fassen: ’

= Lol o\ emy) ()

1 .B — 22—y —
(19) ) = D T
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196 A. Walfisz
Es sei

(20) () = B(%) —2'1?,(%),

(21) G,(y) = B,(y)— 2B, (%) vzwﬁ,(?’ '4‘1).

Fiir diese Funktionen gelten bei beliebigen y die folgenden Fourierent-
wicklungen (man vergleiche in [5] die Formeln (21), (22) mit ¢ =1 und
(26)-(29) mit d =1):

u-m/

(22)  F.(y) = (=172

1
+ éar(y)cos—;—/ (r ungerade),
(23)  F.(y) = (—1)"2 E —cos— (r gerade);
201 o f—1\ 1 uny
2 — (r+1)2 7 " .
(24)  G.(y) = (1) o M—El (—u )u’ cos —— +

(r ungerade),

@25)  Goly) = (—1)"23'—?52(:1)_1; sin 27V

ki u /| u

(r gerade).
U=1

Die Formeln (22), (23) einerseits und (2
gich wie folgt in je eine zusammenfassen:

4), (2b) andererseits lassen

o 1 wu) 1 Yy
26 = Y et R i
(26) F.(y) iy w“mw,e( g d,(y)cos 5
o [—1\ 1 [
(27 Goly) = #7277 2(7)7—07 ( ’) + —a (y)sin "L
W= —00
Weiter sei
e . — a2
09 )= Yt Y (10
U=1 amodu "

had {or— a2
+(—1)’“/2+‘2"'°’22d""‘1 Zp(y a4 ) (k >4 gerade, r <k—2),
d=1

amod td
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o1 —1 e = [y—a?
(20)  Bply) = 2(—)u - ZB,(y )+
U u
u=1 amodu
‘ L > L Y —a?
4+ (—1)E+DEg—k IZdr k-1 ZG'(%) (k >3 ungerade, r < k—2),
d=1 amod4d
(30) Opr(y) = Prrly) fiir gerade %,

= i, (y)

Die Reihen (28) und (29) konvergieren absolut; ihr allgemeines
Glied ist namlich Bu~" bzw. Bd~> Es soll jetzt gezeigt Werden, daB man
(28) auf den Fall k = 2, » =1 und (29) auf den Fall & — 3, r = 2 aus-
dehnen kann. Hierzu reicht es hin, die folgenden Abschétmmgen nach-
zuweisen:

fiir ungerade %.

— (y—a?
(31) Bg( ) = Bu'?,
— a2
(32) 2 G'z(?/ da ) = Bd'”?,
amod4d
—n2
(33) ZB,(y u“ ) = B,
amodu
— a2
(34) 2 Fl(y d“ ) — B&"®
amod4dd
Zum Beweise werde zunichst
(35) T, = T,y = sl
amodg m=1 " g

gesetzt. Dann ist wegen (8)

1 my ma?
() > e
=1

amod g

= Zme("T)S('m’y q),
m=1

T < Ym(8m, g —2 2 218w, g).

m=1
(m q)-=d

8

I

T,

H]
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198 . A. Walfisz

Ersetzt man hier m durch dm, so folgh nach (11) und (9)

A

oo

dlg Mm=1
(mgjd)=1
o q
_2 MZ_: m” d S(mzd)1
la (mgjd)=1
< m-2d~12( ) T2 Y ar Y mrg,
> 2 Sy
(m,g/d)=1
also
(36) T,(y} = Bg'™.
Nach (18), (35) und (36) ist
y—a? _ Sy 1 fmm(at—y)
St 3 S Ly
amodg amodg m=1
(37) = n—2ReT,(y) = Bg*".

Die Abschitzung (31) ist damit bewiesen. Auch (32) 148t sich auf (37)

zuriickfithren. Nach (21) und (16) ist nimlich

S o) S5 - SAE)-

amod 4d amod 4d amod4d
' = ([y—d—a®
_8_2 B 2( 4d )
amoddd
=4 EEE ) ZB y—ot) g 21‘; (w = B
2\ 2d 2\ 4d )

amodd amod2d amod 4d

TUm (33) und (34) nachzuweisen, filhre man statt (35) die Summe

- I 35

amod g

(38) Sy

ein und wende auf sie den folgenden van der Corputschen Satz an (vgl.
z. B. [4], Hilfssatz 2.3.4; die dortige Funktion u(z) = z— [2]—4% Iill
wegen (16) und (15) mit B,(2) zusammen):

icm
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Es sei 2y < 24, f(2) tm Intervall 2, <2z <2, reell und zweimal diffe-
renzierbar. In diesem Intervall sei bestandig f'(2) = ¢ oder bestimdig
() < —e, wo & von z unabhdngig ist. Dann ist
6'213_1_38—1/2.

(39) D Bi{f(m)} = BIf ()—f (20

Z1<mM<sy
Auf die Summe (38) Wende man fiir ¢ > 2 die Abschitzong (39)

an mit
Jpe

=g, fl&=
BEs ist dann

2

F@=—">, fla)=——
q

2/¢ nehmen und bekommt

—1) {2\
5= 2D (37 e,

Man kann also & =

d.h.
(40) 8q(y) = B

Fiir ¢ = 1 und g = 2 ist (40) wegen (38) auch erfiillt. Damit ist zugleich
auch (33) bewiesen. Weiter ist nach (20), (16), (38) und (40)

2= el -t

amod4d amoddd

= 285a(y)—

28,4(y) = Bd*®, -

also (34) erfiillt.
SchlieBlich sei

'sw,q))’f el (blg+m)a)
xR = ,
“n ¥ 6,1 h;q( ¢ ,,,:5:1; (hjg-+m)
mz=—hjg
(42) Nilw, 1) = > Relw, q,7) (k> 4, 7 <k/2—1)
g=1

Die Reihe (42) konvergiert absolut und gleichmiBig in 2; es ist n#mlich
(vgl. [4], Hilfssatz 4.1.3) .
= Bg *Plog3q.

(43) Re(@, g, 7)
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§ 2. Problemstellung

Von Petersson [2] rithren zwei Sitze iiber die néherungsweise Dar-
stellung der Funktion

HPp(24-0)+Py(2— 0)}

her; in der ersten gleichnamigen Arbeit [3] werden sie auf einfachere
Art bewiesen (der Beweis ist in [4], § 4.1 und § 4.3 wiedergegeben). Im
folgenden sollen nur Kugeln ungerader Dimension 2k-+1 (> 5) betrachtet
werden (der Fall gerader Dimensionen 2k > 6 bildet den Gegenstand
der vorhergehenden Arbeit [5]). Fiir diese lauten die Peterssonschen
Sétze wie folgt:

SAarz 1.

(44) %{P2k{~l(m+ 0)-}—1:’2,‘,]_1(\7?—0)}

(k> 4)

K-
= — EJ—TW—M—S aFTTHER, (@, 1)+ Bet P log o,
rek/2 (2mi) P(k—?‘—l—.:,)
SaTz 2.
D
(45) HEs (24 0)+Ps(@0—0)} = — 52" Ny (2, 1)+ Be,

(46)  }{Po(@+0)+P, (2—0))

_ D 5D, 372
i 927(%”*%«’0 R, (@, 2)-+Ba.

Demgegeniiber hat Lursmanaschwili [1] folgenden Néherungssatz
fir Py, (@) (K > 4) bewiesen (er ist in [4], §5.4 in leicht verinderter
Bezeichnung wiedergegeben):

Sarz 3. Fiir k = 2j+2 st

i (—1)y gh-r
1- —

U Pule) = OB I

'Qlc,r ((l’)) +
r=1
+ Bk~ logg,

Hier ist zuniichst k¥ > 4; die Werte & = 2 und % = 3 werden also
nicht zugelassen. Nach (28)-(30) sind ferner die Funktionen Q0 (@)
in (47) beschrinks, d.h. man hat

‘Qk,r (w) = B.

icm
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Gilt also (47) fiir ein gewisses j > 1, so gilt es auch fiir j—1. Fur ge-
rade k ist j = k/2—1 das groBte zuléissige j; fiir ungerade & ist es j=
= (k—3)/2. Wegen (6) und (30) kann man daher den Lursmanaschwili-
schen Satz 6 so ausdriicken:
Sarz 4. Fir gerade k > 4 ist
kj2-1

_ __1)1' m]c—r—(»l/:’

48 P:, —_ k+1/2 1—2 k % -1 ( oy

US) P = #0200 S v
+ B oz g |

Fiir ungerade k =5 ist
(k=32 - k—r1j2
1 _ (—1) x .

4 Py = 2* L ()} —— By,

(49) k1 (i) {L(k)} 20 T TGt ) e (T) +
~+Ba*P+110gs.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Zusammenhang zwischen den
Peterssonschen Funktionen (42), im Falle eines ungeraden k, und den
Lursmanaschwilischen Funktionen (30) hergestellt. Das Hauptziel lautet:

Sarz 5. Pir k>3, r <k—2 und fir k=2, r =1 sowie k = 3,
r=2 st
(2n)

r!

(30) My (3, 7) = E{Z(R)} o Oy () + 8, (2) w6 By (2).

Der Beweis wird in § 3 gebracht. Im Rest des § 2 sollen diejenigen Fol-
gerungen aus Satz 5 gezogen werden, die sich durch Verkniipfung mit
den Peterssonschen Satzen 1 und 2 ergeben.

Esseik >3, r<k—2,0der k=2,7=1, 0der k =3, r = 2. Aus
(50) folgt dann wegen (3) und (2)

1 Tr:k+1/2
= o T Dk (@, 1)

(2mi) T'(k—r+3)

1:2_' nk+1/2 N (27:)’
T T @riy T(k—r+3) 1o}

rl Qk,r ({(:‘) -

1 ﬂ:k+1/2 .
T om m‘sr (2) 8 Sypeyy ()

(G _ 8 (2)
T m{z(k)} sy ()~

Dagey1Ssp1 (@)
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Setzt man dies in (44) ein, so ergibt sich fir k =3

&(x) -
(52) §{P2k+1(w+ 0)+ Pt (2= 0)) 4 Daen @™ G ()

r k4172 :
. 2

r<k/2
Aus (13), (14) und (3) ergibt sich

(83) Top1(®) = 6(W)D2k+1wk_llz 62,:“(50)—!—-31;"/2““’ (k = 2),

(b4) Tops1 () = 5(9'/')Dzk-ﬂ“’cql2 Syer1(2) (k= 2,3).

Terner ist nach Definition der Funktionen Py(y) und r4(y)

Py (z+0) = Poria (), Pypi(z—0) = Po1(®)— o (@),
also

(B5) %{P2k+l(m+ 0)4Pypsa(@— 0)} = PZk-]—l(m)_“%'rzk:-i-l(m) .

Aus (52), (53) und (55) folgt
SaTz 6. Fir & >3 ist
( _1)r wk-r»)—l/z

(56) 'ngH(m)=wk+"2{2§k>}-12 Ty T )t

r<k/2

- Bak2t o,

Analog ergibt sich aus (55), (48), (46), (51), (2), (3) und (54)
(57) Py() = —Ds{Z(2)}*2,,(2)2*" +Ba,
(58) Po(z) = —D,{Z (3)}* (Qa,l(m)ﬁﬂm_% 3'2(m)m3/2)+Bm.

Hierbei ist nach (2) und (6)

(59) YA, ) WL S
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. -2 3
(60) Z@) =Q-20@) = 5, Z(3)=I() = .

Der hier benutzte wohlbekannte Wert

7:3
T 32

(61) L(3)

ergibt sich z. B. folgendermaBen: Setzt man y =0, r =3 in (24), so
bekommt man wegen (5) und (3)

Syf —1\ 1
@4(0) = 29723 Z(T )‘u’f — 4873 L(3).

U=1
Andererseits ist nach (21), (16) und (15)

G3(0) = B,4(0)—22B4(0)—2°By(—1)
= ~3B,(0)—32B43) = —32- -2 =

3
64 2

womit (61) nachgewiesen ist.
Aus (57)-(60) und (30) ergibt sich

Sarz 7.
(62) Py(¢) = —F¥,,(z)2*" + Ba,
(63) Po(a) = -‘%@33(m)a"w'i‘%@s,z(w)mslz‘i'Bm.

6 und 7 sind Sétze vom Lursmanaschwilischen Typus, die den
Peterssonschen Sdtzen 1 und 2 entsprechen. Satz 6 ist in zweifacher
Hinsicht giinstiger als Satz 4: einmal wird der Wert k¥ = 3 zugelassen
und sodann enthélt die r-Summe ein Glied mehr und das Restglied ist
fiir gerade k um «'*, fiir ungerade % um =** besser.

§ 5. Beweis von Satz 5

Die beiden Fille

(64) k=3, r<k-2
und :
(65) k=2, r=1; k=3, r=2

von Satz 5 sollen zugleich behandelt werden.
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Bs sei ¢ =1 (mod2). Nach (41), (10) und (8) ist dann

[ S(hy ) Y el=(hlg+m)z)

mzk—m(m:%r) = Z ( ’ ) Z . (1] -1—’/1'&)"

hmodg q ' =00 q

m£—hjq
—1 Y ' A= (h+mg)z/g)
— S (7
(66) o ( q ) e nmodg L, q M=—00 h+mQ
me—hjq

(e 3 D) S Lol

q hmodgq amodq M= 00

m=h(mod q), m#0
—1 k r—k—1 !
=|—] 4
q

hmodg amodg M=—00
m=h(mod q), m#0

Y=

q amodqg M= —00
(m, @)=1, m#0
S sei die in (67) auftretende Doppelsumme. Dann ist

5= 3 Do e

dym,dlq

-5}

1 m(a2—x)
S REC)
a amodg ”7:;7’—‘10';,’ q

Diese Schreibweise ist zuldssig, da die m-Reihe, wie sich sofort zeigen
wird, fiir jedes d im Sinne von (1) konvergiert. Ersetzt man némlich m
durch —md, -50 folgt wegen (19)

— 1’ md (46— a?)
PPt
dlg amod g m;;;ooo
(@) s = (d@—a2) 1 _ (d(z—a?
e SR 2 P e )
dla amodg

icm
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Wegen (67) ist daher

. -7 A S AL #{d)
(68) Rapes1 (7, g,7) =17 r! (—q_) q * 12 ar x

de

~ [dxz—a®)) 1 [(d(z—a?)
< Sl e

«

Zur weiteren Behandlung dieses Ausdrucks soll die Summe

(69) 8 = aZa(“Z;m) =y a(’f%?f)

modd amodd

umgeformt werden. Wegen (3) ist

(70) 5(%) - % 2 3(1}).

Somit ist wegen (8)

amodd hmodd

-3 2= 217

hmodd amodd
1 mh
=, Z S(h,d)e(-— )
hmodd
1 mh
PP S("’d’e(—ﬁr)'
nld hmodd )
(h,dy=n

Brsetzt man hier » durch nh und beachtet (11), so ergibt sich
1 d mnh ‘
=g S("ﬁ)e(“"—d—)’

n|d nrmodd/n
oder wegen (69), indem man n durch d/n ersetzt,

(11) D (m_az) Z— s n)( ”:—lh)

amodd hmodn

205
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Wegen (3) kann man (71) auch so schreiben:
hy

(72) 26,(y'daz) - 5,(y)2~;; Z’S(h,n)e(~7b—).

amodd nld hmodn

Nach (68) ist, da die Funktionen (3) und (16) die Periode 1 haben,

zr_lkr__ ._1k_
(73) q{zk-H(a’r%'r) =7 (@) (_q") q s lsx"'ﬂ’L(—q—) q kSz;

7!

(74) 8 = @ ayn = > A0 B{@f_;_q

da! q

dia amodg/d
{d(m— az)}
p .

_ Q
(75) 8, = Ty 4,7 Z
Wendet man auf (75) die Formel (72) mit &, ¢/d statt 9, d an, so folgt

dig amodq]d
1 ’ h
o Su@ > = 3 S(h,n)e(——;f)

alg nig/d hmodn
ho\ O
o 32 Ssn,o(2) 3w
nig hmodn dajg/m
+ 8(h hx
(76) = 6,(2) —Lﬁe(——).
hmod g q q

Fiir §, und S, hat man nach (74), (76),

den Abschétzungen:
8 =B Z at d 2
dlg

(33), (31) und (9) die folgen-

(77 (r>1)

2/3
(18)  (r=1 oder 2) 8, = BZ(—;—) — B¢ 31 = Bg,
dlg dja
(79) 8, =B g * = Bg'”.
hmodg
Bs ist daher nach (73)
3 e (27) .
(80) D R, a,m) = ¢ St il

g=1
g=1(mod 2)
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wobei die Reihen

oo

—1\k e
(81) 8, = Sa(z, 7) = g (_q_) ¢ 8@, g, 1),
g=1(mod?2)
oc1 1 I B
(52) s=sn= > (7 rtsean
qsl‘{l:n})dm

in den beiden Fillen (64), (65) absolut konvergieren. Nach (81) und (74)
ist
o0 ——1 k _ _ 2
we SR g 3 nl)
% ) %
Uu=1 vy amodufv
Ersetzt man hier w durch wv, so ergibt sich wegen (7)

2( )" w3 B,(”“;V“z)

amod u

( e (e Im(77)

(83) — (Z()} i (“71)’%'—"-1 s, (w';aﬁ)‘

u=1 amod u

2”

I

=1

Weiter folgt aus (82), (76) und (10)

DERR
=1 hmodg q 4 .

g=1 (mod 2)

Nach (41) und (10) ist

)

(84) 8y = 6, ()

(85) D Runla,g,m) = 0.

g=1
g=2(mod4)

Es sei jetzt ¢ = 0 (mod4). Nach (41) und (10) ist dann, statt (66),

R (2, ¢, 7) = 2kgrrt hks h,q) 2

hmodg

o —(h+mg)z/a}
(h+mg)
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Hier ist, da h ungerade ist,
(86)
SchlieBt man jetzt so, wie beim Ubergang von (66) zu (67), so ergibt sich
3 SRTE

m | m q ’

amod g M=—0
(m,q)=1

k r—k—1

Rapr1 (@, g, 7) = (29)°¢

(87)

Die hier auftretende Doppelsumme S wird shnlich, wie die in (67)
auftretende Doppelsumme behandelt. Es ergibt sich

= 3 S S

amodg W=—0co q wlw, ulg

0

XEPNP e s aay

uig amod'y W=-—00
ww

o

o\ warf =1V 1 ww (& — a?)
= u N Y ‘“1”(7“7) (W),e{ g }
utq amodg W=—
e ST N (—_1)11_ {uw(w—cﬁ)}
(88) = ( 1)+%(u)ﬂ(u)u ;ﬂgw —) e At

Die Fille eines geraden und ungeraden % sollen jetzt getrennt behan-
delt werden. )

1) Bs sei k gerade. Dann folgt aus (88) und (26)

8= (~1)r2y(u)u" Z

L et

Ld w

ulg amodg w=—o0 g
(—m)" = du(z—a?
S S 3 ()
. ulg amodq 4

1 {4u(m~a2)} 2ur:(m——a2))
08 .
q q

icm
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Wegen (87) ist daher

| T .
(89)  Rappa(@,q,7) =72 " 12y(u)u x
ulg

« Z (Fr{4u(m—a2)} —ia,{%(””{ﬁ)}eo‘s 2un(:;'——a2)).

q 2

amodg

Zur weiteren Behandlung dieses Ausdrucks soll die Summe

B(azwm)cos (@ —m) = Z a(m—

90) 8 =

amod4d

d 2d

@’ ) o0s n(m—a’)
2d -

amod4d
umgeformt werden. Zundchst ist wegen (70)

I e [ B s

amod 4d hmodd

=21_d 2 (6{(a2—mi;4h+l)}+6{(wz'~mit(l4h—1)}).

amod 4d hmodd

(91)

Die Zahlen 4h+1, 4h—1 durchlanfen hier die ungeraden Restklassen w
mod 4d. Daher ist, mit Riicksicht auf (8),

seg 3 3]

amod 4d wmod 4d

-1 Z S(w,4d)e(~ﬂ)

4d
wmod 4d

1 mw

T oq L 2 S('w,4d)e<(— 4d)
uld wmod4d
(w,ad)=2u

—](‘1—2 2 S(h, 4d)e(—m—h).

4d
uld  hmod4d
(had)y=1

o

Ersetzt man hier # durch uwh und beachtet (11), so ergibt sich

- l_zu 2 S(h, i};)e(—

2d
uld hmod 4dju

muh
4d |’

Acta Arithmetica VI 14
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oder, indem man dfu = n setzt,

Z' 8(n, 4n))e(-—”i’3).

4an
hmoddn

BRI

1
(92) 8=~
2
n|d
dm=1(mod 2)
Aus (90), (92) und (3) ergibt sich die zu (72) analoge Formel

2 e
(93) 2 5,(y_da )cos “(yM“)

amod4d

1 1 . hy
= -2-5y(y) 2 ™ 2 S(n, 4%)3‘(__,&,@)_

4n

Nach (89) ist, da die Funktion 4, (y) die Periode 1 hat und die Funk-
tion (20) die Periode 4 hat,

(94) C-Rzk_,.l (,q,7) = ik“er% qr“k_lss_l_ ,,;7'3+12k—-1nq_k865
% du(x—a®
(95) 8y = Sslay g, 1) = Y /;5_3 D Fl(—“)}
ulg amodq/u q
—a? 2
(96) 85 = B¢(=, q,7) 22““) 2 ar{z_tu(m ‘“}cos 2ur(@—d’)

ulg amodg/u
Wendet man auf (96) die Formel (93) mit #, ¢/4u statt v, d an, so folgt

So=2bm ) Y %ZIS(h,M)e(———E—)

*lq n|g/du hmod4n
2f4un=1(mod 2)

2;_5,(50) Z’ % 2 S(h,em)-e(—%) pVIC

n|g/4 hmod dn ulgjan
gfdn=1(mod 2)
1 4 ' ha
07 =Za@)= D 8k, ae(— ).
2 4 q
hmodg

Fir §; und §; hat man auf Grund von (95), (97), (20), (34) und (9)
genau dieselben Abschitzungen (77)-(79), die oben fiir §; und S, erhal-
ten waren; dabei ist zu beachten, dafl der zweite Fall (65) hier wegfillt,
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also die zu (78) analoge Formel fiir §; nur fiic r = 1 aufzustellen ist. Es
ist daher nach (94)

o0 r
ko
" k—rok k1o k—1
2 Ropyr (@, gy 1) =472 FSH—'L 257 miS,

g=1
g=0(mod 4)

(98)

wobei die Reihen

(99) 8 = Slw,r) = > T8, q,7),
qsogxéa‘n )
(100) 8= Sle,r) = D ¢ 8@, q,7)

g=1
g=0{mod 4)

im Falle (64) und dem ersten Fall (65) absolut konvergieren. Diese Rei-
hen werden jetzt ebenso behandelt, wie oben die Reihen (81) und (82).
Nach (99), (95) und (7) ist

8, = g¥r-2k=2 Zd"k"lﬂs(m, 4d,r)

=1

259k — N —k—1 wlu) u(w_a‘z)
o =g Y _}!; LN A et

amod 4dju

_ er—zk—zzm ";r(ill) S(du)f——k—l 2 F, (_(U_—d_a/_z_)
U=1

d=1 amod4d

_ 22"‘2"”22#(11,)11,"‘2‘0(2’""—1 2 Fr(w;alg)
u=1 a=1

amod 4d
ww = Sem 3 nf2E)

d
a=1 amod d

Andererseits ist nach (100), (97), (10) und (86)

(St

103 #2518, = 6, (e
(103) s () 7 p

g=1 hmodg
g=0(mod 4)
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Aus (42), (80), (83), (84), (85), (98), (102), (103), (10), (12) und (28)
ergibt sich

00

Kty ) = 7 L o Yt ) B (25 +

r! u=1 amodu . u
k—r 5T o2r—2k— z r—k—1 F m—a’2 _
Fir T Z e 3 e (T
amod 4d
+ 60 (%) w0k 11 (@)
: 2n)" .
= #1200 L, @) 48 (0@ ).

Wegen (30) ist damit Satz 5 fiir gerade & bewiesen.

2) Es sei % ungerade. Dieser Fall wird nach demselben Verfahren
wie der Fall eines geraden k behandelt, nur benutzt man naturgeméis
(21), (27), (29), (32) statt (20), (26), (28), (34).

Fiir die in (87) auitretende Doppelsumme § folgt aus (88) und (27)

e S 3, SR

ulg amodq W=—00

N e e

ulg amody

6r{ du(g—a’) } ¢in Qur (w— a) )
q q

1
2

Wegen (87) ist daher

-1
k r—1lok- r+1 Fli—1 " -1
(104) g{27c+1( 1y T) = 2 ol !1 u§lq (T)/‘(’“‘)'M’ X
4u(o—a’ 1, (4u(w—a -
« Z(Gr{ w(® a)}——é,{ w (2 a)}sin 2um (& aﬂ)).
amodg q 2 Q Q
Zur weiteren Behandlung dieses Ausdrucks soll die Summe
ad—m\ . w(a*—m) ~ [m—a’ n(m—a?)
105) § = é = i !
(105) > ( a )Sm 2d ‘5( a )Sm 24

amod 4d amod 4d
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nach demselben Verfahren wie die Summe (90) umgeformt werden.
Hier bekommt man statt (91) ‘

2_2%2 2(6{(az—mi‘(;w1)}_6{(a2—oni;4h—1)})

amod4d hAmodd

und daraus ergibt sich weiter, wie beim Ubergang von (91) zu (92),

=g 2, 2GS

amod 4d wmoddd

S e

Il

D@ hmoddd
(h4d)=v
1 -1 v f—1 4d moh
= — —_— ——)8{h, —le|— .
2di2( v )” 2 ( 3 )S( ’ 'v)e( 4d)
v|d hmod 4dfv

Setzt man hier djv = n, so folgt

1 —1\1 v (-1 mh
-1 S i IR N il 177 PP PY Bt
8= 2 (d/n)n 2( W )S( ’ ”)6( m)
n)d od 4n
d/n=1(mod 2)

In Verbmdung mit (105) und (3), ergibt dies die zu (93) analoge Formel

y—a') . w(y—a?)
(106) an%:da,( . )sm -
i —1\1 v (-1 ' hy
~pn 3 (e 3 (G ame(~ 55
nid hmod4én

din=1(mod 2)

Nach (104) ist, da die Funktion 4,(y) die Periode 1 hat und die
Funktion (21) die Periode 4 hat,

A07)  Fupale, q,7) = #12H q’*" 18+ 12 g B

(108) 8, = 8y(@, ¢, 7) =2(‘:1‘) pw) D G{{éu(m—aﬁ)},
ule

U w
amodgfu q

(109)
8y = 82y ¢, 1) = Z(;u,l_) () Z 5r{4u(w—_a’)} gin Qum(w— a°) .

wg amodg/u 7. 1
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- Wendet man auf (109) die Formel (106) mit », g/4u statt y,d ap

und beachtet, daB dabei

(o) = mar) = (57 ()

ist, so folgt

; —1\1 -1 hx
8 = E(Sr(,:c) Z'u(u) <W) % Z (T)S(h7 4n)e (—- 4-71)

ulg njg/du hmod 4n
q/4un=1(mod 2)
4 —1\1 rf—1 hx
110) = —3, § = _S_ —— | 8(h, dn)e|— — § ,
(o =g () 2o (5] sboame(= ) e
n|gj4 hmoddn wlg/an

g/dn=1(mod 2)

i 4 =1 ha
(11 =@ N (T)S(h, q)e(- =
hmodg

Fiir 8, und 8,, hat man auf Grund von (108), (110), (21), (32) und (9)
dieselben Abschitzungen (77)-(79), die oben fiir §, und §, erhalten waren;
dabei ist zu beachten, daB der erste Fall (65) hier wegfillt, also die zu (78)
analoge Formel fiir 8, nur fir r == 2 aufzustellen ist. Bs ist daher nach
(107)

»

" .
ey — - T . —
(112) 2 Rapa (2, ¢, 1) = iFrigh THF‘Su‘f‘%ka 'S,
QEDE’,.’?JM)

wobei die Reihen

(118) -8y = 2 8@y gy 1), B = 2 g " 8@, ¢, 7)
g=0(moat) a=0lmoas)

im Falle (64) und dem zweiten Fall (65) absolut konvergieren. Nach (113)
und (108) ist

Sy = 22'—2’°—22d'-’°—139(w, ad, r)

d=1
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Daraus ergibt sich wegen (7), wie beim Ubergang von (101) zu (102),

.ot

amod 4d

(114) Sll — 22r~2k—2{z(k)}—1 dr—k—l

Andererseits ist naeh (113), (111), (10) und (86)

(e

(118)  *2¥1n8y, = wid,(x) . p

g=1 hmodg
g=0(mo d4)
Aus (42), (80), (83), (84), (85), (112), (114), (115), (10), (12), (29)
und (30) folgt die Richtigkeit von Satz 5 fiir ungerade k.

TIFLIS, DEN 14. JANUAR 1960
MATHEMATISCHES INSTITUT
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